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L  Eingang. 

Die  folgende  Untersuchung  hat  sich  von  einer  allgemeineren 
tersuchung  über  die  gesetzlichen  Mass  Verhältnisse  von  CoUectiv- 
;enständen,  mit  der  ich  seit  längerer  Zeit  beschäftigt  bin,  abge- 
eigt;  da  sie  jedoch  über  die  Beziehung  dazu  weit  hinausgreift, 
le  ich  sie  hier,  nur  unter  MitberUcksichtigung  dieser  Beziehung, 
onders  dar. 

Unter  einem  Collectivgegenstande  verstehe  ich  einen  Gegenstand, 

in  einer  unbestimmten  Mehrzahl  zufällig  variirender  Exemplare, 
Iche  sich  unter  einem  gemeinsamen  Begriffe  vereinigen,  vorkommt; 
e  Erklärung,  die  sich  durch  später  folgende  Beispiele  näher  er- 
tem  wird. 

Das  seither  nur  sehr  oberflächlich  und  aus  allgemeinem  Gesichts- 
icte  fast  gar  nicht  in  Angriff  genommene  quantitative  Untersuchungs- 
l  solcher  Gegenstände  tritt  zum  Theil  unter  andere  Gesichtspuncte 
das  physikalische  und  astronomische  Beobachtungsfeld,  und  führt 
ler  überhaupt  zu  manchen  Bemerkungen,  Sätzen  und  Aufgaben, 
rauf  zu  kommen  im  letzteren  Gebiete  kein  Anlass  ist.  Hiezu  wird 
»   Folgende  manche  Belege  bieten. 

Da  sich  der  Inhalt  dieser  Abhandlung  von  ihrem  Ausgangspuncte 

nach  mehrern  Richtungen  verzweigt,  gebe  ich  vorweg  eine 
bersicht  darüber,  indem  ich  dabei  an  etwas  Allbekanntes  anknüpfe. 

Das  arithmetische  Mittel,  seinem  Begriffe  nach  als  Quotient  einer 
nime  gegebener  Werthe  durch  die  Zahl  derselben  bestimmt,  lässt 
-li  bekanntlich  gleichgeltend  damit   durch   die  Eigenschaft  als  be- 
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stimmt  ansehen,  eine  gleiche  Summe  positiver  und  negativer  Ab- 
weichungen von  sich  abhängig  zu  haben.  Hiemit  solidarisch  aber 
ist  die  Eigenschaft  desselben,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der 
Abweichungen  bezüglich  desselben  kleiner  als  bezüglich  irgend  eines 
andern  Werthes  ist,  den  man  dafür  als  Ausgangspunct  der  Abwei- 
chungen substituiren  möchte,  gleichgültig,  welcher  Art  die  betreffenden 
Grössen  sind,  und  welches  Gesetz  die  Abweichungen  befolgen,  ja  ob 
sie  überhaupt  ein  solches  befolgen.  Es  ist  eine  leicht  erweisliche 
mathematische  Nothwendigkeit,  welche  die  angegebenen  Bestimmun- 
gen des  arithmetischen  Mittels  an  einander  knüpft. 

Unstreitig  kann  man  nun  auch  fragen:  wenn  das  arithmetische  Mittel 
der  Werth  ist,  welcherdie  kleinste  Summe  der  Quadrate  der  Abwei- 
chungen von  sich  abhängig  hat,  ob  es  nicht  einen  Werth  von  ent- 
sprechender Bestimmtheit  giebt,  der  die  kleinstmögliche  Summe  der 
unquadrirten  Abweichungen  von  sich  abhangig  hat;  wobei  ich 
hier,  wie  folgends  immer,  unter  Summe  der  Abweichungen  die  po- 
sitiven und  negativen  Abweichungen  nach  absolutem  Werthe  oder 
als  ob  alle  positiv  wUren,  zusammengerechndt  verstehe.  Es  ist  mir 
nicht  bekannt,  dass  man  diese  Frage  schon  aufgeworfen  hätte,  weil 
sich  unstreitig  seither  kein  Interesse  daran  geknüpft  hat;  doch  wird 
sich  zeigen,  dass  dem  Werthe,  mit  dem  sich  die  Frage  beantwortet, 
in  der  That  ein  gewisses  mathematisches  und  empirisches  Interesse 
nicht  abgeht,  erstres  in  Betracht  der  Analogie  seiner  Bestimmtheit 
mit  der  des  arithmetischen  Mittels  und  der  sich  daran  knüpfenden 
Verallgemeinerungen,  letzteres  insofern,  als  dieser  Werth  im  Unter- 
suchungsfelde der  Collectivgegenstände  eine  Rolle  spielt,  indem  er 
bezüglich  der  Bestimmung  dieser  Gegenstände  mit  dem  arithmetischen 
Mittel  in  Concurrenz  tritt. 

Es  wird  nümlich  im  Folgenden  bewiesen  werden,  dass  der  in 
Frage  stehende  Werth  der  ist,  welcher  unter  den,  ihrer  Grösse  nach 
geordneten,  Werthen,  aus  denen  er  zu  bestimmen  ist,  die  mittelste 
Stelle  einnimmt,  mithin  die  gleiche  Zahl  positiver  und  negativer  Ab- 
weichungen, statt  wie  der  arithmetische  Mittelvverth,  die  gleiche 
Summe  derselben,  von  sich  abhängig  hat.  Wegen  dieser  Eigenschaft 
werde  ich  ihn  den  Central  werth  nennen  und  mit  C  bezeichnen, 
indess  ich  den  arithmetischen  Mittelwerth  mit  A  bezeichne. 

Dem  C  kommt   seine  Eigenschaft,   die  kleinste  Summe  der  ein- 
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fachen  Abweichungen  von  sich  abhängig  zu  haben,  eben  so  unab- 
hängig von  einer  besondern  Beschaffenheit  der  Grössen  und  einem 
besondem  Gesetze  der  Abweichungen  zu,  als  dem  A  die  entspre- 
chende  Eigenschaft,  die  kleinste  Summe  der  Abweichungsquadrate 
von  sich  abhängig  zu  haben,  und  lässt  sich  daher  eben  so  an  be- 
liebigen selbstgemachten  Beispielen  bewähren.  Ich  nenne  diese  ein- 
ander entsprechenden  Eigenschaften  des  C  und  A  die  potenziellen 
Eigenschaften  derselben. 

Von  dem  Interesse.,  was  es  hat,  auf  das  C  neben  dem  A  im 
Untersuchungsfelde  der  Collectivgegenstände  Rücksicht  zu  nehmen, 
und  den  Verhältnissen  dieser  Gegenstände,  in  welche  das  C  eingreift, 
wird  Mm  2.  Abschnitte,  von  der  Bestimmungsweise  des  C  und  ver- 
schiedenen Verhältnissen  desselben  gegenüber  dem  A  im  3.  Abschnitte 
die  Rede  sein. 

Die  potenzielle  Eigenschaft  des  C  bot  sich  mir  zuerst  so  zu 
sagen  zufUUig  als  Folgerung  aus  Formeln  dar,  die  ich  im  Unter- 
suchungsfelde der  Collectivgegenstände  zur  Beurtheilung  der  Abän- 
derung der  Abweichungssumme  je  nach  Verlegung  ihres  Ausgangs- 
punctes  zu  entwickeln  hatte,  da  es  sich  in  diesem  Gebiete  nicht  so 
wie  im  physikalischen  und  astronomischen  Beobachtungsgebiete  blos 
um  Verfolgung  der  Abweichungen  von  A^  sondern  auch  von  G  und 
selbst  noch  von  einem  dritten  Hauptwerthe,  wovon  später  (unter  II), 
handelt,  und  überhaupt  eine  grössere  Wahl  zwischen  verschiedenen 
Ausgangspuncten  der  Abweichungen  stattfindet,  als  im  letzteren  Ge- 
biete. In  Voraussetzung,  dass  diese  Formeln  auch  Andern,  welche 
sich  mit  ersterem  Gebiete  beschäftigen  wollen,  dienlich  sein  können, 
theile  ich  sie  mit  ihrer  Herleitung,  und  den  Folgerungen  daraus,  die 
ein  Interesse  haben  können,  im  4.  Abschnitte  mit. 

Nachdem  wir  im  Centralwerthe  einen  Werth  gefunden  haben, 
welcher  die  kleinste  Summe  der  einfachen  Abweichungen  von  sich 
abhängig  hat,  dazu  im  arithmetischen  Mittel  einen  Werth  haben, 
welcher  die  kleinste  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  von 
sich  abhängig  hat,  verallgemeinert  sich  alsbald  die  Frage  dahin,  ob 
sich  nicht  auch  Werthe  bezeichnen  lassen,  welche  die  kleinste  Summe 
der  Guben,  der  Biquadrate  u.  s.  w.  der  Abweichungen  von  sich  ab- 

• 

hängig  haben.  In  der  That  wird  sich  diess  zeigen,  und  sogar  eine 
sehr   einfache,  von  einer  einfachen  Differenzial- Minimum -Gleichung 
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abhängige,  Regel  für  die  Bestimmung  solcher  Werthe  von  beliebiger 
Ordnung  aufstellen  lassen,  worunter  die  des  Centralwerthes  und 
arithmetischen  Mittelwerthes  nur  als  besondere  Fälle  niederster  Ord- 
nung begriffen  sind.  Allgemein  nenne  ich  solche  Werthe  Potenz- 
Mittel  werthe  und  handle  näher  davon  im  5.  Abschnitte. 

Da  hienach  der  arithmetische  Mittelwerlh  nur  ein  besonderer 
Fall  der  Potenzmittel  werthe,  einer  unter  andern  solchen  Werthen, 
und  zwar  weder  von  niederster  noch  höchster  Ordnung  ist ,  und  da 
die  zwar  schon  oft  behandelte  Frage  nach  dem  Vorzuge  des  Prin- 
cipes  des  arithmetischen  Mittels  im  physikalischen  und  astronomischen 
Beobachtungsgebiete  meines  Wissens  doch  noch  nicht  mit  Rücksicht 
auf  jene  Unterordnung  behandelt  worden  ist,  so  hat  es  mir  nützlich 
geschienen,  aus  dem  Gesichtspuncte  derselben  in  einem  besonderen 
Abschnitte,  dem  6.,  einen  Blick  auf  diese  Frage  zu  werfen.  Hie- 
durch  hat  sich,  wie  vorauszusehen,  der  Vorzug  des  Principes  des 
arithmetischen  Mittels  vor  jedem  andern  Princip  in  jenem  Gebiete 
nur  bestätigt;  doch  hat  die  Rücksicht  auf  jene  Unterordnung  zu  eini- 
gen Abweichungen  von  bisher  aufgestellten  Gesichtspuncten  geführt, 
welche  zwar  nicht  das  Resultat,  aber  den  Weg  dazu  betreffen. 

Der  7.  und  8.  Abschnitt  sind  Anhangs-Abschnitte  zum  6.  Der 
7.  insbesondere  giebt  zu  dem  bekannten  (Gauss'schen)  Fehlergesetze, 
welches  in  Bezug  zur  Gültigkeit  des  Principes  des  arithmetischen 
Mittels  steht,  eine  Verallgemeinerung  dieses  Gesetzes  für  den  Fall, 
dass  irgend  ein  anderes  Potenzmittel  grössere  Gültigkeit  in  Anspruch 
nehmen  sollte,  mit;  dem  Nachweise,  dass  die  Gesetze  für  das  C  so 
wie  für  die  höheren  Potenzmittel  zu  weit  von  dem  bezüglich  des  A 
gültigen  abweichen,  um  nicht  nach  der  erfahrungsmässigen  Bewäh- 
rung des  letzteren  bezüglich  der  Beobachtungsfehler  an  das  Princip 
des  A  gebunden  zu  bleiben.  Der  8.  Abschnitt  fügt  zu  den  schon 
bekannten  Bewährungen  des  Gauss'schen  Fehlergesetzes  im  Gebiet« 
der  Beobachtungsfehler  eine  solche  im  Gebiete  der  thermischen 
Monatsabweichungen  und  weist  direct  daran  nach,  dass  der  Ausgang 
der  Abweichungen  vom  arithmetiscbcn  Mittel  zu  grösserer  Sicherheit 
führt,  als  von  den  nächsten  Potenzmitteln  unter  und  über  dem  A. 

0 

Im  9.  Abschnitte  endlicTi  gedenke  ich  in  Kürze  noch  zweier  Weisen 
der  Mittelbestimmung,  welche  mit   der  Potenzmittelbcstimmung,  das 
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r  metische  Mittel  und  ein  Aufsteigen  von  da  zu  hohem  Ordnungen, 
in  anderm  Sinne,  gemein  haben. 
•'*  Wenn  ich  die  im  Grunde  sehr  einfachen  Sätze,  die  ich  werde 
•ofeastellen  haben,  zumeist  noch  durch  Zahlenbeispiele  erläutere  und 
belege,  so  wird  diess  zwar  für  Fachmathematiker,  welche  keine 
Schwierigkeit  finden,  abstracte  Sätze  ins  Goncrete  zu  übersetzen  und 
CD  der  aprioristischen  Bewährung  derselben  genug  haben,  sehr  über^ 
flüssig  sein,  aber  doch  vielleicht  manchen  Andern  erwünscht  sein, 
welche  durch  das  empirische  Interesse,  worauf  diese  Abhandlung 
mit  eingeht,  veranlasst  sein  könnten,  nähere  Kenntniss  vom  Inhalt 
derselben  zu  nehmen.  . 


U.  Yerwendnng  des  Centralwerthes  im  Untersuchnngs- 
felde  der  Collectivgegenstände.   AUgemeinere  Verhält- 
nisse derselben,  in  die  er  eingreift. 

Von  einem  empirischen  Interesse  der  Potenzmittel  über  das  C  und 
Ä  hinaus  lässt  sich  bisher  überhaupt  nichts  sagen ,  und  im  physikali- 
schen und  astronomischen  Beobachtungsgebiete  kann  selbst  das  C  auf  ein 
solches  nicht  Anspruch  machen,  sondern  nur  das  A.  Denn  da  man 
immer  berechtigt  bleiben  wird,  das  A  der  Beobachtungswerthe  als 
den  Werth  anzusehen,  welcher  dem  wahren  Werthe,  den  man  sucht, 
mit  grösster  Wahrscheinlichkeit  am  nächsten  kommt,  hat  man  kei- 
nen Anlass,  sich  neben  dem  A  noch  um  das  C  «u  kümmern,  zumal 
dessen  Berücksichtigung  in  der  des  A  gewissermassen  mit  einge- 
schlossen ist. 

Die  Abwesenheit  constanter  Fehler  vorausgesetzt  nämlich  ist 
kein  Grund,  an  einer  symmetrischen  Wahrscheinlichkeit  der  Ab- 
weichungen oder  sog.  Fehler  bezüglich  der  wahren  Grösse,  um  deren 
Ermittelung  es  bei  physikalischen  oder  astronomischen  Beobachtungen 
zu  thun  ist,  zu  zweifeln.  Unter  Voraussetzung  solcher  Symmetrie  aber 
fallen  C  und  A  wesentlich  zusammen ,  das  heisst  —  und  in  diesem  Sinne 
verstehe  ich  hier  und  entsprechend  künftig  bei  analoger  Verwendung 
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den  Ausdruck  »wesentlich«  —  beide  würden  zusammenfallen,  wenn 
man  statt  der  unendlichen  Zahl  von  Beobachtungswerthen ,  welche 
die  Fehler  geben ,  die  eigentlich  zu  fordernde  unendliche  Zahl  derselben 
zur  Ableitung  benutzen  könnte,  und  man  nähert  sich  diesem  Erfolge  um 
so  mehr,  je  mehr  man  die  Zahl  der  zur  Ableitung  dienenden  Werthe 
vervielfältigt.  Also  weicht  zwar  das  C  vom  A  bei  einer  endlichen 
Zahl  von  Beobachtungsfehlem  wegen  unausgeglichener  Zufälligkeiten 
der  Vertheilung  der  Fehler  bald  in  diesem  bald  in  jenem  Sinne  ab, 
aber  diese  Abweichung  mindert  sich  allgemein  gesprochen  mit  der 
Zahl  der  Fehler ,  und  man  zieht  vor ,  sich  an  das  A  als  das  C  za 
halten,  weil  jenes  sichrer  bestimmbar  als  dieses  ist. 

Auch  bei  Massbestimmungen  im  Felde  von  Collectivgegenständen 
nun  hat  man  sich  bisher  ausschliesslich  an  den  arithmetischen  Mittel- 
werth  der  einzelnen  Exemplare  als  denjenigen  Werth  gehalten,  welcher 
am  charakteristischsten  für  den  Gegenstand  sei,  nach  welchem  ver- 
schiedene Collectivgegenstände  zu  vergleichen  und  von  welchem  an  die 
Abweichungen  der  einzelnen  Exemplare  gleichsam  als  Fehler  zu  rechnen. 
Gelte  es  z.  B.  die  Körperlänge,  dais  Körpergewicht  oder  die  Schade 
dimensionen  von  Menschen  verschiedener  Nation ,  verschiedenen  Ge- 
schlechts oder  Alters,  die  Wachsthumshöhe  verschiedener  Pflanzenarten 
oder  Länge  der  verschiedenen  Intemodien  bei  derselben  Pflanzenart, 
oder  die  Dimensionen  verschiedenartiger  artistischer  Gegenstände'^  zu 
vergleichen,  so  hält  man  sich  an  das  A  der  Exemplare  als  einen  Werth, 
um  den  die  einzelnen  Exemplare  als  wie  um  einen  Normalwertb 
schwanken.  Im  weiteren  Sinne  kann  man  auch  Objecte  der  Meteore- 
logie,  als  wie  die  monatlichen  oder  jährlichen  mittleren  Thermometer- 
stände, Barometerstände,  Regenmengen  an  einem  gegebenen  Orte 
unter  den  Begriff  von  Collectivgegenständen  bringen,  insofern  als  z.  B. 
der   mittlere  Thermometerstand   eines   gegebenen  Monates  an   einem 


^}  Ich  habe  u.  a.  die  Dimensionen  von  Galleriegemälden  [Gearebildem, 
Landschaftsbildern,  Stillleben  in  gesonderterBehandlung)  so  wie  von  Druckformaten 
nach  Breite  und  Höhe,  von  Visitenkarten,  Adresskarten,  Glückwünschungskarten  nach 
Länge  und  Breite  u.  s.  w.  in  Untersuchung  gezogen ,  theils  in  Bezug  auf  gewisse 
elementare  ästhetische  Fragen,  hauptsächlich  aber,  um  die  Abweichungsverhäitnisse 
der  Exemplare  solcher  der  Willkühr  des  Menschen  ihren  Ursprung  verdankenden 
Collectivgegenstände  bezüglich  ihrer  (oben  zu  betrachtenden)  Hauptwerthe  und  die 
Verhältnisse  dieser  Hauptwerthe  selbst  vergleichungsweise  mit  denen  der  natürlichen 
Gegenstände  zu  studiren. 
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g^ebenen  Orte  in  jedem  Jahre  ein  etwas  anderer  ist,  und  man, 
durch  so  viele  Jahre  als  man  ihn  beobachtet  hat,  so  viele  Exemplare 
eines  zeitlich  variirenden  Collectivgegenstandes  daran  hat,  dessen 
quantitative  Bestimmungen  sich  in  der  That,  wie  künftig  zu  zeigen,  ge- 
meinsamen Regeln  mit  denen  der  örtlich  variirenden  Gegenstände 
unterordnen  lassen.  Auch  bei  solchen  zeitlich  variirenden  Collectiv- 
gegenstllnden  aber  hat  man  bisher  nur  auf  den  arithmetischen  Mittel- 
werth  als  Anhalt  zum  Vergleiche  Rücksicht  genommen. 

Nun  ist  aber  zu  bemerken,  dass  im  Gebiete  der  örtlich  wie 
zeitlich  variirenden  Collectivgegenstlinde,  der  organischen,  artistischen, 
wie  meteorologischen,  keineswegs  allgemein  dieselbe  symmetrische  Wahr- 
scheinlichkeit der  Abweichungen  bezüglich  des  arithmetischen  Mittels 
besteht,  als  man  Grund  hat,  im  physikalischen  und  astronomischen 
Beobachtungsgebiete  bei  Ausschluss  constanter  Fehler  vorauszusetzen, 
und  dass  demgemäss  die  beiden  Werthe  A  und  C  in  jenem  Gebiete 
keineswegs  eben  so  wesentlich  zusammenfallen,  als  in  diesem.  In  der 
That  hat  schon  Quetelet  in  s.  Lettres  sur  la  probabilite  darauf  hin- 
gewiesen, dass  für  nicht  wenige  Collectivgegenstände  eine  wesent- 
liche, also  nicht  mit  wachsender  Zahl  der  Werthe  sich  mindernde, 
Asymmetrie  der  Abweichungen  bezüglich  A  in  so  fern  besteht,  als 
je  nach  der  Natur  des  Gegenstandes  entweder  die  Zahl  der  positiven 
oder  negativen  Abweichungen  bezüglich  desselben  wesentlich  die 
grössere  ist,  wonach  positive  und  negative  Asymmetrie  zu  unter- 
scheiden; und  ich  selbst  habe  mittels  einer,  gegen  die  seinige  sehr 
erweiterten,  Untersuchung  die  Fälle  dieser  Art  so  verbreitet  gefunden, 
dass  ich  glauben  möchte,  der  Fall  der  Symmetrie  im  Felde  der  Col- 
lectivgegenstände  sei  nur  ein  ganz  specieller,  vielleicht  streng  ge- 
nommen nicht  vorhandener,  des  allgemeinen  Falles  der  Asymmetrie; 
wenn  schon  solche  in  sehr  vielen  Fällen  klein  genug  ist,  um  bei 
nicht  hinreichender  Zahl  der  Exemplare  unter  den  zufälligen  Ab- 
weichungen nicht  sicher  erkannt  werden  zu  können,  und  überhaupt 
zufällige  Asymmetrie  nicht  mit  wesentlicher  verwechselt  werden  darf. 

Wie  dem  auch  sei,  so  leuchtet  jedenfalls  ein,   dass   in  Fällen, 

'  wo   eine    Asymmetrie    der    Zahl    der    Abweichungen    bezüglich    des 

arithmetischen  Mittels  wesentlich  besteht,   der  Centralwerth  mit  dem 

arithmetischen   Mittel   nicht   wesentlich   im  obigen   Sinne   zusammen- 

Tallen  kann.    Nun  gehört  aber  zur  vergleichenden  Charakteristik  ver- 
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schiedener  Gollectivgegeastönde  ganz  wesentlich  die,  freilich  seilhfir 
vernachlässigte,  Bestimmung  über  das  Vorhandensein  oder  Fehlen, 
die  Richtung  und  den  Grad  der  Asymmetrie  der  Abweichungen,  eine 
Charakteristik,  die  einerseits  dadurch  geschehen  kann,  dass  man  die 
Zahlendifferenz  der  beiderseitigen  Abweichungen  im  Verhältniss  zur 
Totalzahl  und  die  Richtung  dieser  Differenz  angiebt,  von  ander» 
Seite  aber  auch  dadurch,  dass  man  die  Differenz  zwischen  C  undi 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  im  Yerhältniss  zum  mittleren  Werthe 
der  gesammten  Abweichungen  angiebt.  Auch  weiss  man,  wenn  man 
das  C  eines  CoUectivgegenstandes  kennt,  sofort,  ob  ein  gegebenes 
Exemplar  des  Gegenstandes  der  unteren  oder  oberen  Grössenabtheilung 
dessell)en  angehört,  d.  h.  von  mehr  Werthen  der  Grösse  nach  über- 
schritten oder  unterschritten  wird,  was  man  bei  Kenntniss  des  A  noch 
nicht  weiss.  In  dieser  Beziehung  hat  der  Centralwerth  eine  analoge 
Bedeutung  für  die  Exemplare  eines  CoUectivgegenstandes,  als  der 
wahrscheinliche  Fehler  für  die  Beobachtungsfehler,  deren  Abweich- 
ungen von  ihrem  arithmetischen  Mittel  (die  man  Fehler  2.  Ordnung 
nennen  kann)  nicht  minder  unsymmetrisch  dazu  sind.  Und  so  gewinnt 
überhaupt  die  Berücksichtigung  des  Central werthes  und  seiner  Eigen- 
schaften im  Felde  der  Colleclivgegenstünde  eine  Bedeutung,  die  ihr 
im  physikalischen  und  astronomischen  Beobachtungsfelde  nicht  eben 
so  zukommt. 

Schon  desshalb  aber  kann  die  einseitige  Berücksichtigung  des  A 
im  Untersuchungsfelde  von  Collectivgegenständen  nicht  das  gleiche 
Interesse  in  Anspruch  nehmen,  als  im  physikalischen  und  astrono- 
mischen Beobachtungsfelde,  weil  das  A  in  jenem  Felde  nicht  eben 
so  wie  in  diesem  den  Werth  bedeuten  kann,  der  mit  grösster  Wahr- 
scheinlichkeit dem  wahren  am  nächsten  kommt ;  denn  alle  Exemplare 
des  CoUectivgegenstandes  sind  gleich  wahr  und  wirklich, '  und  der 
arithmetische  Mittel  werth ,  als  nur  zufällig  mit  einem  derselben  zu- 
sammenfallend ,  in  der  Regel  sogar  unwirklich.  Wenn  es  aber  doch 
zur  Charakteristik  eines  CoUectivgegenstandes  wesentlich  gehört,  den 
Werth  zu  kennen,  der  bezüglich  desselben  die  Eigenschaften  des  A 
vereinigt,  so  wird  es  nicht  minder  wesentlich  dazu  sein,  den  Werth 
zu  kennen,  der  bezüglich  desselben  die  Eigenschaften  des  C  vereinigt, 
wofern  beide  überhaupt  auseinanderfallen.  Denn  unstreitig  ist  die 
Eigenschaft  des  C,  die  gleiche  Zahl  und  kleinste  Summe  der  einfachen 
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Abweichungen  von  sich  abhöngig  zu  haben,  nicht  minder  beachtens- 
werih  und  charakteristisch,  als  die  Eigenschaft  des  A,  die  gleiche 
Summe  der  einfachen  Abweichungen  und  die  kleinste  Summe  ihrer 
Quadrate  von  sich  abhängig  zu  haben.  Im  arithmetischen  Mittel- 
werthe  eines  CoUectivgegenstandes  hat  man  so  zu  sagen  nur  den 
Schwerpunct  desselben;  indem  man  auch  die  anderen  Hauptwerthe, 
die  sich  darin  auffinden  lassen,  die  Verhältnisse  derselben  unter 
einander  und  der  Abweichungen  zu  jedem  insbesondere  berücksichtigt, 
gewinnt  man  so  zu  sagen  erst  Kenntniss  von  der  ganzen  quantitativen 
Structur  oder  Organisation  des  Gegenstandes. 

In  dieser  Beziehung  aber  mag  vorgreiflich  aus  den  künftig  mit^ 
zutbeilenden  eingehenderen  Untersuchungen  noch  eines  dritten  Haupt- 
werthes  gedacht  werden,  welcher  bei  vorhandener  Asymmetrie,  die 
ich  bemerktermassen  als  den  allgemeineren  Fall  betrachte,  zur  Er- 
gänzung der  beiden  vorigen  Hauptwerthe  wesentlidh  gehört,  und  sogar 
als  Ausgangspunct  der  Abweichungen  in  einem  gewissen  unten  zu 
bezeichnenden  Sinne  eine  bevorzugte  Bedeutung  vor  beiden  hat.  Es 
ist  der  Werth,  um  den  sich  die  Einzelwerthe  und  mithin  Abweichungen 
am  dichtesten  schaaren,  so  dass  in  gleichen  Intervallen  um  so  mehr 
davon  liegen,  je  näher  die  Intervalle  diesem  Werthe  liegen,  mag  man 
sie  von  ihm  aus  nach  positiver  oder  negativer  Seit^  in  Betracht 
nehmen;  wonach  ich  diesen  Werth  den  dichtesten  Werth  nenne 
und  mit  D  bezeichne.*) 

Wo  nun  C  mit  A  im  obigen  Sinne  wesentlich  zusammenfallt, 
fällt  allerdings  auch  D  mit  beiden  wesentlich  zusammen,  hingegen 
hat  sich  ausnahmslos  gefunden,  dass,  wo  C  von  A  wesentlich  ab- 
weicht, auch  D  mit  keinem  von  beiden  zusammenfällt,  sondern  noch 
über  C  hinaus  von  A  abliegt,  so  dass  eine  positive  Asymmetrie  be- 
züglich A  zu  einer  negativen  bezüglich  D  wird. 

Quetelet  freilich  hat  eine  für  den  ersten  Anblick  sehr  an- 
sprechende Theorie  der  Asymmetrie  aufgestellt,  aus  welcher  folgen 
würde,  dass  das  wesentliche  Zusammenfallen  des  D  mit  A  auch  im 
Falle  wesentlicher  Asymmetrie  bezüglich  A,  wo  also  C  mit  A  nicht 
wesentlich  zusammenfällt,  noch  fortbesteht;    aber   er  hat  diess  nicht 


*)   Die  nicht  ganz  einfache  Bestinmiungsweise  dieses  Werthes  aus  dem  Gange 
der  geordneten  Werthreihe  auseinanderzusetzen,  würde  hier  zu  weit  führen. 
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empirisch  conslatirt,  und  selbst  das  einzige,  in  einiger  Ausführung 
von  ihm  mitgetheilte,  (meteorologische)  Beispiel  der  Asymmetrie  wider- 
spricht bei  näherem  Zusehen  dieser  Folgerung.  Aber  nicht  blos  diess 
eine  Beispiel  widerspricht  ihr,  sondern  in  allen  bisher  von  mir  unter- 
suchten zahlreichen  Fällen  der  Asymmetrie  aus  anthropologischem, 
botanischem,  artistischem  und  meteorologischem  Gebiete,  wo  die  Yer- 
theilung  der  Werthe  regelmässig  genug  war,  um  die  Lage  des  D  mit 
einiger  Genauigkeit  bestimmen  zu  können,  was  freilich  nicht  überall 
der  Fall  ist,  habe  ich  alle  drei  Werthe  ausnahmslos  im  Sinne  obiger 
Regel  auseinanderfallend  gefunden,  wonach  die  Quetelet'sche  Theorie 
nicht  richtig  sein  kann.  Auch  lässt  sich  eine  andere,  wie  mich  dttnkt 
noch  rationalere,  Theorie  der  Asymmetrie  aufstellen,  welche  das  Aus- 
einanderfailen  von  A,  C,  D  im  obigen  Sinne  unter  sich  fasst,  und 
worunter  die  Symmetrie  nur  als  der  besondere  Fall  einer  verschwin- 
denden Distanz  zwischen  diesen  drei  Hauptwerthen  tritt.  Die  müh- 
seligen empirischen  Untersuchungen  zur  Prüfung  dieser  Theorie  sind 
aber  noch  nicht  so  weit  von  mir  geführt,  um  den  Grad  der  Zu- 
länglichkeit derselben  vollständig  beurtheilen  zu  können;  daher  ich 
für  jetzt  um  so  weniger  davon  spreche,  als  ein  eingehender  Verfolg 
dieses  Gegenstandes  überhaupt  nicht  in  der  Absicht  dieser  Abhand- 
lung liegt.  Doch  mag  noch  folgenden  Bemerkungen  zur  Vervollständig- 
ung des  Vorigen*  Raum  gegeben  werden. 

Der  Werth  D  steht  als  Ausgangswerth  der  Abweichungen  zwar 
gegen  die  andern  beiden  Hauptwerthe  insofern  im  Nachtheil,  als  weder 
die  Summe  der  einfachen  noch  quadrirten  Abweichungen  bezüglich 
desselben  ein  Minimum  oder  nach  beiden  Seiten  gleich  ist,  hat,  aber 
abgesehen  von  dem  bedeutungsvollen  Umstände,  dass  seine  Wahr- 
scheinlichkeit als  Einzclwerth  genommen  am  grössten  ist,  folgenden 
wichtigen  Umstand  vor  jenen  voraus,  den  ich  mit  dem  Namen 
relativer  Symmetrie  bezeichne. 

Sei  eine  Abweichung  bezüglich  D  auf  Qiner  Seite  mit  ./,  auf 
der  andern  mit  ^J^  bezeichnet,  die  Zahl  der  Abweichungen  beider- 
seits  m   und  w  ,    die  Summe   2'^'   und    J^/^/^  die   einfache  Durch- 

schni ttsab weich un£r  jeder  Seite  insbesondere  — r  und  — -    oder   kurz 

'-'  •  mm, 

e   und  e  ,  die  Zahl   der  Abweichungen,    welche  von   D  an   bis   zu 
einem  bestimmten  J'  oder  J^  auf  einer  oder  der  andern  Seite  reicht. 
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respectiv  [i  und  fi^ ,  so  ist  der  Fall  der  relativen  Symmetrie  der  Ab- 
weichungen  bezüglich  D  der,  dass  zu  gleichen  Verhältnissen  — ,    — 

beiderseits  auch  gleich^  Verhältnisse  ^,    ^  wesentlich  gehören,  was 
nur  der  allgemeinere  Fall  der  absoluten  Symmetrie  ist,  wo  « ^£   und 

Leicht  sieht  man,  dass  relative  wie  absolute  Symmetrie  über- 
haupt nur  bezüglich  des  dichtesten  Werthes  möglich  ist,  da  man  be- 
züglich jedes  andern  Werthes  eine  einseitige  Erhöhung  der  Abwei- 
chungscurve  bei  D  erhält,  der  keine  solche  auf  der  andern. Seite 
entspricht ;  daher  auch  der  arithmetische  Mittelwerth  nur  insofern  als 
Centrum  absoluter  Symmetrie  auftreten  kann,  als  er  zugleich  den 
dichtesten  Werth  vorstellt. 

Die  Bewährung  der  relativen  Symmetrie  bezüglich  D  kann  na- 
türlich wie  überhaupt  Bewährungen  in  diesem  Gebiete  nur  an  Collec- 
tionen  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Exemplaren  desselben  Gegen- 
standes mit  hinreichend  regelmässiger  Werthvertheilung  geschehen. 
An  solchen  Werthreihen,  die  allerdings  nicht  häufig  zu  Gebote  stehen, 
habe  ich  das  Gesetz  der  beiderseitigen  Abweichungen  bezüglich  D 
w^esenthch  mit  dem  Gauss'schen  Gesetze  zufälliger  Abweichungen 
übereinstimmend  gefunden,  nur  so,  dass  für  jede  Seite  der,  ihr  be- 
sonders zukommende,  Mittelfehler  zur  Berechnung  der  /i^  und  /i  zu 
Grunde  zu  legen  war.  Hiemit  scheint  freilich  eine  Discontinuität 
des  Gesetzes  beim  dichtesten  Werth  eingeführt,  wofür  sich  aber  mei- 
nes Erachtens  ein  plausibler  Gesichtspunct  aufstellen  lässt.  Jedenfalls 
habe  ich  nach  meinen  bisherigen  Erfahrungen  auf  nichts  Anderes 
kommen  können. 

Wo  die  Asymmetrie  der  Abweichungen  bezüglich  des  arith- 
metischen Mittels  nicht  sehr  bedeutend  war,  erhielt  ich  doch  auch 
nach  der  gewöhnlichen  Rechnung,  unter  Zugrundelegung  eines  aus 
den  beiderseitigen  Abweichungen  bezüglich  A  gemeinsam  berechne- 
ten Mitt^lfehlers,  bei  Zusammenrechnung  der  Abweichungen  beider 
Seiten  bezüglich  A,  Resultate,  die  mit  dem  Gauss'schen  Gesetze  gut 
genug  stimmten. 

Schliesslich   noch   folgende   fundamentale   Bemerkung. 
Im  Allgemeinen  findet  man,  dass  die  (nach  dem  Durchschnitts- 
werlhe  der  Abweichungen  von  einem  der  Hauptwerthe  zu  beurthei- 
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lende)  Variation  eines  Gegenstandes  mit  der  Grösse  des  Gegenstandes 
selbst  in  einem  gewissen  Verhältnisse  steht,  so  dass  sie  zwar  nicht 
allein,  aber  wesentlich  mit  davon  abhängt;  wonach  z.  B.  die  Höhe 
eines  Grashalmes  zwar  absolut  genommen  ^weniger  variirt  als  die 
einer  Tanne,  ohne  dass  man  aber  behaupten  kann,  sie  variire  ver- 
hältnissmässig  weniger.  Hienach  ist  die  Variation  jedes  Gegen- 
standes unstreitig  zwar  einerseits  durch  einen  ihm  eigenlhümlichen, 
nicht  von  seiner  Grösse,  sondern  von  seiner  Qualität  oder  innem 
Beschaffenheit  abhängigen ,  constanten  Factor  als  bestimmt  anzusehen, 
anderseits  aber  zu  fragen,  ob  sie  nicht  vielmehr  nach  Verhältnissab- 
weichungen als  nach  arithmetischen  Abweichungen  zu  beurtheilen 
sei."*)  Für  die  Fälle  nun,  wo  die  arithmetischen  Abweichungen  der 
Einzel werthe  nur  klein  in  Verhältniss  zu  dem  Hauptwerthe  sind,  zn 
dem  sie  in  Beziehung  stehen,  wie  es  meistens  der  Fall  ist,  macht 
es  keinen  erheblichen  Unterschied,  ob  man  die  Rechnung  auf  arith- 
metische Abweichungen  oder  auf  Verhältnissabweichungen  (unter  Ueber- 
setzung  derselben  und  ihres  Ausgangswerthes  in  Logarithmen)  stellt, 
und  lässt  sich  über  den  principiellen  Vorzug  der  einen  oder  andern 
Rechnungs weise  empirisch  nichts  entscheiden;  hingegen  kann  der 
Unterschied  in  den  Resultaten  bei  verhältnissmässig  grossen  Abweich- 
ungen beträchtlich  werden,  und  es  wird  meines  Erachtens  principiell 
die  Rechnungsweise  vorzuziehen  sein ,  welche  der  relativen  Symmetrie 
der  Abweichungen  bezüglich  des  dichtesten  Werthes  (als  welcher 
allein  eine  solche  Symmetrie  zulässt)  am  besten  entspricht.  Das  war 
aber  in  den  Fällen,  die  sich  mir  in  dieser  Beziehung  als  massgebend 
darboten,  und  denen  allerdings  noch  eine  grössere  Ausdehnung  zu 
wünschen,  entschieden  mit  der  auf  Verhältnissabweichungen  gestellten 
(logarithmisch  geführten)  Rechnung  der  Fall,  wonach  ich  geneigt 
bin,  dieser  Rechnung  überhaupt  für  Collectivgegenstände  den  prin- 
cipiellen Vorzug  zu  geben ;  indess  man  sich  doch  in  Fällen,  wo  man 


*)  Seien  a  die  Einzel  werthe ,  zwischen  denen  ein  Hauptwerlh  M  liegt ,  a' 
die  Werthe  a,  welche  grösser  als  M  sind,  a^  die ,  welche  kleiner  als  3/  sind,  so 
hat  man  in  (a — Jf),    (a^ — 3/),  positive  und    negative  arithmetische   Abwei- 

chungen^  "^  jw'  Ar    ^^^^^    ""*^  untere  Verh'ältnissab weichungen,  und   in 

log  a' — log  My  log  o^ — log  3/  die  zur  Berechnung  der  Verhältnissabweichungen 
nöthigen  positiven  und  negativen  logarithmischen  Abweichungen  bezüglich 
log  M, 
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iBUfc  verhältnissmassig  kleinen  Abweichungen  zu  thun  hat,  immer  lieber 
Ml  die  einfachere  Rechnung  mit  arithmetischen  Abweichungen  halten 
'^rird  and  auch  halten  kann.  Jene  Rechnung  aber  ist  so  zu  fuhren. 

Den  Einzelwerthen  a,  aus  denen  die  Hauptwerthe  zu  bestimmen, 
werden  ihre  Logarithmen  substituirt,  das  arithmetische  Mittel,  der 
Centralwerth  und  dichteste  Werth  dieser  Logarithmen  eben  so  wie 
MDSt  diese  Hauptwerthe  aus  den  direct  gegebenen  Grössen  bestimmt, 
MkI  die  Abweichungen  der  einzelnen  log  a.  vom  dichtesten  Werthe 
dieser  Logarithmen ,  den  ich  mitZ)iog  bezeichne,"^)  als  sog.  logarith- 
misehe  Abweichungen  bezüglich  desselben  genommen.  Geht  man 
dann  von  den  Logarithmen  zu  den,  in  den  Tafeln  zugehörigen,  Zahl- 
weriheh  über,  so  tritt  an  die  Stelle  des  arithmetischen  Mittels  A 
das,  stets  etwas  kleinere,  geometrische  G;  an  die  Stelle  des  arith- 
Hietisch  dichtesten  Werthes  D  der  etwas  davon  verschiedene,  aus 
D  log  abgeleitete ,  geometrisch  dichteste  Werth  D\  indess  C  wesent- 
lich denselben  Werth  als  bei  der  auf  arithmetische  Abweichungen 
gestellten  Rechnung  behält.  Der  Uebergang  von  den  logarithmischen 
Abweichungen  zu  den  zugehörigen  Zahlwerthen  liefert  die  Yerhdltniss- 
abweichungen,  und  das  arithmetische  Mittel  der  logarithmischen  Ab- 
weichungen als  zugehörigen  Zahlwerth  die  mittlere  Yerhöltnissab- 
weichung. 

In  Betreff  des  eben  bemerkten  Umstandes,  dass  C  constant  bleibt, 

während  die  beiden   andern  Hauptwerthe  sich  je  nach  der  Berech- 

nungsweise   ändern,    ist  zu  erinnern,    dass  ihm  allerdings  nur  eine 

bedingte  Gültigkeit  zukommt,  indem  Folgendes  in  Rücksicht  kommt. 

Bei  gerader  Zahl  der  Werthe  ist  man  überhaupt  darauf  angewiesen, 

irgend    einen   Werth   zwischen   den   zwei,    inmitten  der  geordneten 

.Werthreihe    stehenden,  Werthen,    die    ich   die  Seitenwerthe   des  C 

nenne,   als  definitives  C  gelten  zu  lassen,  worüber  Bemerkungen  4m 

Bdchsten  Abschnitte  folgen ;  und  man  wird  natürlich  der  Consequenz 

halber  das   arithmetische  oder  Verhältnissmittel   (geometrische  Mittel) 

der  zwei  Seitenwerthe  dabei  zu  bevorzugen  haben,  je  nachdem  man 

Oberhaupt  die  Rechnung  auf  arithmetische  oder  Verhältnissabweichun- 

8^0  stellt.     Inzwischen  weichen  diese  beiden  Mittel,  obwohl  princi- 

*)  Principiell  zu  unterscheiden,  obwohl  im  Allgemeinen  wenig  abweichend, 
^on  log  2)^  welches  der  Logarithmus  des  aus  den  arithmetischen  Abweichungen 
*^iimnlen  dichtesten  Werthes  D  ist. 
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piell  nur  in  dem  Falle  ganz  zusammenfallend,  wo  die  Werthe,  ans 
denen  sie  zu  ziehen ,  einander  gleich  sind ,  um  so  weniger  von  m- 
ander  ab,  je  mehr  sich  beide  Seitenwerthe  mit  wachsender  Zahl  der 
Werthe  einander  nähern,  das  ist  im  Allgemeinen  unmerklich,  insoweit 
man  die  praktisch  zur  Untersuchung  verwendbaren  Reihen  und  a 
berücksichtigenden  Differenzen  im  Auge  hat.  Ausserdem  unterliegt 
die  Wahl  eines  bestimmten  C  zwischen  seinen  beiden  Seitenwerthei 
an  sich  einer  gewissen,  im  folgenden  Abschnitte  zu  betrachtendeB, 
Unsicherheit,  in  welche  die  Wahl  zwischen  dem  arithmetischen  und 
Verhältniss-Mittel  beider  Seitenwerthe  nur  mit  hineintritt. 

Insoweit  man  nun  nach  Vorigem  Anlass  hat,  die  Rechnung  viel- 
mehr auf  logarithmische  oder  Verhältniss-Abweichungen  als  auf  arith- 
metische Abweichungen  zu  stellen,  ist  auch  die  Bewährung  der  re- 
lativen Symmetrie  und  des  Gauss'schen  Gesetzes  im  angegebene! 
Sinne  vielmehr  an  jenen  als  an  diesen  zu  suchen,  und  die  Hauptftlie 
der  Bewährung  in  dieser  Hinsicht,  die  ich  werde  darzubieten  habeo, 
beziehen  sich  in  der  That  auf  die  Vertheilung  logarithmischer  Ab- 
weichungen bezüglich  des  logarithmisch  dichtesten  Werthes  Diog  zo 
dessen  beiden  Seiten. 

Dass  das  Gauss'sche  Fehlergesetz  in  Beziehung  auf  arithmetische 
Abweichungen,  wozu  die  Beobachtungsfehler  gehören,  überhaupt  keine 
Geltung  ins  Unbestimmte  haben  kann  —  wie  denn  Gauss  selbst  nur 
eine  approximative  Gültigkeit  in  ^dlichen  Grenzen  dafür  in  Anspruch 
nimmt  —  leuchtet  a  priori  ein,  sofern  ein  Gegenstand  sich  nicht  um 
mehr  als  seine  eigene  Grösse  verkleinern  kann,  das  Gesetz  aber  für 
die  Abweichungen,  auf  die  es  bezogen  wird,  eine  Gränze  eben  so 
wenig  nach  unten  als  oben  kennt.  Diese  principielle  Beschrän- 
kung der  Gültigkeit  des  Gesetzes  auf  die  arithmetischen  Abweichungen 
fUUt  bei  Beziehung  auf  die  logarithmischen  und  daraus  folgenden 
Verhältnissabweichungen  weg,  da  jeder  Gegenstand  sich  ebenso  in 
unbestimmt  weit  getriebenem  Verhältnisse  verkleinern  als  ver- 
grössern  kann.  Diess  erscheint  von  vorn  herein  für  die  Beziehung 
des  Gesetzes  auf  Abweichungen  letzter  Art  bei  Collectivgegenständen 
günstig,  kann  aber  natürlich  eine  empirische  Bewährung  nicht  ent- 
behrlich machen,  da  man  von  vorn  herein  eben  so  in  Zweifel  sein 
könnte,  ob  nicht  das  Gesetz  seiner  Natur  nach  nur  auf  arithmetische 
AbwiMchungen  bezogen  werden  k()nne ;  und  obwohl  ich  keine  aprio- 
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rbtische  Begründung  für  diesen  Zweifel  finde,  gestehe  ich  doch, 
dass  er  mir  nur  durch  entscheidende  Erfahrungen  benommen  wor- 
den ist.  Von  anderer  Seite  aber  lässt  sich  nicht  daran  denken,  auch 
im  physikaHschen  und  astronomischen  Beobachtungsgebiete  mit  Ver- 
taltnissabweichungen  rechnen  zu  wollen,  sofern  die  Fehler,  die  man 
bei  Messung  von  Grössen,  als  Längen,  Winkel,  in  diesem  Gebiete 
begeht,  von  der  zu  messenden  Grösse  wesentlich  unabhängig  sind. 
Es  gehört  das  nun  eben  zu  den  Puncten,  in  denen  sich  das 
eine  Untersuchungsfeld  vom  andern  scheidet.    ^ 

Der  Nachweis  und  die  eingehende  Erörterung  von  all'  dem  wird 
Hiebt  ohne  Umständlichkeit  geschehen  können.  Und  da  ich  nicht 
weiss,  ob  ich  überhaupt  noch  werde  im  Stande  sein,  die  weitschich- 
tige Untersuchung  dieses  Feldes  und  die  Redaction  des  Untersuchungs- 
Materials  bis  zu  einem  genügenden  Abschluss  durchzuführen,  wünschte 
ich  wenigstens  diese  vorläufige  Notiz  darüber  in  Anknüpfung  an  die 
mit  hineinspielenden  Verhältnisse  des  C  zu  geben. 


in.    Bestimmungsweise  und  verschiedene  Verhältnisse 
des  Centralwerthes  gegenüber  dem  arithmetischen 

Mittel. 

Um  den  Centralwerth  aus  einer  gegebenen  Anzahl  von  Werthen 
zu  bestimmen,  sind  sie  vor  Allem  ihrer  Grösse  nach  zu  ordnen,  wo- 
nach die  Bestimmung  durch  Abzählen  von  einem  Ende  der  Reihe 
herein  bis  zu  ihm,  als  der  Ordnungszahl  nach  dem  mittelsten,  unter 
Rücksichtsnahme  auf  folgende  Regeln,  leicht  geschehen  kann. 

Als  Hauptregel  hat  zu  gelten,  dass  man  durch  Abzählen  vom 
einen  und  vom  andern  Ende  der  Reihe  herein  auf  denselben  Werth 
als  C  komme.  Dieser  Foderung  würde  nicht  entsprochen  werden, 
wenn  man,    bei  Bezeichnung  der  Totalzahl  der  Werthe  mit  m,  den 

-^.  Werth  der  Reihe,  von  einem  Ende  desselben  herein,  als  C  neli- 
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men  wollte.  Denn  sei  z.  B.  die  Reihe  der  4  Werthe  a,  6,  c,  d  ge- 
geben, so  würde  mau  als  2.  Wertb,  von  a  hereingezählt,  6,  hingegen 
Yon  d  herein  c  als  C  erhalten,  indess  C  seiner  gefoderten  Mittel- 
stellung nach  zwischen  b  und  c  zu  suchen  ist.  Und  hätte  man  die 
5  Werthe  a,  6,  c,  d,  e,  so  wtirde  man  als  24^.  Werth  von  a  herein 
einen  Werth  zwischen  b  und  c,  von  e  herein  aber  zwischen  d  und 
c  erhalten,  indess  c  seiner  Mittelstellung  nach  selbst  als  C  zu  be- 
trachten.    Hingegen  genügt  man  der  Foderung  sowohl  bei  geradem 

als  ungeradem  m,    wenn   man  den  ^^.    Werth    sei    es  vom   einen 

oder  andern  Ende  her  als  C  nimmt,  indem  man  dabei,  unter  der 
folgends  überall  festgehaltenen  Voraussetzung  der  Rechnung  mit  arith- 
metischen Abweichungen,  im  Falle  eines  geraden  m,  das  arithmetische 

Mittel  zwischen  dem  -y.  und  (-y+l).  Werth  als  •^^.  Werth  an- 
nimmt; wovon  bekanntlich  das  Entsprechende  bei  Bestimmung  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  durch  Abzählen  aus  einer  geordneten  Fehler- 
reihe gilt. 

Bei  Messung  der  Exemplare  eines  Collectivgegenstandes  können 
natürlich  nicht  unendlich  kleine  Massdifferenzen  unterschieden  wer- 
den, sondern  man  geht  mit  den  Abtheilungen  des  Massstabes  und 
Schätzung  der  Unterabtheilungen  nur  bis  zu  einer  gewissen  Gränze 
herab,  was,  macht,  dass  bei  grosser  Zahl  der  Exemplare  eine  Mehr- 
zahl von  Exemplaren  auf  dasselbe  Mass  fallen  kann.  Dabei  hat  man 
sich  vorzustellen,  dass  alle  Exemplare,  die  sich  auf  dasselbe  Mass 
häufen,  eigentlich  durch  ein  Intervall  von  der  Grösse  der  unter- 
schiedenen Intervalle ,  wovon  das  betreffende  Mass  die  Mitte  bildet, 
kurz  durch  dessen  Umkreis-Intervall,  vertheilt  sind;  und  da  man  kei- 
nen Grund  hat,  eine  Vertheilungsweise  vor  der  andern  ia  diesem 
Intervalle  zu  bevorzugen,  so  hat  man  die  Vertheilung  der  Exemplare 
darin,  behufs  folgender  Bestimmung  des  C,  als  gleichförmig  zu  den- 
ken. Zählt  man  nun  von  einem  Ende  der  geordneten  Werthreihe 
herein  die  Werthe  nach  obiger  Regel  ab,  um  zum  C  zu  gelangen, 
und  trifft  damit  auf  einen  Werth,  in  dem  sich  eine  Mehrzahl  von 
Exemplaren  vereinigt,  so  hat  man  diesen  Werth  nicht  ohne  Weiteres 
genau  für  das  C  zu  nehmen,  sondern  dessen  Lage  im  Umkreis- 
Intervalle  des  getroffenen  Werthes  durch  eine  Interpolation  unter  Fest- 
haltung der  obigen  Hauptregel  zu  bestimmen,  dass  man  auf  denselben 
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Werih  komme,  mag  man  mit  Zählung  und  Interpolation  vom  einen 
oder    andern  Ende    der  Reihe  ausgehen.      Diess    fodert   aber,  dass 

man  im  jetzigen  Falle  den  Werth  C  nicht  auf  den  ^^.  sondern  ge- 
nau  auf  den  y.  Werth  fallen   lüsst ,   da  die   obige  Regel  bezüglich 

^5y—  nur  für  den  Fall  anwendbar  ist,  dass  C  irgend  einen  von  ver- 
einzelten, um  endliche  Intervalle  auseinander  liegenden^  Werthen  trifft 
oder  zwischen  zwei  solche  fällt,  nicht  aber  für  den  Fall,  dass  C  inner- 
halb des  gleichförmigen  Flusses  der  Werthe  eines  Umkreis-Intervalles 
aufzusuchen  ist. 

Zur  empirischen  Bewährung  davon,  dass  man  in  diesem  Falle 
mit  dem  y.  Werthe  der  gegebenen  Hauptregel  entspricht,  und  zu- 
gleich zur  Erläuterung  des  Verfahrens  mag  folgendes  willkuhrlich 
gewählte  Beispiel  dienen ,  in  welchem  auf  jedes  Mass  (von  beliebig 
gedachter  Einheit)  eine  Mehrzahl  von  Exemplaren  fällt. 


Mass 

i 

2 

8 

4 

5 

Zahl 

2 

5 

46 

40 

7 

Ml    »     J 

Die  Totalzahl  m  ist  hier  40,  und  der  — j— .  d.  i.  20^.  Werth  sei 
es  vom  linken  oder  rechten  Ende  der  Reihe  her  abgezählt,  schneidet 
in  die  Zahl  16  ein,  also  ist  das  C  durch  Interpolation  im  Umkreis- 
Intervall  des  zu  16  zugehörigen  Masses  3,  aber  nicht  als  20^.  son- 
dern als  20.  Werth  zu  suchen.  Die  Gränzen  des  Umkreis-Intervalles 
von  3  sind  2i  und  3^.  Zählen  wir  nun  von  der  linken  Seite  her, 
so  haben  wir  bis  zur  Gränze  2^^  des  Umkreis-Intervalles  7  Werthe 
und  fehlen  somit  an  20  noch  13,  welche  in  das  Umkreis-Intervall 
von  3  fallen;  also  haben  wir  nach  einfachstem  Interpolationsprincip 
von  der  Gränze  des  Umkreis-Intervalles  2,5  au  noch  f  §^=0,8125  die- 
ses Intenalles  zu  nehmen,  um  zu  C  zu  gelangen,  was  C=2,5  + 
0,8125=3,3125  giebt.  Gehen  wir  statt  dessen  vom  rechten  Ende 
der  Reihe  aus,  so  haben  wir  bis  zur  Gränze  3,5  des  Umkreis-Inter- 
valles 17  Werthe,  und  fehlen  mithin  noch  3  an  20,  die  in  das  Um- 
kreis-Intervall mit  16  Werthen  fallen.  Also  haben  wir  von  dieser 
Gränze  an  j»g^=0,8175  des  Intervalles  rückwärts  zunehmen,  um  zu 
C  zu  gelangen,  was  3,5—8,1875=2,3125  wie  oben  giebt. 

Um  den  im  4.  und  5.  Abschnitt  zu  gebenden  allgemeinen  Be- 
weisen  der  potenziellen  Eigenschaft  des   C  eine   empirische  Bewäh- 

<4* 
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rung  derselben  an  einem  willkuhrlicben  Zahlenbeispiele  vorauszu- 
schicken, und  einige  Bemerkungen  Über  verschiedene  Verhältnisse 
des  C  daran  zu  knUpfen,  nehme  ich  nach  zufälligem  Aufschlagen 
eines  Bandes  von  7stelligen  Logarithmen  die  Ziffern  der  Charakteri- 
stik des,  mir  zuerst  in  die  Augen  fallenden,  Logarithmus  von  6700,  d.  i. 
8260748  als  eben  so  viel  besondere  Werthe,  und  ordne  sie  nach 
ihrer  Grösse,  womit  die  Reihe  der  sieben  Werthe  0,  2,  4,  6,  7,  8,  8 
entsteht.  Der  arithm.  Mittelwerth  A  ist  5,  der  Centralwertb  C  ist 
6.  Die  Summe  der  Abweichungen  bezüglich  C  beträgt  17,  bezüg- 
lich jedes  andern  Werthes  aber  mehr,  sei  es,  dass  er  aus  der  Grössen- 
reihe  selbst  genommen  oder  zwischen  irgendwelchen  Werthen  der- 
selben angenommen  wird,  z.  B.  17,5  bezüglich  5,5;  18  bezüglich 
A=5;  18  gegen  4;  23  gegen  2  u.  s.  f.  Hiegegen  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Abweichungen  bezüglich  A  kleiner  als  bezüglich 
C  oder  irgend  einem  andern  Werthe,  nümlich  58  bezüglich  A=5; 
65  bezüglich  C=6  u.  s.  f. 

Ungeachtet  man  nach  den  oben  angegebenen  Regeln  aus  jeder 
Werthreihe  einen  bestimmten  Werth  für  C  finden  kann,  lösst  sich  doch 
bei  geradem  in  von  einer  principiellen  Unsicherheit  seiner  Bestim- 
mung in  folgendem  Sinne  sprechen ,  die  bei  ungeradem  in  nicht  eben 
so  besteht,  und  der  das  A  überhaupt  nicht  unterliegt.  Eigentlich 
bilden  in  einer  geordneten  Werthreihe  bei  geradem  m  statt  eines 
Werthes  zwei  Werlhe,  die  ich  die  Seitenwerlhe  des  C  genannt 
habe,  die  Werthmitte,  und  welchen  Werth  zwischen  diesen  Seiten- 
werthen  man  als  C  annehmen  mag,  so  entspricht  er  gleich  gut  nicht 
nur  der  Begriffsbestimmung  des  C,  die  gleiche  Zahl  positiver  und 
negativer  Abweichungen  von  sich  abhängig  zu  haben,  sondern  auch 
seiner  potenziellen  Eigenschaft,  die  kleinste  Summe  der  Abweichungen 
von  sich  abhängig  zu  haben,  indem  diese  Summe  bei  Ausgang  von  ir- 
gend welchem  Zwischen  werthe  zwischen  den  Seitenwerlhen,  ja  selbst 
noch  bei  Ausgang  von  einem  oder  dem  andern  der  beiden  Seitenwerlhe 
selbst,  denselben  Minimumwerth  behält,  was  sich  schon  ohne  Beweis 
durch  Formeln  leicht  übersehen  lässt.  Wenn  nämlich  die  Lage  des  C  von 
seiner  Mittellage  zwischen  beiden  Seitenwerthen  nach  einer  oder  der 
andern  Seite  verschoben,  d.  h.  statt  der  arithmetischen  Mittelgrösse 
zwischen  beiden  ein  sich  dem  einen  oder  andern  mehr  nähernder  Werth 
dafür  angenommen   wird,    vermindert  man  jede  der  Abweichungen 
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dadurch  nach  einer  Seite  um  eben^so  viel,  als  man  jede  nach  der  andern 
Seite  yergrössert,  und  da  die  Zahl  der  Werthe  nach  beiden  Seiten 
so  lange  gleich  gross  bleibt,  als  man  mit  der  Verschiebung  nicht  über 
einen  der  Seitenwerthe  hinausgeht,  und  damit  die  BegrifTsgränze  des 
C  überschreitet,  so  compensiren  sich  Zunahme  und  Abnahme  der 
Abweichungen  im  Ganzen.  So  wie  aber  die  Verschiebung  diese 
Gränze  überschreitet-,  wächst  auch  die  Abweichungssumme.  Füge 
man  z.  B.  zur  Erlangung  einer  geraden  Zahl  von  Werthen  den  Ziffern 
des  vorigen  Beispiels  noch  die  Mantissenziffer  3  hinzu,  womit  man 
geordnet  erhält 

0,  2,  3,  4,  6,  7,  8,  8, 

so  bilden  4  und  6  die  Seitenwerthe  von  C  und  kann  man  daran  wie 
an  beliebigen  andern  Beispielen   die  vorigen  Bemerkungen  bewähren. 

Nach  der  obigen  Regel,  bei  Abzahlung  von  einem  Ende  der 
geordneten  Reihe  herein  den  -y~-  Werth   für   C  zu  nehmen ,    hebt 

man  allerdings  die  hier  bemerkte  Unbestimmtheit  dadurch,  dass  man, 
wie  angegeben  worden,  bei  geradem  m  das  arithmetische  Mittel  zwi- 
schen dem  Y-^^^(y+'')-  Werthe,  welches  die  beiden  Seitenwerthe 

sind,  als  — j— .   Werth  nimmt.     Doch   ist  diess  eigentlich   Willkühr, 

da  jeder  andere  Werth  zwischen  beiden  Seiten  werthen  eben  so  gut 

den  — j— .  Werth  der  Ordnungszahl  nach  vorstellen  kann ;  und   man 

wird  zwar  in  praxi  immer  bei  der  angegebenen  Bestimmungsweise 
als  der  einfachst  möglichen,  und  bequemsten  stehen  bleiben;  nur 
tritt  diese  Mitzuziehung  des  Principes  des  arithmetischen  Mittels  zur 
Bestimmung  des  C  eigentlich  aus  dem  Princip  des  C  selbst  heraus, 
welches  an  sich  dieser  Unbestimmtheit  nicht  zu  wehren  vermag. 

Vielleicht  könnte  man  diese  Unsicherheit  durch  das  Princip 
des  zureichenden  Grundes  ausgeschlossen  halten,  sofern  kein  Grund 
sei,  von  der  Symmetrie  der  Seitenwerthe  bezüglich  ihres  arithmetischen 
Mittels  vielmehr  nach  einer  als  der  andern  Seite  abzuweichen.  Aber 
ausser  den  ^eitenwerthen  könnten  eben  so  gut  die  demselben  nächsten 
und  überhaupt  je  zwei  Werthe  zu  beiden  Seiten  des  C  auf  Symmetrie 
dazu  Anspruch  machen,  ohne  dass  sie  für  alle  zugleich  bestehen 
kann,  so  dass  in  der  That  nur  der  äussere  Vortheil  der  einfachsten 
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und  bequemsten  Bestimmung  für  das  Mittel  beider   Seitenwerlhe  als 
C  entscheiden  kann. 

Von  anderer  Seite  lasst  sich  bemerken,  dass,  wenn  bei  ungerader 
Zahl  der  Werthe  für  das  gegebene  C  irgend  ein  anderer  Wertb  ge- 
setzt wird ,  der  noch  zwischen  den  beiden  Nachbarwerthen  des 
vorigen  seiner  Grösse  nach  enthalten  bleibt,  der  neue  Werih  die 
Function  als  C  noch  so  gut  als  der  frühere  vertritt,  so  dass  nicht 
nur  die  Zahl  der  beiderseitigen  Abweichungen  noch  gleich  sondere 
auch  die  Gesammtsumme  der  Abweichungen  bezüglich  desselben  noch 
ein  Minimum  bleibt,  wenn  schon  die  absolute  Grösse  der  Ab- 
weichungssumme sich  ändert;  wogegen  man  das  A  mit  keinem  andere 
Werthe  vertauschen  kann,  ohne  dass  es  seine  Eigenschaft,  für  die 
gegebenen  Werthe  noch  der  arithmetische  Mittelwerth  zu  sein,  verliert. 
Diese  Ersetzbarkeit  des  gegebenen  C  durch  irgend  andere  Werthe 
zwischen  seinen  Nachbarwerthen  bei  ungerader  Zahl  der  Werthe 
darf  zwar  nicht  mit  der  Unbestimmtheit  in  der  Feststellung  des  C 
zwischen  seinen  Seitenwerthen  bei  gerader  Zahl  der  Werthe  ver- 
wechselt werden,  doch  hängen  wie  leicht  ersichtlich  beide  Umst^e 
durch  denselben  Grund  zusammen  und  dasselbe  gilt  von  folgendem 
dritten  Umstände: 

Ist  C  in  einer  nach  der  Grösse  der  Werthe  geordneten  unge- 
raden Grössenreihe  gegeben,  oder  sind  seine  Seitenwerthe  in  eiter 
geraden  Grössenreihe  gegeben,  so  kann  man  die  Grössen  auf  der  einen 
und  der  andern  Seite  davon  ganz  beliebig  abändern,  ohne  dass  der  Werth 
des  C  sich  ändert  oder  seine  Eigenschaft,  das  Minimum  der  Abweieb- 
ungssumme  von  sich  abhängig  zu  haben,  verliert,  so  lange  das  C  nur 
seine  Mittelstellung  in  der  Grössenordnung  nicht  verliert  und  damit 
aufhört,  seiner  Definition  zu  entsprechen,  wogegen  sich  der  Werth  i 
durch  jede  Aenderung  eines  der  Einzelwerlhe,  aus  denen  er  gezogen  ist, 
seinem  Werthe  nach  ändert,  und  damit  seine  Eigenschaft,  die  kleinste 
Summe  von  Abweichungsquadraten  von  Sich  abhängig  zu  haben, 
auf  das  neue  A  übergehen  lässt,  es  sei  denn,  dass  die  Aenderung 
des  einen  Einzelwerthes  durch  die  gleich  grosse  Aenderung  eines 
andern  auf  der  andern  Seite  gerade  compensirt  wird. 

Nach  der  Gesammtheit  dieser  unter  sich  zusammenhängenden 
Puncle  ist  der  Centralwerth  weniger  abhängig  von  der  Grösse  jedes 
Einzelwerthes,  minder  sicher  aus  denselben  bestimmbar,  als  der  arith- 
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metische  Mittelwerih  und  eben  damit  weniger  geeignet,  einen  Werth 
darzustellen,  auf  dessen  Bestimmung  alle  Einzelwerthe  einen  nach 
ihrer  Grösse  bemessenen  Einfluss  haben  sollen,  wie  diess  im  Sinne 
der  Bestimmung  eines  wahrscheinlichsten  Beobachtungswerthes  ist, 
daher  schon  aus  diesem  Grunde  der  arithmetische  Mittelwerih  einen 
Vortheil  vor  dem  Gentralwerthe  vorausbehält.  • 

Insoweit  jedoch  eine  Unsicherheit  in  Feststellung  des  C  aus 
angegebenen  Gründen  anzuerkennen  ist,  fällt  dieselbe  in  Fällen,  wo 
man  mit  einer  unbestimmbar  grossen  Menge  von  Weilhen  zu  thun 
hat,  wie  es  im  Allgemeinen  bei  Collectivgegenstän.den  der  Fall  ist, 
wesentlich  weg,  d.  h.  mindert  sicli  um  so  mehr,  je  mehr  man 
Exemplare  zuzieht,  und  würde,  wenn  man  unendlich  viele,  sich  ihrer 
Grösse  nach  an  einander  schliessende,  zuziehen  könnte,  ganz  weg- 
fallen. Kann  man  aber  doch  nur  eine  endliche  Zahl  zuziehen,  so 
tritt  die  betrefiTende  Unsicherheit  mit  in  die  hinein,  die  überhaupt 
jeder  Bestimmung  einer  Function  unendlich  vieler  zufälliger  Grössen 
aus  einer  endlichen  Zahl  anhängt,  und  der  auch  das  A  nicht  ent- 
zogen ist,  nur  dass  sie  für  das  A  kleiner  als  für  das  C  ist. 

Indess  man  überhaupt  nicht  umhin  kann,  bei  gerader  Zahl  der 
Werthe  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels  zur  Bestimmung  des  C 
nebensächlich  zuzuziehen,  lässt  sich  auch  bei  ungerader  Zahl  der 
Werthe  eine  solche  Zuziehung  mitunter  wenigstens  vortheilhaft  finden, 
indem  man  bei  grosser  Zahl  von  Einzelwerthen  eines  Collectivgegen- 
standes,  die  sich  um  C  herum  unregelmässig  vertheilen ,  statt  des 
seiner  Stella  nach  wirklich  mittelsten  Einzelwerthes  das  arithmetische 
Mittel  der  drei  mittelsten  Werthe  als  C  nimmt,  indem  man  im  All- 
gemeinen sicher  sein  kann,  dem  wahren  C,  was  aus  unendlich  vielen 
Exemplaren  zu  erhalten,  damit  näher  zu  kommen,  als  mit  dem,  durch 
Zufälligkeiten  mehr  influirten,  Einzelwerthe. 
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IV.  Formeln  für  die  Abänderung  der  Abweichungssumme 
je  nach  Verlegung  ihres  Ausgangspunctes  und  daraus 
fliessender  Beweis  für  die  potenzielle  Eigenschaft  des 

Centralverths. 

Der  leichtern  Anschaulichkeit  halber  repräsentire  ich  die  Ab- 
weichungen gegebener  Werthe  a  von  einem  gegebenen  Ausgangs- 
>verthe  durch  Längen  die  auf  einer  geraden  Linie  rechts  und  links 
von  einem  gegebenen  Puncte  a  genommen  werden,  und  untersuche, 
wie  sich  die  Summen  und  Zahlen  dieser  immer  nach  ihrem  absoluten 
Werthe  zu  rechnenden  Abweichungen  ändern,  wenn  man  vora  ersten 
Ausgangspunct  a  zu  einem  andern  Ausgangspunct  ß  übergeht ,  der 
um  c  nach  einer  oder  der  andern  Seite  von  a  abweicht.  Statt  Sum- 
men oder  Zahlen  von  Abweichungen  sage  ich  meist  kurz  Summen 
oder  Zahlen.     Hiezu  folgendes  Linearschema. 

1 i 

a  c  p 

Die  mit  c  gleichseitigen  Abweichungen  bezüglich  a,  d.  h.  welche 
nach  derselben  Seite  gerechnet  sind,  nach  welcher  ß  von  a  abweicht, 
nenne  ich  diesseitige  bezüglich  «,  die  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  davon  gerechneten,  jenseitige  bezüglich  ce;  ebenso  nenne  ich 
diesseitige  bezüglich  ß  die,  welche  von  ß  in  derselben  Richtung 
abweichen,  als  ß  von  «  abweicht,  die  entgegengesetzt  von  ß  ab- 
weichenden jenseitige  bezüglich  /?,  welche  Bezeichnungen  sich 
respective  auf  die  Summen  und  Zahlen  dieser  Abweichungen  über- 
tragen. In  obigem  Linearschema  wird  e  durch  den  Abstand  des 
Puncles  ß  von  a  vorgestellt,  und  fallen  alle  diesseitigen  Abweichungen 
bezüglich  a  wie  bezüglich  ß  nach  Rechts,  alle  jenseitigen  nach  Links 
von  ihren  rcspcctivcn  Ausgangspuncten. 

Von  Abweichungen,  die,  im  Ausgange  von  a  nach  ß  zu  oder 
im  Ausgange  von  ß  nach  a  zu,  ihrer  absoluten  Grösse  nach  zwischen 
0  und  c  liegen,  so  wie  von  den  Grössenwerthen,  durch  welche  diese 
Abweichungen  geliefert  werden,  sage  ich  kurz,  dass  sie  in  das  Inter- 
vall c  fallen. 

Seien  nun  S'  und  S  als  diesseitige  und  jenseitige  Summen,  m 
und  m^  als   diesseitige    und    jenseitige   Zahlen    bezüglich    des    ersten 
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AusgangspuDctes  a  gegeben,  und  sollen  danach  S'  und  @^,  m' 
und  m,  als  diesseitige  und  jenseitige  Summen  und  Zahlen  bezüglich 
des  zweiten  Ausgangspunctes  ß  gesucht  werden,  so  ist  dazu  all- 
gemein gesprochen  ausser  dem  Werthe  c,  um  welchen  ß  von  a  ab- 
liegt, noch  die  Kenntniss  der  Zahl  z  und  Summe  Z  der  Abweichungen 
bezüglich  a  nöthig,  welche  im  Intervall  c  zwischen  a  und  ß  enthalten 
sind.  Die  Totalzahlen  und  Totalsummen  bezüglich  a  wie  ß  ergeben 
sich  dann  durch  Addition  der  diesseitigen  und  jenseitigen  Partial- 
summen,  so  dass 

@=(5'+@ ,  m=m'+m, 

Die  Werthe  S'  S,  ©'  @^,  Z,  c  sind  alle  nach  ihrem  absoluten 
Werthe  oder  als  positiv  zu  verrechnen.  Dass  diess  auch  von  c  gilt, 
selbst  wenn  es  nach  Seite  der  negativen  Abweichungen  bezüglich  a 
genommen  ist,  hängt  natürlicherweise  damit  zusammen,  dass  die 
negativen  Abweichungen  auch  selbst  als  positive  gerechnet  werden, 
und  die  Abweichungen  überhaupt  hier  nicht  als  positive  und  negative 
nach  einem  Gegensatz  des  Vorzeichens,  sondern  als  diesseitige  und 
jenseitige  bezüglich  c  unterschieden  werden. 

Allgemein  hat  man  in  Obacht  zu  nehmen,  dass  alle,  für  den 
ersten  Ausgangspunctals  gegeben  angesehenen,  Werthe  mit  lateinischen, 
alle  für  den  zweiten  Ausgangspunct  gesuchten  mit  deutschen  Buch- 
staben, alle  diesseitigen  bezüglich  des  ersten  Ausgangspunctes  mit 
einem  Strich  oben,  alle  jenseitigen  mit  einem  Strich  unten  be- 
zeichnet sind,  indess  abgesehen  von  z,  Z  und  c,  welche  stets  dies- 
seits a  fallen,  die  Werthe  ohne  Strich  die  Summe  diesseitiger  und 
jenseitiger  Werthe  geben. 

Man  findet  nun  zuvörderst  ohne  Schwierigkeit  aus  nachfolgender 
Betrachtung  des  räumlichen  Schema  folgende  Gleichungen: 
@'=S'+(z— w>— Z)  ...   (1) 

iB=S^+{z+m)c-Z)  ...   (2) 

@=©'+©=S+(m— m')c+2   (zc—Z)       ...    (3) 
^'—®=si—S-mc  ...   (4) 

Erstens  nämlich  vermindern  sich  im  Uebergange  von  S  zu  @' 
alle  diesseitigen  Abweichungen  bezüglich  ce,  welche  grösser  als  c  sind 
und  deren  Zahl  m  —  z  ist,  um  die  Grösse  c,  also  ist  {m  —  z)c  von 
S'  abzuziehen,  um  von  S'  zu  S'  zu  gelangen.    Zweitens  vermindert 
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sich  S'  dazu  noch  um  die  Summe  der  Abweichungen,  welche  be- 
züglich a  in  das  Intervall  c  fallen ,  also  kleiner  als  c  sind,  d.  i.  od 
Z,  was  zusammen  die  Gleichung  (1)  giebt. 

,  Weiter  vergrössern  sich  im  Uebei^ange  von  S^  zu  ©^  alle  j«i- 
seiUgen  Abweichungen  bezüglich  «,  deren  Zahl  m^  ist,  um  den  Werth  c, 
wonach  mfi  zu  S^  zu  fügen  ist,  dazu  aber  kommt  noch  die,  mit  3 
zu  bezeichnende,  Summe  der  z  jenseitigen  Abweichungen  bezüglich  ß, 
welche  im  Intervall  c  liegen,  eine  Summe,  die  nicht  mit  Z  zusammeQ- 
fUllt,  sofern  sie  von  ß  statt  wie  Z  von  a  aus  gerechnet  sein  soll, 
daher  mit  einem  deutschen  Buchstaben  bezeichnet  ist,  aber  sich  wie 
folgt  aus  den  bezüglich  a  gegebenen  Grössen  z,  Z,  c  gleich  z  c^Z 
findet.  Sei  z/'  die  diesseitige  Abweichung  eines  Werthes  bezüglich  a 
im  Intervall  c,  so  ist  die  Abweichung  desselben  Werthes  bezüglich  ß 
gleich  c — ^\  mithin  die  Summe  der  z  Abweichungen  bezüglich  ß 
im  Intervall  c,  d.  i.  3?  gleich  zc  —  ^z/',  worin  2'^  als  Summe  der 
z  Abweichungen  J'  bezüglich  a  im  Intervall  c,  kurz  durch  Z  ausge- 
drückt ist.  Fügt  man  diesen  Werth  von  3  noch  zu  S  -4-  m^  c,  so 
kommt  man  damit  auf  Formel  (S). 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  folgen  dann  unmittelbar  aus  (1) 
und  (2). 

Die  vorigen  Gleichungen  beziehen  sich  auf  die  Summen  der 
Abweichungen.  Hiezu  kann  man  noch  folgende  bezüglich  der  Zahlen 
derselben  fügen,  welche  sich  ohne  complicirten  Beweis  aus  der  ein- 
fachen Anschauung  des  räumlichen  Schema  ergeben. 

m!  =  m  —z;  m,  =  w^  +  z . . .  (5) 
woraus  folgt: 
tn'  +  m,  =  w'  +  m  =  m  =  w;  und  m'  —  ttt,  ==  m'  —  m—iz  ....  (6). 

In  etwas  anderer  Weise  und  Form  erhält  man  wesentlich  dieselben 
Gleichungen  so :  Sei  %  der  erste ,  99  der  zweite  Ausgangswerth ,  welcher  um 
c  von  91  abweicht,  so  dass  9t  -I-  c  s  @.  Seien  a  die  Werihe,  deren  Abwei- 
cbungen  bezüglich  %  und  ®  zu  nehmen,  hierunter  die  Werthe  a'  >  St,  die 
Werthe  a^  <  9t ,  so  ist  die  Summe  der  Abweichungen  bez.  %  einerseits 
S'  =  2'  (a'— 91),  anderseits  S,  =  2^  (91— aj.  Werden  jetzt  die  Abweidiun- 
gen  bez.  9  =  9t  +  c  genommen,  so  gehen  diese  Summen  unmittelbar  über  in 

einerseits  2'  [a'— (9l+c)] 

anderseits  ^^  [(ä+c)— aJ 

Indem  aber  wegen  Wachsthums  von  91  um  c  nicht  mehr  alle   a'^'fL-^-c  sind, 

mischen  sich  in  erster  Summe  positive   und  negative  Abweichungen,   und  ist 

der  Theil  der  Abweichungen  a'— (9l-l-c),    in  welchem  9l4-c  >  a',  mit  entge- 
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Sengeselztem  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  zu  bringen,  da  wir  positive  und 
negative  Abweichungen  nicht  minder  bezüglich  93  als  bez.  9(  gesondert  haben 
wollen,  und  beiderseits  nach  absolutem  Werthe  oder  als  positive  rechnen. 
Theilen  wir  also  JS'[a'— (ä+c)]  in  zwei  Summen,  eine  Summe,  in  welcher 
a'<  9[+c,  und  eine  Summe,  in  welcher  a'>  %4-c,  und  unterscheiden  hie- 
Dach  die  Werthe  o!  in  a"  und  a'",  so  wie  ^*  in  'S"  und  J!?'",  so  haben 
wir  jetzt: 

bez.  %, 

bez.  ©. 

Substituiren  wir  nun  in  den  AusdrudL  von  @'  für  J?'"  (a'"  —  Sl)  den ,  aus 
dem  Ausdrucke  von  S  sich  ergebenden,  Werth  S'— -2"(o"— 81),  und  in  den 
Aosdnick  von  ©^  für  2'^(Jl— aj  den  oben  gegebenen  Ausdruck  S^,  so  er- 
balten wir: 

©^  =  s,-5''(a"-a)+(:?^4-r')c 

Diese  Werthe  von  ©',  ©^,  ©  müssen  mit  den  S.  25  in  den  Formeln 
(^)>  (^)9  (^)  gegebenen  stimmen;  und  in  der  That  ist  in  Zahlwerthen 
^^  =  m^,  ^"'-i-JS'"  =  m',  ^"=  j5,  mithin  2"'=  m-^z'^  in  Summen  wer- 
th en  aber  Jir"(a"— 31)  =  Z,  sofern  Z  die  Summe  der  diesseitigen  Abweichun- 
gen bezüglich  91  ist ,  welche  von  Werthen  a  herrühren ,  die  >  9,  aber 
<  91  -I-  c  sind. 

Alle  diese  Formeln  kann  man  an  beliebigen  Zahlenbeispielen  be- 
währen, nur  bedarf  es  dazu  noch  einer  besonderen  Erörterung,  wie 
man  die  Werthe  m',  m^,  z,  Z  zu  bestimmen  hat,  wenn  der  erste 
oder  zweite  Ausgangswerth  oder  beide  mit  bestimmten  Werthen  der 
Grössenreihe  zusammenfallen.  Falle  z.  B.  der  erste  Ausgangswerth 
auf  einen  bestimmten  Werth  der  Reihe,  so  kann  die  Frage  entstehen, 
ob  man  ihn  bei  m  oder  m^  mitzählen,  bei  %  mitzählen  oder  nicht 
mitzählen  soll.  Fällt  der  zweite  Ausgangswerth  mit  einem  bestimmten 
Werthe  der  Grössenreihe  zusammen,  so  hat  das  zwar  auf  die  Be- 
stimmung von  m  und  m^  keinen  Einfluss,  aber  es  fragt  sich  nicht  nur 
wieder,  ob  man  den  zweiten  Ausgangswerth  bei  z  mitzählen  oder  nicht 
mitsähien,  sondern  auch  ob  man  ihn  in  1  als  eine  Abweichung 
gleich  c  mit  einrechnen  oder  nicht  einrechnen  soll. 
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Zur  allgemeinen  Beantwortung  der  Frage  lassen  sich  folgende 
zwei,  auf  dasselbe  führende,  Regeln  aufstellen : 

Erste  Regel.  Man  nehme  aus  den  Bestimfhungen ,  zwischen 
denen  die  Wahl  ist,  das  Mitte). 

Sei  z.  B.  in  obigem  Beispiele  von  7  Werthen 

•   0,  2,  4,  6,  7,  8,  8 

der  erste  Ausgangswerth  %,  der  zweite  6,  also  beide  mit  bestimmten  Wer- 
then der  Grössenreihe  zusammenfallend,  so  findet  man  direct,  ohne  Rückgang 
auf  die  Formeln : 

S',  S^,  S  respectiv  =  23,  2,  25  vom  1.  Ausg. 
©',  ®^,©       „  =5,   12,  17     „     2.     „ 

Dieselben  Werthe  von  ©',  ®^,  ©  wird  man  nach  den  Formeln  (1)  (2)  (3) 
mittelst  folgender  Bestimmungsweise  der  darein  eingehenden  Werthe  von  m\ 
m^,  z,  Z  erhalten ,  wobei  c  stets  4  bleibt. 

Bei  m'  kann  man  zwischen  5  und  6,  bei  m^  zwischen  1  und  2  schwan- . 
ken;  man  v^^ird  also  m'  ==  5,5,  m^  =  1,5  setzen.  —  Bei  z  kann  man  in  Be- 
treff des  doppelten  Zusammenfallens  schwanken,  ob  man  beide  AusgaDgs- 
puncte,  oder  keinen,  oder  blos  diesen  oder  blos  jenen  AusgangspuncI  dem 
übrigens  durch  1  gebildeten  z  zuzufügen  habe,  was  im  Mittel  1  als  ZusaU 
dazu   giebt,    wonach    js  =  2.     In    Betreif  von  Z  wird   man  zwischen  2  und 

2  4-  c  schwanken ,    also  das  Mittel  2  4-  y  ™  ^   ^'^  ^  ^^   nehmen   haben. 

Also  m'  s=  5,5;  m,  =s1,5;  j3  =  2;  Zas4;  c=4,  was  zu  den  angegebenen, 
direct  erhaltenen,  Werthen  zurückführt. 

Zweite  Regel.  Denken  wir  uns  den  Ausgangspunct,  sei  es 
ersten  oder  zweiten,  der  mit  einem  Werthe  der  Grössenreihe  zu- 
sammenfällt, von  diesem  Werthe  unendlich  wenig,  sei  es  nach  dies- 
seits oder  jenseits  verrückt,  so  dass  der  betreffende  Werth  der 
Grössenreihe  eine  unendlich  kleine,  aber  eben  desshalb  die  Summe 
nicht  ändernde,  Abweichung  i  vom  fictiven  Ausgangspuncte  hat,  so 
sind  hiemit  m',  m^,  z,  Z  für  diese  Lage  des  fictiven  Ausgangspunctes 
diesseits  oder  jenseits  des  wahren  unzweideutig  bestimmt,  und  muss 
eine,  mit  der  direct  bestimmbaren  wahren  Summe  übereinstimmende, 
Summe  nach  Aufnahme  jener  Bestimmungen  in  die  Formeln  erhalten 
werden,  gleichgültig,  ob  man  die  Verrückung  nach  diesseits  oder 
jenseits  vornehme. 

Benutzen    wir  zur  Erläuterung  wieder  das     obige  Beispiel,    wo   beide 
Ausgangspuncte  auf  bestimmte   Werthe  der  Grössenreihe    fallen ,    so   können 
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die  Verrttckungen  beider  um  die  UDendlich  kleine  Grosse  t  auf  folgende  4 
Weisen  eintreten,  und  hienach  folgende  Werthe  von  m\  m^,  js,  Z  statt  finden, 
indess  c  immer  denselben  Werth  4  behält. 


4. Ausg.   S.Ausg. 

m'      m',     s      Z 

2) 
3) 

i+i      6+1 
2-»      6-f 
2+r     6-1 
2-t      6H-t 

5  8        2      6 

6  12      2 

5  2        12 

6  13       6 

Mittel 

5,5     1,5      2       4 

Nun  giebt  schon  jede  einzelne  der  4  Combinationen  durch  Substitution  der 
Werthe  m\  m^,  z^  Z  in  die  Formeln  ein  mit  der  directen  Bestimmung  zu- 
treffendes Resultat,  aber  auch  das  untenstehende  Mittel,  dasselbe,  auf  das 
sich  schon  nach  der  vorigen  Regel  kommen  Hess. 

Zur  Ableitung  der  potenziellen  Eigenschaft  des  C,  die  kleinste 
Abweichungssumme  von  sich  abhängig  zu  haben,  genügt  Formel  (3). 
Nehmen  wir  nämlich  C  als  ersten  Ausgangswerth ,  so  folgt  aus  der 
Formel,  dass  bei  Uebergang  von  da  zu  irgend  einem  andern  Aus- 
gangswerth, welcher  dem  Begriffe  des  Centralwerthes  nicht  entspricht, 
die  Abweichungssumme  wächst.  Sofern  aber  nach  den  früher  ge- 
machten Bemerkungen  bei  gerader  Zahl  der  Werthe  die  Lage  des 
Centralwerthes  innerhalb  seiner  Seitenwerthe  sogar  bis  zum  Zusam- 
mentreffen mit  dem  einen  oder  andern  Seitenwerthe  selbst  verrückt 
werden  kann,  ohne  dass  der  Begriff  des  Centralwerthes  dadurch  ver- 
lassen wird,  folgt  zugleich  aus  der  Formel,  dass  bis  zu  solchen 
Gränzen   auch  kein   Wachsthum   der  Abweichungssumme   stattfindet. 

In  der  That  nach  dem  Begriffe  des  Centralwerthes  ist  m=zfn. 
Wird  er  als  erster  Ausgangspunct  genommen,  so  gehört  zu  ihm  in 
Formel  (3)  die  Summe  S  und  geht  vermöge  jener  Gleichheit  die 
Summe  @  bezüglich  irgend  eines  andern,  um  c  von  C  abweichen- 
den, Ausgangswerthes  über  in 

©=S+2  {zc-Z)  .  .  .   (7). 

Der  Werth  2  (zc— Z)  ist  aber  entweder  eine  positive  Grösse 
oder  null,  also  ©  grösser  als  S  oder  höchstens  gleich  S.  Denn  zc 
ist  der,  in  den  Formeln  stets  als  positiv  angenommene,  volle  Abstand 
zwischen  beiden  Ausgangspuncten  zmal  genommen,  Zaber  die  Summe 
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der   z Abweichungen,  welche    in  das  Intervall  C  fallen,  also  kleiner 
als  c  oder  höchstens  gleich  c  sind. 

Den  Werth  null  erhält  der  obige  Ausdruck,  wenn  2=c  und 
Z^=c,  was  stets  zusammenfUllt ,  oder  allgemeiner,  den  vorigen  Fall 
mit  unter  sich  begreifend,  wenn  zc=sZ,  worunter  sich  alle  Fälle  zu- 
sammenfassen, wo  c  klein  genug  bleibt,  um  den  zweiten  Ausgang$- 
punct  die  Begriffsgränze  des  C  nicht  überschreiten  zu  lassen.  :=o 
und  Z=0  sagt  nämlich,  dass  zwischen  dem  1.  und  2.  Ausgangs- 
punct  kein  Werth,  mithin  keine  Abweichung  liegt,  was  dem  Falle 
entspricht,  dass  bei  geradem  m  beide  Ausgangswerthe  zwischen 
Seitenwerthen  desselben  C  liegen,  worauf  aber  auch  die  Fälle  redn- 
cirbar  sind,  dass  ein  Zusammentreffen  des  ersten  oder  zweiten  Aus- 
gangswerthes  oder  beider  respectiv  mit  einem  oder  dem  andern  oder 
beiden  Seitenwerthen  des  C  stattfindet.  Denn  da  der  Begriff  des  C 
die  Gleichheit  von  m  mit  m^  voraussetzt,  so  dürfen  wir  die  für  solche 
Fälle  angegebenen  Regeln  hier  auch  nur  so  anwenden ,  dass  dieser 
Bedingung  entsprochen  wird,  was  im  Sinne  der  zweiten  Regel  fe- 
dert, dass  der  erste  Ausgangspunct  C  zwischen  die  Seitenwerthe 
hinein  um  i  verrückt  gedacht  werde,  indess  zugleich  gestattet  ist, 
auch  den  zweiten  zwischen  dieselben  hinein  verrückt  zu  denken,  was 
zu  zssO  und  ZssO  zurückführt.  Nun  kann  zwar  der  zweite  Ausgangs- 
punct  auch  nach  Aussen  um  i  verrückt  gedacht  werden,  ohne  dass 
der  Gleichheit  von  m  mit  m^  Abbruch  geschieht;  dann  wird  aber, 
wenn  ein  Werth  oder  auch  z  Werthe  auf  den  zweiten  Ausgangs- 
punct  fallen,  Z  gleich  dem  vollen  z-mal  genommenen  c,  und  wird 
hiemit  der  Gleichung  zc^i^Z  immer  noch  genügt. 

Um  die  Fälle  besonders  zu  berücksichtigen,  wo  C  als  der  erste  Aus- 
gangspunct,  oder  wo  der  zweite  Äusgangspunct,  oder  wo  beide  auf  be- 
stimmte Werthe  der  Grössenreihe  fallen,  so  lassen  sich  nach  den  aufgestellten 
Principien  folgende  Regeln  geben. 

Seien  z^  und  Zq  die  Zahl  und  Summe  der  Abweichungen  bezüglich 
des  1.  Ausgangspunctes ,  welche  von  Werthen  herrühren,  die  wirklich 
zwischen  beide  Ausgangspuncle  fallen,  ohne  mit  einem  derselben  zusam- 
menzufallen, und  werde  als  ,,Ausg.  best.**  oder  ,,Ausg.  unbesl. **  bezeichnet, 
dass  der  betreffende  Ausgangswerlh  mit  einem  bestimmten  GrOssenwerih  der 
Reihe  zusammenfüllt  oder  nicht  zusammenfülll,  so  wird  C  als  Äusgangspunct 
bei  ungeradem  ;/i  stets  bestimmt  sein,  hei  geradem  m  nur  im  Falle  des  Zu- 
sammenfallens  mit  einem  Seitenwerthe,  und  wird  man  überhaupt  für  z  und 
Z  zu  setzen  haben : 
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bei  ungeradem  m 


best, 
best. 


unbest. 
best. 


1 

^0  + Y 


bei  geradem  m 


best. 

unbest. 

best, 
unbest. 


unbest. 

best. 

best, 
unbest. 

4 

«0 

Z   -4-  — 


^0 


Da  zc  —  Z  nach  oben  gegebener  Bestimmung  gleich  3»  d.  i. 
gleich  der  Summe  der  Abweichungen  im  Intervall  c  bezüglich  des 
7 weiten  Ausgangspunctes  ist,  so  kann  man  Formel  (7)  auch  durch 

@  =  S  + 23....(8) 

ersetzen;  und  lässt  sich  danach  sagen:  wenn  man  den  Ausgangs- 
punct  der  Abweichuogen  von  C  auf  irgend  einen. andern  Werth  verlegt, 
so  vergrOssert  sich  die  Abweichungssumme,  die  bezüglich  C  genommen 
ist,  um  die  doppelte  Summe  aller  in  das  Intervall  c  fallenden  Ab- 
weichungen, welche  bezüglich  des  zweiten  Ausgangspunctes  genom- 
men sind. 

So  wie  die  allgemeine  Formel  (3)  für  den  speciellen  Fall  des 
Ueberganges  von  C  zu  einem  andern  Ausgangswerthe  in  die  ein- 
fachere Formel  (7)  oder  (8)  übergeht,  kann  man  auch  eine  Verein- 
fachung derselben  für  den  Uebergang  von  einem  beliebigen  Ausgangs- 
werthe zu  A  erzielen. 

Sei  jP  die  Summe,  p  die  Zahl  der  mit  c  gleichseitigen  Abweichungen, 
welche  c  an  Grösse  übersteigen,  bezüglich  des  ersten  Ausgangswerthes, 
so  wird  die  Summe  @  bei  Verlegung  von  da  auf  den  Ausgang 
von  A  sein: 

@  — 2(P_pc)...  (9). 

Beim  Ausgange  von  A  ist  nämlich  @'  s=  @  ,  mithin  @  durch 
Verdoppelung  von  @',  d.  i.  von  S'  —  {tn  —  z) — Z  zu  erhalten.  S'  —  Z 
ist  aber  in  der  Formel  (9)  durch  P  und  m — z  durch  p  ersetzt. 

Für  weitere  Folgerungen  möge  die  Differenz  zwischen  der  posi- 
tiven und   negativen  Abweichungssumme   bezüglich   eines  gegebenen 
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Ausgangswerthes  kurz  Summendifferenz  dieses  Ausgangswerthes  heissen 
und  zwar  als  diesseitige  oder  jenseitige  Differenz  desselben  bezeichnet 
werden ,  je  nachdem  man  darunter  die  diesseitige  Sumnie  minus  der 
jenseitigen  oder  die  jenseitige  Summe  minus  der  diesseitigen  verstehL 

So  verstanden  steht  der  Abstand  c  zwischen  dem  ersten  und 
zweiten  Ausgangswerthe  in  einer  Beziehung  zu  ihren  Summendif- 
ferenzen, welche  in  allgemeinster  Weise  durch  Formel"  (4)  ausgedrückt 
wird,  wobei,  wie  überall  in  unsern  Formeln,  c  als  positiv  zu  ver- 
stehen und  diess  bei  der  Deutung  der  Formel  festzuhalten  ist. 

Die  allgemeinste  Auslegung  der  Formel  (4)  geht  hienach  dahin, 
dass  der  Abstand  c  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Ausgangswerthe 
gleich  der,  durch  m  dividirten,  positiven  Differenz  zwischen  der  dies- 
seitigen Summendifferenz  S' — S^  des  ersten  Ausgangswerthes  und 
diesseitigen  Summendifferenz   ©' — ©^    des    zweiten  Ausgangswerthes 

hiemit  c  — ^^^•*-®^)-^^^-*-^^)  ist,  ein  Werth,   der  sich  in   der  That  stets 

tu  ' 

positiv  findet,  mag  man  c  nach  einer  oder  der  andern  Seite  des 
ersten  Ausgangspunctes  nehmen,  und  hienach  diesseitige  und  jenseitige 
Summen  unterscheiden. 

Für  die  speciellen  Fülle  des  Ausgangs  von  C  und  A  verein- 
facht sich  die  vorige  Formel.  In  der  That  gehe  man  von  C  als 
erstem  Ausgange  zu  A  über,  so  hat  man,  nach  dem  Begriffe  von  A, 
©'  =  @  ,  wonach  (4)  für  diesen  Fall  giebt 

c  =  ^'  ....   (10) 

d.  h.  A  liegt  um  die  durch  die  Gesammtzahl  dividirte  Summendif- 
ferenz des  Werthes  C  von  C  ab,  und  zwar  in  Richtung  der  grossem 
Summe,  was  selbstverständlich  ist,  weil  nur  durch  Verlegung  in 
dieser  Richtung  die  Ungleichheit  der  Summen  in  die  bezüglich  A 
gefoderte  Gleichheit  übergehen  kann,  was  aber  auch  aus  (10)  zu 
folgern  ist,  weil  c  den  gefoderten  positiven  Werth  nur  haben  kann, 
wenn  die  mit  ihm  gleichseitige  Summe  S'  die  grössere  ist. 

Nach   Gleichung  (10)    lüsst  sich   die  S.   10    erwähnt^  Charakteristik  der 
Asymmetrie  durch    das  VerhHltniss   des  Abstandes   c  zwischen  C  und  A  luna 
Mitlei  der  Abweichungen   (bezüglich  C)  in  folgende  übersetzen :  Die  Asymmetrie 
ist  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmt  durch  die  Summcndiflerenz  von 
C,    dividirt  durch   die  Totalsumme  bezüglich  C,    sofern  nach  Gleichung  l}^' 

V  Ä  -y  und  das  betreffende  Abweichungsmittel   = '. 
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Geht  maD  umgekehrt  von  A  als  a  zu  C  als  ß  über*  so  muss  selbst- 
3rständJich  der  Abstand  zwischen  beiden  noch  gleich  gross  als  vor- 
n  gefunden  werden,  nur  in  entgegengesetzter  Richtung  bezüglich 
als  vorhin  bezüglich  6\  was  sich  nicht  minder  aus  (4)  ableitet, 
^tzt  nämlich  hat  man  S^  S  in  Bezug  auf  A,  und  ^\  ©^  in  Bezug 
]f  C  zu  nehmen,  hienach  5's=S,  mithin 

as  sich  darein  übersetzt:  C  liegt  von  A  um  die  durch  die  Ge- 
immtzahl  dividirte  Summendiflferenz  des  Werthes  C,  also  wie  vor- 
in  aber  so  von  C  ab,  dass  die  mit  c  ungleichseitige  Summe  (B, 
ie  grössere  ist,  widrigenfalls  c  nicht  positiv  sein  könnte,  d.  i.  in 
ntgegengesetzter  Richtung  als  vorher. 

Inzwischen  obschon  hienach  (11)  mit  (10)  stimmt,  kann  man 
3ch  im  Uebergange  von  A  zu  C  den  Abstand  c  zwischen  beiden 
cht  nach  (11)  finden,  weil  ©,,  ©'  nicht  gegeben  sind.  Hiegegen 
sst  sich  für  diesen  Uebergang  aber  nicht  für  den  umgekehrten  die 
ahl  z,  welche  zwischen  A  und  C  liegt,  nach  (6)  finden.  Denn 
iht  man  von  A  zu  C  über,  so  hat  man  in  der  betreffenden  Formel 

i  setzen:  in' — m,=0,  mithin  c=  ^  ',  was  z  als  halbe  Differenz 
jr  beiderseitigen  Zahlen  m',  m  bezüglich  A  giebt;  wogegen,  wenn 
an  von  C  zu  A  übergeht,  in  Formel   (6)  zu  setzen  ist:  m — im=0, 

as  2=— ^Y —  giebt.     Aber  m^  m'  sind  selbst  gesucht. 

Im  Untersuchungsfelde  der  Gollectivgegenstände  kommen  ausser 
m  drei  Hauptwerthen  A,  C,  D  und  den  Abweichungen  davon  noch 
e  Granzwerthe  der  gegebenen  Grössenreihe  in  wesentlichen  Be- 
acht,  wie  man  denn  schon  seither  gewohnt  ist,  zur  Bezeichnung 
er  Schwankungsweite  eines  Collectivgegenstandes  ausser  dem  arith- 
letischen  Mittel  die  extremen  Werthe  anzuführen.  Hienach  kann  es 
in  Interesse  haben,  auch  die  Abweichiragsverhältnisse  bezüglich  der- 
älben  festzustellen,  soweit  sie  sich  rücksichtslos  auf  die  besondere 
eschaflenheit  der  Gegenstände  feststellen  lassen ,  wodurch  man  zu 
Igenden,  durch  ihre  Einfachheit  bemerkenswerthen,  Sätzen  geführt 
ird. 

1)  Die  Abweichungssumme  bezüglich  eines  Extrems  ist  (selbst- 
•rsländlihc)  nach  einer  Seite  null,  indess  sie  nach  der  andern  Seite 
ö  Totalsumme  repräsentirt ;  man  kann  aber  von  jedem  Extrem  her 
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eine  einseitige  ^umnie  erhalten ,  die  abgesehen  von  einem ,  nnter  i] 
zu  bemerkenden,  Specialfalle  mit  der  Sunmae  vom  andern  Ende  her 
nicht  übereinstimmt. 

2)  Die  Abweichungssumme  bezüglich  jedes  Extrems  insbesondere 
ist  gleich  seinem  m-fachen  Abstände  vom  arithmetischen  Miilei. 

Z.  B.  in  unserm  Beispiele 

0,  2,  4,  6,  7,  8,  8 
ist  m  s  7,  A  SS  5,    die  Extreme   0  und  8,   ihre  Abstände   von   A  respedive 
5  und  3,    die  Summe  bezüglich  0  gleich  5.7  =s  35,  die  Summe  bezüglich  8 
gleich  3.7  =  21. 

Hienach  kann  der  arithmetische  Mittelwerth  auch  so  bestioiiot 
werden,  dass  man  die  Summe  der  Abweichungen  bezüglich  eines  Ex- 
trems der  Grössenreihe  mit  der  Gesammtzahl  der  Werthe  dividirt 
und  den  Quotienten  als  Abstand  des  A  vom  betreffenden  Extrem 
nimmt. 

3)  Die  Summe  der  beiden  einseitigen  Abweichungssummen  be- 
züglich der  Extreme  ist  gleich  dem  m-fachen  Abstände  zwischen 
beiden  Extremen,  mithin  die  durch  m  dividirte  Summe  beider  ein- 
seitigen Summen  gleich  diesem  Abstände  selbst,  was  sich  eben  so 
wie  der  vorige  und  folgende  Satz  an  obigem  Beispiele  bewahren 
lüsst. 

4)  Die  Differenz  zwischen  beiden  einseitigen  Abweicbungs- 
summen  ist  gleich  der  m-fachen  Differenz  zwischen  den  Abstfinde« 
beider  Extreme  vom  arithmetischen  Mittel.  Wenn  also  beide  Extreme 
gleich  weit  von  diesem  Mittel  abstehen,  so  sind  auch  beide  Ab- 
weichungssummen bezüglich  der  Extreme  gleich,  sonst  in  jedem  Falle 
ungleich. 

Der  Beweis  für  diese  Sütze  kann  durch  unsere  Formeln  (1} 
und  (2)  geliefert  werden. 

In  der  That,  sei  der  erste  Ausgang  von  A  genommen,  und  die 
Abstünde  der  beiden  Extreme  von  da  respective  c  und  c  ^.  Weide 
danach  der  Ausgangspunct  auf  das,  um  c^  abweichende,  Extrtm  ver- 
legt, und  die  Summen  (^'  und  (^^  für  diesen  Fall  gesucht,  schal 
man  in  unsere  Formeln  zu  setzen  c=f',  S^=S=Z^  wi'==2,  f»^-*-zss«; 
hienach  @=0  und  @=mr ;  was  den  ersten  und  zweiten  Satz  giebl. 

Entsprechend    findet   man   für   die  Verlegung  nach  dem  andern 
Extrem  S=0  und  ®=wf'  ,  mithin  für  die  Summe  der  beiden  ein- 
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seitigen  Summen  m  (c +cj,  für  die  Differenz  derselben  m  (c — c  ), 
was  mit  Rücksicht,  dass  c  und  c  sich  zum  vollen  Abstände  zwischen 
beiden  Extremen  ergänzen,  zum  dritten  und  vierten  Satze  füLrt. 

Die  Sätze  2)  bis  4)  ergeben  sich  übrigens  auch  ohne  Rückgang 
auf  unsre  allgemeinen  Formeln  leicht  so.  Nehmen  wir  beispielsweise 
tn  zum  bestimmten  Werth  4  an,  so  werden  wir,  um  den  2.  Satz 
zu  finden,  in  der  geordneten  Werthreihe  a,  6,  c,  d  als  Abstand  des 
Extrems  d  vom  arithmetischen  Mittel  haben 

a j j 

und  als  Abweichungssumme  bezüglich  d  haben 

[d—a)+{d—b)  +  {d—c)=3d—{a+b+c). 

Letztre  soll  nach  unserm  Satze  gleich  dem  4fachen  des  ersten 
Werthes  sein,  wie  sich  in  der  That  nach  Vergleich  der  vorigen  Aus- 
drücke findet. 

Anderseits  ist  der  Abstand  des  andern  Extremes  a  von  A  gleich 
a-h  4-c-t- ^^   ^^j  jj^  Abweichungssumme  bezüglich  a  gleich  (6 — a) 

+  (c — a)-*-(d — ö),  wonach  sich  der  Beweis  für  die  andern  Sätze 
weiter  führen  lässt. 

Ist  das  Gesetz  der  Abweichungen  in  so  weit  bekannt,  dass 
daraus  Beziehungen  zwischen  den  in  den  allgemeinen  Formeln  ent- 
haltenen Werthen  hervorgehen,  so  wird  man  diesen  Formeln  be- 
stimmtere substituiren  können.  Setzen  wir  z.  ^.  die  Abweichungen 
bezüglich  eines  gewissen  Werthes  ^,  befolgen  das  Gauss 'sehe 
Geselz  zufUlliger  Abweichungen,  es  solle  von  da  der  Uebergang 
zu  einem  andern,  um  c  davon  abliegenden,  Werthe  genommen,  und 
die  hiebei  erfolgende  Aenderung  der  Abweichungssumme  bestimmt 
werden,  so  lassen  sich  z  und  Z  als  Functionen  des  Werthes  c  be- 
stimmen.     Sei  nämlich  «'s»—,    das   einfache    Mittel    der   diessei- 

tigen  Abweichungen  bezüglich  ^,  so  ist  unter  Voraussetzung,  dass 
das  betreffende  Gesetz  für  jede  Seite  insbesondre  anwendbar  ist, 
nach  Uebersetzung  der  bekannten  massgebenden  Integrale  in  unend- 
liche Reihen 
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Z         c  l    c 
5^       «'7r\    «' 


Sw«'» 


...) 
...) 


worin  n  die  Ludolf'sche  Zahl. 

Wird   nun   c  als  klein  gegen  e   angenommen,  so  kann  man  le 

Glieder  mit  der  dritten  und  höhern  Potenzen  von  ~  gegen  die  ersle 

Potenz   vernachlässigen,   und    wird  hiemit,  unter  Rücksicht, -dass  S 


I  I 


:=sme^  haben: 


%m  c 


t  » 


m'tß 


Ttl' 


@=S+mc-# 


7i€' 


Q=S+(m—m')c' 


..   (12) 
••  (<3) 

7f« 


(U) 


Zum  Vergleiche  mit  den  bisherigen,  auf  die  Summe  der  eil- 
fachen  Abweichungen  bezüglichen,  Formein  füge  ich  schliesslich  nock 
die  entsprechenden  Formeln  bezüglich  der  Summen  der  AbweichaD(;s- 
quadrate,  kurz  Quadratsummen,  mit  einigen  Hauptfolgerungen  darms 
hinzu,  ohne  jedoch  auf  die  Ableitung  derselben  einzugehen,  welche 
in  analoger  Weise  als  Betreffs  der  einfachen  Summen  geschehen  Ü 
Der  Richtigkeit  dieser  Formeln  kann  man  sich  an  beliebigen  Zahlen- 
beispielen  versichern. 

Sei  wie  früher  c  die  Grösse,  um  welche  der  zweite  Ausgangfr- 
punct  ß  vom  ersten  a  abweicht,  z,  Z  die  Zahl  und  Summe  der  ii 
das  Intervall  c  fallenden  einfachen  Abweichungen,  m  und  m,  die 
diesseitige  und  jenseitige  Zahl  der  einfachen  Abweichungen  bezüg- 
lich a;  hingegen  seien  jetzt  s  und  «  die  diesseitige  und  jenseitige 
Summe  der  einfachen  Abweichungen  bezüglich  «;  femer  S',  S,  S, 
@',  ©,,  ©  jetzt  eben  so  Quadratsummen  wie  früher  einfache  Suid- 
men^  von  Abweichungen,  die  ersten  3  bezüglich  a,  die  andern  3 
bezüglich  /?,  endlich  Q  die  Summe  von  Quadraten  der  Abweichungeo 
bez.  «,  die  in  das  Intervall  c  fallen;  hienach  hat  inan 

©'=S'+(m'-z)c^-2c(«'-Z)-(/ (15) 

©=S+(m,+z)c^+2r(«-Z)+(/ (16) 

©=S+iwc^+2c  >—*•') [il] 

<B'-(B=S'—S+{m'—m—iz)c''—ic{s+s-2l)-iQ ...  (18) 
Die    potenzielle  Eigenschaft  von  A^   dass  die  Quadratsumme  in 
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:i)g  dazu  die  kieinstmögliche  ist,  folgt  aus  (17);  denn,  setzen  wir 
als  ersten  Ausgangswerth,  wozu  die  Quadratsurame  S  gehört,  und 
ilcksichtigen ,  dass  s^s^  bezuglich  A,  so  erhalten  wir  bei  Ver- 
lang  auf  irgend  einen,   um  c  davon  abweichenden,  Ausgangswerth 

Summe 

e^S+mc^  .  .  .  (19) 
3  @  um  mc^  grösser  als  S. 

Nennen  wir  nun  @  (cj  die  Quadratsumme  bezüglich  eines  Werthes, 
:•  um  c   von  A  abweicht,  und  @  (cj   bezüglich  eines  andern,  der 

c^  von  A  abweicht,  so  haben  wir  nach  Vorigem: 

@(c)-@(O=»»(c'-O='»(«,+0(c,-0  •  •  •  (20) 
»raus  dann  weiter  folgende  SSitze  fliessen: 

Die  Quadratsummen  bezüglich  zweier  Ausgangswerthe,  die  nach 
den  Seiten,  um  gleich  viel  von  A  abweichen,  sind  einander  gleich. 

Die  Quadratsumme  bezüglich  eines  Extrems  übersteigt  die  Quadrat- 
mme  bezüglich  A  um  das  m-fache  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
und  dem  betreffenden  Extrem. 

Die  Differenz  zwischen  den  Quadratsummen  bezüglich  beider 
ctreme  ist  gleich  dem  m-fachen  Product  aus  der  Summe  in  die  Ab- 
lode  beider  Extreme  von  A. 

Durch  Vergleich  von  Formel  (10)  mit  (19)  unter  Rücksicht  auf 
)  verschiedene  Bedeutung  der  Buchstaben  in  beiden  Formeln  ergiebt 
h  noch  der  Satz: 

Der  m-fache  Unterschied  zwischen  den  Quadratsummen  bezüg- 
h  A  und  C  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Unterschiedes  zwischen 
r  diesseitigen  und  jenseitigen  einfachen  Summe  bezüglich  C. 


V.   Ueber  die  Potenzmittelwerthe  im  Allgemeinen. 

Unter  einem  Potenzmittelwerthe  gegebener  Einzelwerthe  verstehe 

nach  der  im  Eingange  gegebenen  Erklärung  einen  Werth,  bezüg- 

I  dessen  die  Summe  der,  auf  eine  und  dieselbe  Potenz  erhobenen, 

weichungen  die  kieinstmögliche  ist;  wonach  der  Centralwerth,  als 
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Ausgangswerth  der  Minimalsumme  von  AbweichuDgen  erster  Potenz, 
und  der  arithmetische  Mittelwerth ,  als  Ausgangswerth  der  Abwei- 
chungen zweiter  Potenz,  nur  besondere  Fälle  der  Potenzmitlelwerlbe 
überhaupt  darstellen. 

Nachdem  wir  nun  die  Regel  kennen,  nach  welcher  diese  Po- 
tenzmittel niederster  Ordnung  zu  bestimmen  sind,  lässt  sich  nach 
blosser  Analogie  damit,  die  später  durch  einen  Beweis  zu  ersetzen 
sein  wird,  auch  die  Bestimmungsweise  der  höheren  Potenzmittel 
schon  voraussehen,  nämlich  so: 

Jeder  Werth  von  der  Potenz  null  ist  bekanntlich  gleich  1 ,  mithin 
eine  Summe  von  m  Werthen  nullter  Potenz  gleich  der  Zahl  m  selbst. 
Hienach  lässt  sich  die  Eigenschaft  des  C,  eine  gleiche  Zahl  beider- 
seitiger Abweichungen  von  sich  abhängig  zu  haben,  auch  unter  der 
Form  ausdrücken,  dass  C  eine  gleiche  Summe  von  Abweichungen 
nullter  Poteaiz  von  sich  abhängig  hat;  womit  die  Eigenschaft  soli- 
darisch ist,  die  kleinste  Summe  von  Abweichungen  erster  PMenz 
von  sich  abhängig  zu  haben.  Weiter  ist  bei  dem  A  die  Eigenschaft, 
die  gleiche  Summe  beiderseitiger  Abweichungen  erster  Potenz  von 
sich  abhängig  zu  haben,  solidarisch  mit  der  Eigenschaft,  die  kleinste 
Summe  von  Abweichungen  zweiter  Potenz  von  sich  abhängig  zu 
haben.  Also  lässt  sich  voraussehen,  dass  allgemein  die  Eigenschaft, 
eine  gleiche  Summe  beiderseitiger  Abweichungen  n-ter  Potenz  von 
sich  abhängig  zu  haben,  was  wir  kurz  die  Gleichheitseigen- 
schaft eines  Potenzmittels  nennen  mögen,  solidarisch  mit  der  Eigen- 
schaft sein  wird ,  die  kleinste  Summe  von  Abweichungen  (n  -f- 1  )ter 
Potenz  von  sich  abhängig  zu  haben,  wofür  wir  schon  früher  die 
Bezeichnung  potenzielle  Eigenschaft  gebraucht  haben. 

Und  in  der  That  bestätigt  sich  die  allgemeine  Verknüpfung  beider 
Eigenschaften,  eben  so  wie  bezüglich  C  und  A,  auch  bezüglich  hö- 
herer Potenzmittel  an  jedem  Zahlenbeispiel,  an  welchem  man  dieselbe 
prüfen  will. 

Gelte  es  z.  B.  zu  zeigen,  dass  die  Summe  der  auf  die  dritte 
Potenz  erhobenen  Abweichungen  die  kleinstmögliche  ist,  wenn  die 
Abweichungen  von  einem  Werthe  genommen  werden,  der  eine  gleiche 
Summe  von  Quadraten  der  beiderseitigen  Abweichungen  von  sich 
abhängig  hat,  so  nehme  man  von  vorn  herein  eine  Werthreihe  so, 
dass  letztere  Bedingung  bezüglich  eines  gegebenen  Ausgangswerthes 
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erfüllt  i8t,  stelle  die  Summe  der  cubirten  Abweichungen  in  Bezug 
darauf  dar,  und  ändere  dann  den  Ausgangswerlh  der  Abweichungen 
beliebig,  so  wird  nach  Massgabe  als  die  Bedingung  der  Gleichheit 
der  Quadrate  der  beiderseitigen  Abweichungen  damit  verletzt  wird, 
auch  die  Summe  der  cubirten  Abweichungen  damit  wachsen,  sei 
es,  dass  die  Aenderung  des  Ausgangs werthes  nach  einer  oder  der 
andern  Seite  geschehe.     Es  genüge  an  folgenden  zwei  Beispielen. 

Erstes  Beispiel.     Seien  die  drei  Werthe 

1,  2,  10 
gegeben,  und  werden  die  Abweichungen  derselben  von  5  genom- 
men, so  ist  die  angegebene  Bedingung  des  ersten  Ausganges  erfüllt, 
indem  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  nach  jeder  von  bei- 
den Seiten  25  ist.  Die  Summe  der  Guben  der  Abweichungen  findet 
sich  links  91,  rechts  125,  zusammen  216.  Soll  unser  Theorem  be- 
züglich der  Verknüpfung  der  zwei  fundamentalen  Eigenschaften  der 
Potenzmittel  richtig  sein,  so  muss  jede  Verlegung  von  dem  Aus- 
gangswerthe  5,  welcher  die  Summe  der  Abweichungsquadrate  nach 
beiden  Seiten  gleich  macht,  auf  einen  andern,  der  sie  ungleich  macht, 
eine  grössere  Summe  der  Guben  mitführen.  Verlege  man  nun  z.  B. 
den  Ausgang  von  5  auf  den  nahen  Werth  5,5,  so  erhält  man  als 
Summe  der  Abweichungsquadrate  links  32,50,  rechts  20,25,  und  als 
Summe  der  Guben  links  134,000,  rechts  91,125,  im  Ganzen  225,125 
statt  vorhin  216. 

Verlege  man  hienach  den  Ausgangspunct  um  eben  so  viel  nach 
Links,  als  vorhin  nach  Rechts,  indem  man  die  Abweichungen  von 
4,5  statt  von  5  rechnet,  so  findet  man  jetzt  nach  entsprechender 
Rechnung  als  Summe  der  cubirten  Abweichungen  im  Ganzen  224,875 
statt  216. 

Zweites  Beispiel.   Sei  die  Zahlenreihe 

i,  5,  6,  11,  12 
gegeben,  so  findet  sich  die  Gleichheit  der  beiderseitigen  Summen  der 
Abweichungsquadrate  für  den  Ausgang  von  7  erfüllt,  indem  man 
bezüglich  dazu  links  wie  rechts  41  bat,  indess  die  Summe  der  Gu- 
ben links  225,  rechts  189^  zusammen  414  ist.  Werde  jetzt  der 
Ausgang  von  8  genommen,  so  erhält  man  als  Summe  der  Guben  469, 
uod  werde  er  von  6  genommen,  467  statt  414. 


iO  G.  Th.  Fechner, 

i 

Bei  letzterin  Beispiele  kann  man  bemerken,  dass  der  Werlh  7, 
bezüglich  dessen  die  beiderseitigen  Summen  der  Abweichungsquadrate 
gleich  sind,  mit  dem  arithmetischen  Mittel,  bezüglich  dessen  die 
einfachen  Summen  gleich  sind,  als  welches  ebenfalls  7  ist,  zusammen- 
fällt, was  aber  nur  zufällig  ist,  wie  denn  derselbe  Umstand  bei  vorigem 
Beispiel  nicht  statt  findet. 

Allgemein  nun  werde  ich  einen  Potenzmittelwerth  mit  M  be- 
zeichnen, und  als  Mittel  nullter,  erster,  zweiter  u.  s.  w.  Ordnung, 
respective  als  M«,  M^,  Mj  u.  s.  w.  unterscheiden,  je  nachdem  die 
beiderseitigen  Abweichungen  von  nullter,  erster,  zweiter  Potenz  u.s.w. 
einander  gleich  sind,  werde  also  die  Ordnung  nach  der  Potenz,  auf 
welche  sich  die  Gleichheitseigenschaft  bezieht,  nicht  nach  der,  auf 
welche  sich  die  potenzielle  Eigenschaft  bezieht,  bezeichnen,  Hienach 
fällt  das  Potenzmittel  nullter  Ordnung  Mq  mit  unserm  C,  das  Potenz- 
mittel erster  Ordnung  Mi  mit  unserm  A  zusammen.  Da  wir  uns 
wesentlich  hier  überhaupt  nur  mit  Potenzmitteln  beschäftigen,  kann 
auch  der  Ausdruck  Mittel  schlechthin  dafUr  gelten. 

An  die  Stelle  der  vorhin  gebrauchten  Analogie  und  empirischen 
Einzelbewährung  lässt  sich  nun  folgender  ebenso  einfacher  als  all- 
gemeiner Beweis  für  die  Verknüpfung  der  beiden  fundamentalen 
Eigenschaften  der  Potenzmittel  irgend  welcher  Ordnung  setzen: 

Seien  aügemein  a  die  Werthe,  deren  Abweichungen  von  einem 
bestimmten  M  genommen  werden  sollen,  a  die  Werthe,  welche 
grösser  als  M,  und  a  die  Werthe,  welche  kleiner  als  M  sind; 
mithin  a — M  positive,  a — M  negative  Abweichungen.  Sofern  aber 
letztere  auch  als  positiv  zählen  sollen,  wird  man  sie  durch  M — a^ 
ersetzen.  Hienach  wird  es  gelten,  um  ein  M  von  n-ter  Ordnung  aus 
den  gegebenen  Werthen  a  zu  erhalten,  dasselbe  als  unbekannten 
Werth  X  daraus  so  zu  bestimmen,  dass  ^ 

2>— a)'-^^+2>— a?)--^^  .  .  .  (21)  ' 
ein  Minimum  wird,  was  durch  Differenzirung  dieses  Werthes  in  Be- 
zug auf  X  und  Nullsetzung  des  Differenzials  giebt 

2^{x—a)*'—^{a—x)^  =  0  .  .  .  (22) 

mithin 
^(jj—öj»»  =  ^■'(a  — a;)-  .  .  .  (23) 

Wie  man  sieht,  liegt  in  der  Verknüpfung  der  Gleichungen  (21) 
und  (23)   die  Verknüpfung  der  fundamentalen  Eigenschaften  der  Po- 
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enzmittel  allgemein  ausgedruckt,  indem  damit  gesagt  ist:  um  die 
Summe  von  Abweichungen  bezüglich  eines  Werthes  or,  die  zur 
n*4*1)ten  Potenz  erhoben  sind,  zu  einem  Minimum  zu  machen,  hat 
ra&n  o;  so  zu  bestimmen,  dass  die  beiderseitigen  Summen  der  zur 
n*len  Potenz  erhobenen  Abweichungen  einander  gleich  sind. 

Im  Allgemeinen  fallen  die  M  verschiedener  Ordnung  aus  densel- 
ben  Werlhen  a  auseinander,  doch  können  in  speciellen  Fällen  (wie 
im  obigen  Beispiel  (S.  39)  auch  diese  oder  jene  zusammenfallen,  ohne 
dass  desshalb  alle  zusammenfallen.  Es  giebt  aber  einen  noch  ziemlich 
allgemeinen  Fall,  wo  alle  nothwendig  zusammenfallen,  d.i.  der  Fall 
vollkommener  Symmetrie  der  beiderseitigen  Abweichungen  bezüg- 
lich eines  M,  die  damit  zugleich  für  alle  M  verschiedener  Ordnung 
besteht. 

In  der  That,  wenn  in  einer  Werthreihe  jeder  einzelnen  Abwei- 
chung a — X  bezüglich  eines  Werthes  x  auf  einer  Seite  eine  gleich 
grosse  Abweichung  x — a  auf  der  andern  Seite  entspricht,  so  reicht 
die  Gleichung  zwischen  irgend  zwei  gleichen  Gliedern  {a — o?)*  und 
[x — aj**  der  einen  und  andern  Seile  hin,  den  Werth  von  x  unab- 
hängig von  der  Grösse  des  Exponenten,  also  für  jedes  n  identisch, 
zu  bestimmen. 

Unter  diesen  Fall  gehört  der  einfachste,  mit  dem  man  überhaupt 
zu  thun  haben  kann,  dass  man  nämlich  ein  Mittel  blos  aus  zwei  Werthen 
a,  a^  zieht;  indem  man  aus  der  Gleichung 

-     {(j^^x)''  =  {x—ay 
denselben  Werth   für  x  erhält,   mag   man  für  n  eine  beliebige  Potenz 
setzen ,  nur  dass  derselbe  bei  n  =<  0  unbestimmt  wird. 

Femer  aber  gehört  hierunter  der,  bei  den  Beobachtungsfehlern 
vorausgesetzte ,  Fall  einer  symmetrischen  Wahrscheinlichkeit  bezüglich 
des  arithmetischeü  Mittels',  dem  man  sich  aber  in  Wirklichkeit  nur  um 
so  mehr  nähern  kann,  je  mehr  man  die  Zahl  der  Beobachtungen  ver- 
wielftiltigt. 

Nächst  dem  Beweise  des  allgemeinen  Zusammengehörs  der  Gleich- 
^eits-Etgenschaft  und  potenziellen  Eigenschaft  bei  Potenzmitteln  jeder 
Ordnung  gilt  es  die  Ableitung  der  M  gegebener  Ordnung  aus  den  dazu 
gegebenen  Einzelwerthen  a,  was,  wie  man  leicht  aus  der  Form  der 
Gleichungen  (22)  oder  (23)  erkennt,  für  ein  Mittel  Jtf„  auf  die  Lösung 
einer  Gleichung  ti-ter  Ordüung  herauskommt.     Nun  gilt  die  Gleichung 
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(22)  oder  (23)  zwar  ganz  aligeoiein  fUr  BesiimmuDg  voq  x  was  M^so- 
wohl  bei  geradem  als  ungeradem  n ;  aber  ihre  Anwendung  setzt  voraus, 
dass  man  schon  wisse,  zwischen  weiche  Werthe  a  der  Werih  x  falle, 
um  danach  die  Scheidung  der  a  und  a^  vornehmen  zu  können.  Diese 
Kenntniss  wird  jedoch  bei  ungeradem  n  durch  die  Bemerkung  entbehr- 
lich, dass  man  in  diesem  Falle,  ohne  die  negativen  Abweichungen  in 
positive  umzukehren  und  die  a  und  a  zu  scheiden,  den  Werth  j;  aus 
der  Gleichung 

jS-(a— a?)-  =  0  .  . .  (24) 

bestimmen  kann,  wie  sich  durch  die  bekannte  Bestimmung  des  arith- 
metischen Mittels  Ml  erläutert.  Lösen  wir  nämlich  den  Ausdruck 
^(a — x)  in  seine  Bestandtheile  auf,  indem  wir  unter  a.  a  .  a  die  ein- 
zelnen  a  rücksichtslos  ob  >  x  oder  <  x  verstehen,  so  haben  wir 

{a—x)^{a—x)^{a—x). . .  =  0, 

und   hieraus  x  ^  — ,  wenn  m  die  Zahl  der  Werthe. 

Bei  einem  geraden  Index  n  aber  kann  man  nicht  eben  so  ohne 
Unterscheidung  der  a   und  a   setzen 

(a  — a?)*+(a^— a:)''+  etc.  =  0 

weil  die  Glieder  dieser  Gleichung  linkerseits  bei  geradem  n  alle 
positiv  sind,  mithin  keine  Summe  s  0  geben  können.  Auch  stimmt 
diese  Gleichung  bei  geradem  n  nicht  eben  so  wie  bei  ungeradem 
mit  der  fundamentalen  (22)  oder  (23),  weil  [x — aj~  hier  nicht  mit 
—  [a^ — xY  vertauscht  werden   kann.      Man   muss  also  bei  (22)  oder 

(23)  zur  Ableitung  von  x  stehen  bleiben,  ohne  aus  der  Gleiohung 
selbst  folgern  zu  können,  zwischen  welche  Werthe  a  der  Werth  x 
fällt,  und  wie  demnach  die  a   und  a^  zu  scheiden. 

Vielleicht  giebt  es  eine  allgemeine  Lösung  dieser  Schwierigkeit, 
die  mir  doch  nicht  beifällt.  Indessen  kann  man  derselben  fUr  den 
Fall,  dass  es  ein  Interesse  haben  sollte,  sich  mit  höheren  Potenz- 
mittelwerthen  eingehender  zu  beschäftigen,  empirisch  dadurch  be- 
gegnen, dass  man  aus  den  gegebenen  a,  statt  des  M  mit  geradem 
Index  n,  erst  das  M  von  nächst  niederer  ungerader  Ordnung  n — 1 
nach  Gleichung  (24)  sucht,  also  z.  B.  um  die  Scheidung  der  a  für 
die  Bestimmung  von  M^  vorzunehmen,  erst  das  arithmetische  Mittel 
Ml  bestimmt,  hienach  die  Scheidung  der  a  bezüglich  der  Bestimmung 
von  Jtfi  so  vornimmt,  wie  sie  sich  für  Mi  gefunden  hat.     Nach  An- 
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Wendung  dieser  Scheidung  wird  man  aus  Formel  (22)  oder  (23)  ein 
J#M  finden,  was  entweder  dieser  Scheidung  entspricht,  indem  es 
zwischen  die  vorausgesetzten  a  und  a,  fällt  —  dann  kann  man  dabei 
stehen  bleiben  —  oder  zwischen  andere  a  und  a,  fällt;  dann  hat 
man  die  Scheidung  hienach  bei  einer  neuen  Rechnung  vorzunehmen, 
und  diess  nöthigenfalls  zu  wiederholen,  bis  man  zum  Zweck  kommt. 
Bei  den  weiterhin  im  8.  Abschnitt  geführten  Berechnungen  von  JM^ 
jedoch  hat  weit  in  den  meisten  Fällen  schon  die  erste  Rechnung 
nach  der  durch  das  arithmetische  Mittel  angezeigten  Scheidung,  und, 
wo  diese  fehl  schlug,  ausnahmslos  die  zweite  zugereicht. 

Abgesehen  von  voriger  Schwierigkeit  hat  man  natürlich  für  die 
Ableitung  der  M  höherer  Ordnung  noch  die  Schwierigkeit  der  Auf- 
lösung von  Gleichungen  höheren  Grades  zu  überwinden,  die  nur  für 
Ml  ohne  Belang  ist,  da  es  sich  dabei  blos  um  die  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung  handelt;  und  da  ich  hiervon  im  8.  Abschnitte 
Gebrauch  zu  machen  haben  werde,  so  entwickele  ich  folgends  die 
Regel  dazu: 

Die  für  den  Fall  von  n  =  2  geltende  Gleichung 

2'(a;_aJ2—i'(a -0?)^  =  0 
entwickelt  sich  zu  folgender: 

2a^—2a'f—%{:i^d—2a)x^{m—my  =  0 
worin  m  die  Zahl  der  a\  und  m^  die  der  d,.    Setzen  wir  nun  kurz : 

so  finden  wir 

X  =  '-^y^  .  .  .  (26). 

Wenn  m'^m^,   mithin  ^==0,  fällt  das  Glied   mit  «r'  weg,  und 

hat  man  einfach  c  =z  ^. 

Wenden  wir  diess  auf  das  erste  Beispiel  S.  39  an,  so  haben  wir 
nach  der  hiebei  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  die  a  und  a,  sich 
entsprechend  als  für  M  oder  A  scheiden, 

x=95,  A=7,  ^=—1 
was  giebt 

^^  ly^^^g  und  -19 

wovon  nur  der  erste  Werth,  welcher  Mj  zwischen  die  gegebenen  a 
fallen  Iftsst,  brauchbar  ist. 
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Nehmen  wir  das  zweite  Beispiel   S.  39 ,    so   werden  wir  nach 
gleicher  Regel  haben 

x=203,  Ä=11,  fA=—i, 
was  giebt  j?=+7  und  =: — 29. 

Beide  berechnete  x  stimmen  mit  den  bei  den  Beispielen  von 
vorn  herein  zu  Grunde  gelegten  überein. 

Man  könnte  wünschen,  einfache  Formeln  für  den  directen  Ueber- 
gang  von  einem  niedern  zum  nächst  höhern  Potenzmittel  zu  haben, 
wozu  es  genügte,  den  Abstand  c  zwischen  beiden  als  Function  der 
Abweichungen  oder  Abweichungspotenzen  bezüglich  des  niedern  an- 
geben zu  können,  und  für  den  Uebergang  von  C  zu  A  d.  i.  von  Jlo 
zu  Ml  ist  diesem  Bedürfniss  durch  Formel  (10)  S.  32  genügt.  Aber 
höher  hinauf  gelingt  es  nicht,  demselben  ferner  zu  entsprechen.  In- 
dem ich  z.  B.  eine  solche  Formel  bezüglich .  des  Ueberganges  von  H 
zu  M2  aufzustellen  versuche,  komme  ich  nur  auf  folgende  Beziehungen, 
in  welche  die  Zahlen  und  Summen  oberhalb  c  mit  eingehen,  so  dass 
sie  die  Kenntniss  von  c  schon  voraussetzen. 

@j  =  2(P2-2Pc+;>c2) 

S2  =2  P^—icP—  {m-2p)c' 

@2  —  S2  ^  mc^. 

Hierin  bedeutet  ©^  die  Summe  der  Abweichungsquadrate  be- 
züglich M2;  S2  die  Summe  derselben  bezüglich  M^;  p  die  Zahl,  P 
die  Summe  der  diesseitigen  einfachen  Abweichungen  bezüglich  Af„ 
welche  c  an  Grösse  übersteigen,  Pj  die  Sunmie  der  Quadrate  dieser 
Abweichungen,  m  die  Totalzahl  der  Werthe. 

Ich  übergehe  die  Ableitung  dieser  Gleichungen,  die  sich  leicht 
an  beliebigen  Beispielen  bewähren  lassen.  Auch  liegt  schon  eine  Be- 
währung darin,  dass  die  dritte,  mit  (19)  stimmende,  Gleichung  richtig 
als  Differenz  der  beiden  ersten  herauskommt,  wobei  zu  berücksich- 
tigen, dass  in  (19)  ©2?  ^2  einfach  durch  @,  S  ersetzt  sind. 

Wenn  ein  M  beliebiger  Ordnung  für  eine  bestimmte  Werthreihe 
bestimmt  ist,  so  kann  man  fragen  1  wie  es  sich  ändert,  wenn  einer 
oder  der  andere  Werth  aus  der  Werthreihe  sich  ändert.  Gilt  es 
nun  das  arithmetische  Mittel  3/|  oder  A,  so  ßndet  sich  leicht,  dass, 
wenn  irgend  ein  Werth  a  sich  um  d  ändert,  sei  d  gross  oder  klein, 

der  Werth  M,  sich  genau  um  —  ändert,  wenn  m  die  Zahl  der  Werthe 
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ist.  Gilt  es  aber  höhere  M,  so  würden  zur  genauen  Bestimmung 
[1er  Aenderung  von  M^  als  Function  der  Veränderung  eines  Werthes 
9  höhere  Gleichungen  gehören.  Ist  indessen  die  Aenderung  von  a 
irerhaltnissmässig  hur  klein,  ^da,  so  kann  man  die  zugehörige  Aen- 
derung von  M^  leicht  approximativ  nach  folgender  Gleichung  be- 
stimmen : 

"^   ~  -2-(a'-rr)"-J+-2-(aj-a,)H-i    •    •    •    V*"; 

WO  x^ssM^^  a  der  Grössenwerth,  welcher  die  Aenderung  da  erleidet, 
und  das  Vorzeichen  +  oder  —  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  a  zu 
den  a  oder  a  gehört,  so  dass  dx  immer  dem  Vorzeichen  von  da 
folgt. 

In  der  That,  wenn  man  nach  der  Gleichung  für  xssM^  hat 
[x — aj*+  (a?— aj*-|- . .  =  {a — a?)**-|-  (a" — j?)**+  ... 
so  wird  man,  wenn  beispielsweise  unter  den  Werthen  a^x  sich 
a  um  das  kleine  da  und  x  in  Abhängigkeit  davon  ändert,  ohne  dass 
die  übrigen  a  sich  ändern,  die  Beziehung  zwischen  dx  und  da  durch 
Differenzirung  voriger  Gleichung  in  Bezug  auf  a  und  auf  x  als  Function 
von  a    erhalten   können,  indem    man  die  Aenderung  von  x,  welche 

der  Aenderung  von  a   zugehört,  =  ^  da   setzt.     Diess  giebt,  unter 

Ersatz  der,  allen  Gliedern  der  DiiTerenzialgleichung  gemeinsam  wer- 
denden, Factoren  n  und  da   durch  1  • 

(«'-x)-'(l-g)-(«"-x)"-g- etc.  = 

was  sich  in  die  Gleichung  (26)  zusammenziehen  lässt.  Entsprechend, 
wenn  statt  eines  Werthes  a   ein  Werth  a^  sich  ändert. 

Diese  Ableitung  und  mithin  auch  die  Gleichung  (26)  schlägt  nur  in 
dem  Falle  fehl,  wenn  n=0,  es  sich  also  um  den  Centralwerth  handelt, 
indem  dann  jedes  {a — x)*"  und  {x — a)*=1,  also  constant,  mithin 
das  Diflerenzial  davon  null  ist;  was  der  Thatsache  entspricht,  dass 
durch  Veränderung  eines  Werthes  a  keine  Veränderung  von  x  wesent- 
lich bedingt  ist. 

Für  0?  8=  Ifj  mag  man  zur  Bewährung  von  ($6)  die  oben  gegebene 
Werihreifae 

\,  2,   10 
benutzen.     Das  x  ist  hier  angegebenermnssen  5.     Aendert  sich  jetzt  40  s  a 
in   H,    so  ist  a^x  =«  5,  (/a  «  1,  der  Nenner   von  (26}   =  4 -§-3 -§-5;  also 
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dx  SS  ^^  mitbin  das  neue  M^  der  Reihe  I,  2,  44  gleich  5^  k  5,417.  Die 
directe  genaue  Bestimmung  giebt  5,446.  Hienach  müssen  die  Quadrate  der 
Abweichungen  der  Einzelwerthe  4,2,  41  von  5^^  beiderseits  eine  nahe  gleiche 
Summe  geben.     Diese  Abweichungen  sind   respective  5^  rechts,    und  3-|^, 

4^  links;  ihre  Quadrate  ^  redits  und  ^,  ^  links.    4684-f.28O9rs4490 

ist  aber  fast  genau  =  4489. 

Aendert  sich  statt  dessen  4  auf  2,  so  istor^a  =  4,  da  =  4  etc.,  gicht 
dx  SS  ^^  das  neue  x  =s  5,333,  indess  die  genaue  directe  BesUmmang 
5,344  giebt. 

Wenn  mehrere  oder  auch  alle  Werthe  a  sich  um  eia  Weniges 
andern,  so  erhalt  man  durch  Verallgemeinerung  der  ftlr  (26)  gegebenen 
Herleitung  folgende  allgemeinere  Formel 

In  die  Summe  des  Zahlers  dieses  Ausdruckes  gehen  natürlich 
nur  die  Werthe 

[d-^xY^^da   und  (j:— a)**"*da 
ein,  welche  wirklich  mit  einer  Aenderung  da   oder  da^  behaftet  sind, 
indem   die  anderen  durch   Nullsetzung  der  Aenderung  ausser  Acht 
fallen;   in  die  Suromen  des  Nenners  aber  gehen  alle  auf  die  Potenz 
n — 1   erhobenen   Abweichungen   ein,  da   sie  nicht  mit   den  Aende- 
Hingen  multiplicirt  sind.    Die,  in  die  Summen  des  Zahlers  eingehenden, 
Aeqderungen   sind   nicht  nach  absolutem  Werthe,  sondern,  je  nach- 
dem  sie  Vergrösserung   oder   Verkleinerung   bedeuten,   positiv  oder 
negativ  zu  nehmen. 

Lassen  wir  im  obigen  Beispiele  4,  2,  40  die  drei  Werthe  sich  in  0,  3, 
9  ändern,  so  ändert  sich  nach  (27 j  o:  =  i/2  sb  5  \im  dx  sc  ^0,5,  gebt  inil- 
hin  in  4,5  über.     Die  direcle  genaue  Bestimmung  giebt  4^392. 

Wenn  n=:1  ist,  es  sich  also  um  den  arithmetischen  Mittelwerth 
handelt,  wird  in  Formel  (27)  jeder  Werth  [d — a:)""*  und  (x— rij"'' 
srsi,  und  hat  man  also  einfach 


dx 


2da'-¥2:da, 


m 


welche  Gleichung  nicht  blos  approximativ,  sondern  für  beliebig  grosse 
Aenderungen  genau  ist. 

Principiell  wird  man  die  Reihe  der  A/  noch  unter  3/©  fortsetzen 
können,  indem  man  negative  Weilhe  von  n  als  Potenzen  der  Abwei- 
chungen verwendet,  und  es  übersetzt  sich  dann  die  Gleichung 

2L\x—ay*'  =  ^d—x)-"*,  .  .  .  (28) 
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aus  welcher  M_^  tas  x  zti  bestimmen  ist,  in  folgende 

wofnr  bei  ungeradem  n  ohne  Unterscheidung  der.a'  und  a  stehen  kann 

^(^)    '  •  •  (30) 
Für   n  =  0    fällt    (S9)   mit   der  für  den  Centralwerth  geltenden 

Gleichung  ^{x — a^  =s  J^{a' — x)^  zusammen,  da  eben  so  (j^^    wie 

(x — a/ss1,  indem  die  eine  wie  die  andere  Gleichung  sagt,  x  sei  so 
zu  bestimmen,  dass  die  Zahl  der  Abweichungen  nach  beiden  Seiten 
von  X  gleich  ist.  Bei  allgemeiner  Entwicklung  der  Gleichung  (29) 
oder  (30)  aber  findet  man  alsbald,  dass  der  Grad  der  Gleichung  für 
Bestimmung  von  M_^  nicht  blos  von  der  Potenz  n  der  reciprol^en 
Abweichungswerthe,  sondern  auch,  von  der  Zahl  m  derselben  ab- 
hängt, nämlich  allgemein  =i  n{m — 1)  ist;  so  dass  man  über  in=2  bei 
n=2  hinaus,  und  über  m=:3  bei  n=1  hinaus,  schon  zu  hohem  als 
quadratischen  Gleichungen  geführt  wird.  Ein  empirisches  Interesse 
dürfte  diesen  Potenzmitteln  von  negativem  n  überhaupt  schwerlich 
beizulegen  sein;  doch  mag  die  Bestimmung  von  x^sM^i  für  in=B3  zur 
Erläuterung  der  Bestimmungsweise  dieser  Art  von  Potenzmitteln  über- 
haupt hier  ausgeführt  werden. 

Da  n  hier  ungerade  ist,  haben  wir  ohne  Unterscheidung  von  a 
und  a^  den  Werth  M^^^ssx  aus  folgender  Gleichung  zu  bestimmen: 


welche  dadurch,  dass  wir  alle  Brüche  auf  denselben  Nenner  bringen, 
in  folgende  übergeht. 

(«,-«)  («.— ^) + («.— ^)  (ö.~^) + (ö  ~^)  («.—«) =0 
i      was  entwickelt  giebt: 

wenn  Ä=a  a  -k-  a  a   -k-  a  a 


I       u  t       m  um 

Ä=a  -I-  a   +  a 


//' 


gesetzt  wird,  hienach 


8 


Das  obige  Beispiel  der  drei  Werlhe  4,  2,  40  giebt  x  ss  32,  il=  13, 
hienach  x»f  ,48533 ,  was  zwischen  1  und  2  fällt.  Hievon  sind  die  Ab- 
^^ifihungen  der  drei  Werlhe  links  0,48533,  rechts  0,51467  und  8,51467. 
^^^  a:  als    M^\   richtig    bestimmt,    so   müssen    die   Summen    der    reciproken 


48  G.  Th.  Fbchke», 

Werlhe  dieser  Abweichungen  nach  beiden  Seiten  gleich  sein.     In  der  That  ist 

i:45Mr  =  liÄfii7-+  MTiiT-^  ^-  '■  «'«6Ö*  =»  4,9429+0,4125. 

Ein  M.^^  was  aus  den  Gleichungen  (29)  oder  (30)  als  x  her- 
vorgeht,  giebt  ein  Minimum  der  Summe 

oder 

So  giebt,  wenn  ich  die  Abweichungen  kurz  mit  J  bezeichne,  die  Reibr 

4;  4;  U,  9926 
in  Bezug  auf  xaslf,  =»  40  die  Summe 

und  hiezu  0,4788  als  Minimalsumme  2-j  bezüglich  10,  hingegen  0,4931  be- 
züglich n   und  0,49161   bezüglich  9. 

Weicht  ein  Werth  von  einem  M„  ab,  so  wird  zwar  nicht  mehr 
bezüglich  desselben  die  Eigenschaft  bestehen ,  dass  die  Summe  der 
zur  (w+1)ien  Potenz  erhobenen  Abweichungen  davon  ein  Minimum 
ist,  aber  folgendes  allgemeinere  Theorem,  welches  sich  auf  entspre- 
chende Weise  abieilet  wie  das  bezüglich  der  Af  güllige;  ein  Theorem, 
was  den  Fall  des  dichtesten  Werlhos  im  Felde  der  Collect ivgPi;:en- 
standc  mit  unter  sich  fasst,  und  in  dieser  Hinsicht  für  die  Theorie  der 
Asymmetrie  von  Interesse  ist,  ohne  sich  jedoch  auf  diesen  Fall  zu 
beschränken. 

Der  Begriff  eines  Pplenzmiltels  gegebener  Ordnung  n  wird  über- 
haupt verlassen,  wenn  die  Summe  der,  zur  Potenz  n  erhobeneo, 
beiderseitigen  Abweichungen  bezüglich  dazu  ungleich  ist.  Sei  nun 
die  Ungleichheit  der  Art,  dass  man  für  x  als  Ausgangswerth  statt 
Ji'fj'— «)•*=  NVd'—Ti"  vielmehr  hat: 

:t\x—ay=f2\a'—xY  .  .  .  (32) 

so  dass  /=Th — 

SO  wird 

ein  Minimum  in  so  fern  sein,  als  jede  Substitution  eines  andern  Aus- 
gangswerthes  für  das  aus  (32)  folgende  a:  in  (33),  unter  Beibehallung  ] 
des  wie  vorhin  bestimmten  /*,  die  Sununc  (33)  grösser  macht.    Wie 
leicht  zu  erachten  ist  das  Theorem  für  die   eigentlichen   Potenznüitel  . 
nur  der    besondere  Fall   von  diesem,  wo  nUmlich*/'=s1. 
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Sei  z.  B.  in  unserer  einfachen  Reihe  4,  2,  40  als  Ausgangswerth  x=r%^ 
und  n  =s  2  genommen,  so  ist  2  (o?— a/^  =  41,  und  2  (a'— a;)^  ss  IG,  mit- 
hin /*=  ü-  Femer  ist  2  (ir— o/)  =  189,  2  [a'-x]^  =  64,  und  es  muss 
nach  unserro  Theorem  1894-^^-64  «  353  kleiner  sein,  als  jede  entsprechend 
bezüglich  eines  andern  x  aber  noch  mit  /*=  ^  genommene  Summe.  In 
der  Thal,  nehmen  wir  z.  B.  o?  =  5,  so  erhalten  wir  4H,3,  und  nehmen  wir 
ir  =  7,  so  erhallen  wir  410,2  stall  353. 

Substituirl  man  in  den  Formeln  für  die  eigentlichen  Potenzmittel 
(wo  /=<)  den  gegebenen  Werlhen  a  ihre  Logarithmen,  so  kann 
man  aus  diesen  Logarithmen  eben  so  Potenzmittel  verschiedener 
Ordnung,  sog.  logarithmische  Potenzmittel  M(l)„^  ziehen,  als  aus  den 
directen  Werthen  a,  und  von  den  logarithmischen  Potenzmitteln  nach 
den  logarithmischen  Tafeln  auf  die  zugehörigen  Grössenwerthe  als 
geometrische  Potenzmittelwerthe  verschiedener  Ordnung  kommen,  wo- 
gegen die  bisher  betrachteten  Potenzmittel  als  arithmetische  im  wei- 
teren Sinne  bezeichnet  werden  können. 

Die  allgemeine  Formel  zur  Bestimmung  eines  logarithmischen 
Potenzmittels  M{t)^ssx  ist: 

^(loga:— log  a;j'»=-S'(log  a'  —  lo^x)*" . . .  (34) 

oder 

i'(log|)"=^'(log|-')\..(35) 

Der  geometrische  Mittelwerth  von  der  Ordnung  null  stimmt 
hienach  wieder  mit  dem  arithmetischen  Centralwerth  überein,  der 
geometrische  Mittelwerth  von  der  Ordnung  1  aber  mit  dem  schlechtr- 
hin  so  genannten  geometrischen  Mittelwerthe  der  Grössen  a\  a\  a^  a  , 
von  welchem  im  Untersuchungsfelde  der  Collectivgegenstande  ange- 
gebenermassen  (S.  1 5)  Gebrauch  zu  machen ,  wogegen  höheren 
'^arithmischen  und  geometrischen  Mittelwerthen  kaum  eine  empirische 
'Verwendbarkeit  zukommen  dürfte. 

Unstreitig  kann  es  dem  Interesse  des  Centralwerth  es  nur  zu 
^^tten  kommen,  dass  er  sich  solchergestalt  zugleich  als  Gränzwerth 
^^ischen  Potenzmittelwerthen  von  positivem  und  negativem  Index 
^^d  Verknüpfungsglied  für  arithmetische  und  geometrische  Potenz- 
*^ittel  darstellt. 

Nach  allen  vorigen  Ei*weiterungen  des  Begriffes  der  Potenzmittel 
^^rde  ich  doch  folgends   wie   früher  unter  Potenzmitteln  schlechthin 

MkABdl.  a.  K.  8.  6e»«ll»ck.  d.  WiüBensch.  XVm.  ^ 
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nur  solche  mit  positivem  Index  n  von  0  an,  solche,  welche  als  Aus- 
gang arithmetischer  Abweichungen  auftreten,  und  solche,  wo  /*  =  1, 
verstehen. 


VI.  Bemerkungen  zur  Gültigkeitsfrage  des  Principes 

des  arithmetischen  Mittels. 

Die  höheren  Potenzmittel  über  dem  arithmetischen  Mittel  A  oder 
il/i  wiJrden  unstreitig  an  Interesse  sehr  gewinnen,  wenn  sie  diesem 
Mittel  im  physikalischen  und  astronomischen  Beobachtungsgebiele 
eben  so  Concurrenz  zu  machen  vermöchten,  als  es  von  dem  nie- 
dersten, dem  C  oder  M„,  im  Untersuchungsfelde  der  Collectivgegen- 
stllnde  gilt.  Aber,  wenn  schon  diess  definitiv  nicht  der  Fall  ist, 
lässt  sich  doch  von  vorn  herein  fragen,  was  denn  von  allen  Potenz- 
mitteln verschiedener  Ordnung  gerade  dem  arithmetischen  Mittel,  was 
weder  das  niederste  noch  höchste  darunter  ist,  den  Vorzug  als 
sicherstem  Werth  vor  den  andern  Mitteln  zugestehen  lässt,  oder,  wie 
ich  mich  kurz  ausdrücke,  was  die  Gültigkeit  des  Principes  des  arith- 
metischen Mittels  im  physikalischen  und  astronomischen  Beobach- 
tungsgebiete vor  dem  Principe  jedes  andern  Mittels  begründet.  Hier- 
über folgen  einige  Bemerkungen,  die  erklärtermassen  nur  zu  dem 
schon  anerkannten  Vorzuge  des  Principes  des  arithmetischen  Mittels 
zurückführen,  doch  im  Wege  dazu  nicht  ganz  in  Einstimmung  mit 
bisher  aufgestellten  Gesichtspuncton  bleiben.  Sollte  ich  hierin  irren, 
so  möge  man  es  durch  die  principiellen  Schwierigkeiten  der  Frage 
entschuldigt  finden. 

Unstreitig  macht  von  gegebenen  Beobachtungswerthen  a  einer 
in  der  Wirklichkeit  gegebenen  Grösse  jeder  an  sich  den  gleichen  An- 
spruch, für  den  gesuchten  wahren  Werth  x  zu  gelten;  es  wird  aber 
eine  Beobachtung  für  um  so  ungenauer  zu  gelten  haben,  je  weiter 
der  Werth  a,  den  sie  giebt,  vom  wahren  ^r  abweicht,  gleichviel,  ob 
ins  Positive  oder  Negative,  so  dass  in  dieser  Hinsicht  blos  der 
absolute  Werth  des  Fehlers,  d.  h.  rücksichtslos  auf  sein  Vorzeichen, 
in  Betracht  kommt.     Als  das   einfachste   und  nächstliegende  Princip 
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schiene  es  hienach,  den  Werth  M  für  den  sichersten  anzusehen, 
n  dem  in  Summa  absolut  genommen  am  wenigsten  Seitens  der 
izelnen  a  abgewichen  wird,  d.  h.  bezUghch  dessen  die  Summe 
r  einfachen  Abweichungen  nach  absolutem  Werthe  kleiner  als  be- 
glich jedes  andern  ist.  Diess  würde  aber  statt  des  arithmetischen 
ttelwerthes  der  (]entralwerth  sein.  Auch  hätte  dieser  Werth  die 
^ei  wichtigen  Vortheile  vor  jedem  andern  voraus,  dass  er  am  ein- 
tlisten  zu  bestimmen  ist,  und  dass  extreme  Werthe  a  von  ausser- 
wöhnlicher  Grösse  oder  Kleinheit,  bei  denen  man  so  oft  in  Zweifel 
»  ob  man  sie  nicht  bei  der  Mittelbestimmung  ausschliessen  soll,  den 
erwiegenden  Einfluss,  den  sie  auf  die  Bestimmung  des  Müussem, 
rlieren,  da  bei  der  Bestimmung  des  M^  auf  die  Grösse  der  Ex- 
me  nichts  ankommt.  Und  gewiss  ist,  dass  der  Centralwerth  aus 
ler  gegebenen  endlichen  Zahl  von  Beobachtungswerthen  nicht  min- 
r  als  der  arithmetische  Mittelwerth  eine  AnniHherung  an  den  wahren 
erth  gewährt,  die  mit  Vermehrung  der  Zahl  der  Beobachtungs- 
^rthe  ins  Unbestimmte  wächst,  da  ja  bei  unendlicher  Zahl  derselben, 
ch  der  hier  und  folgends  immer  vorausgesetzten  symmetrischen 
ahrscheinlichkeit  der  Beobachtungsfehler,  der  eine  und  der  andre 
incipiell  zugleich  mit  dem  wahren  Werthe  und  mit  einander  zu- 
mmenfallen  müssen. 

Wenn  nun  aber  doch  schon  angeführte  und  folgends  noch  zu 
erstarkende  Gründe  das  Potenzmittel  nullter  Ordnung  in  Nachtheil 
egen  das  Mittel  erster  Ordnung  erscheinen  lassen,  so  drängt  sich 
»cht  die  Frage  auf,  ob  nicht  dieselben  Gründe  das  Mittel  erster 
Ordnung  in  Nachtheil  gegen  das  Mittel  zweiter  Ordnung  setzen 
.  s.  f.,  kurz,  ob  nicht  die  Sicherheit  der  Bestimmung  mit  der  Höhe 
^  Potenzmittels  wächst.  Und  bei  allen  handelt  es  sich  doch  blos 
n  den  Vortheil  der  Sicherheit  bei  endlicher  Zahl,  da  bei  unend- 
^her  Zahl  alle  auf  denselben  Werth  hinauslaufen  müssten.  Nach 
5r  Analogie,  die  von  der  Bestimmung  der  Potenzmittel  niedrer  Ord- 
ing  höher  hinaufführt,  gestehe  ich,  dass  dieser  Gesichtspunct  von 
»m  herein  etwas  Bestechendes  für  mich  hatte. 

Hiemit  würde  nicht  ausgeschlossen  sein,  den  arithmetischen 
(telwerth  immer  noch  im  Ganzen  als  den  praktischsten,  an  den 
iD  sich  halten  kann,  gelten  zu  lassen,  sofern  mit  der  Höhe  eines 
ttelwerthes  die   Schwierigkeit  seiner  Bestimmung    wächst,    indess 
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die  Sicherheit  um  so  weniger  damit  wachsen  kann,  je  mehr  in  die- 
ser Hinsicht  schon  durch  niedre  Ordnungen  zu  leisten  ißt.  Indess 
könnte  doch  der,  verhältnissmSissig  noch  leicht  zu  bestimmende, 
Mittelwerth  zweiter  Ordnung  dem  arithmetischen  Mittel  CoDCurrenz 
machen.  Natürlich  aber  kann  in  solchen  Aper^tt's  liberhaupt  nur 
die  Anregung  zur  genaueren  Untersuchung  der  Frage,  keine  Beant- 
wortung derselben  gefunden  werden. 

Wie  sich  nun  auch  dieselbe  beantworte,  so  behält  jedenfalls 
die  ganze  Classe  der  Potenzmittelwerthe  allen  andersartig  bestimmtai 
Mitteln  gegenüber,  wovon  Beispiele  im  letzten  Abschnitte  folgas, 
unter  Voraussetzung  symmetrischer  Wahrscheinlichkeit*  der  Fehler  das 
eigenthümliche  Interesse,  dass,  welchen  Potenzmittelwerth  man  auch 
nehmen  will,  er  principiell  eine,  mit  der  Zahl  der  Beobachiungswertke 
wachsende,  Annäherung  an  den  wahren  Werth  gewahrt,  indess  jeder 
anderswie  bestimmte  Mittelwerth  eine  mit  der  Zahl  der  Werthe  sieh 
immer  fester  stellende  Abweichung  davon  gewähren  dürfte,  h 
principiell  ist  jedes  Potenzmittel  als  Beobachtungsmittel  brauchbar, 
nur  eins  brauchbarer,  weil  aus  gleich  grosser  Zahl  der  Werthe 
sichrer  bestimmbar,  als  das  andre ;  mati  wird  aber  blos  die  Zahl  der 
Werthe  hinreichend  zu  vermehren  haben,  um  mit  einem  daraus  ge- 
zogenen an  sich  minder  sichren  Potenzmittel  sogar  eine  grössere 
Annäherung  an  den  wahren  Werth  zu  erhalten,  als  mit  dem  an  äA 
sicherem  aus  einer  geringern  Zahl  gezogenen,  indess  keiner  von  allen, 
aus  einer  endlichen  Zahl  bestimmt,  den  wahren  Werth  anders  ab 
zuföUig  mit  unendlich  geringer  Wahrscheinlichkeit  genau  treffen  las- 
sen kann.  Also  kann  man  auch  selbst  den  (^entralwerth  wegen  der 
Leichtigkeit  seiner  Bestimmung  aus  einer  geordneten  Werthreihe  dl, 
wo  es  nicht  um  grosse  Sicherheit  zu  thun  ist,  als  Approximation  nA- 
unter  statt  des  arithmetischen  Mittels  gelten  lassen,  insbesondre  bä 
grossen  Werthreihen,  da  die  Mühe  der  Bestimmung  des  arithmetischei 
Mittels  mit  der  Zahl  der  Werthe  wächst,  die  Abweichung  des  Cea- 
tralwerths  davon  aber  allgemein  gesprochen  damit  abnimmt,  immer 
dabei  symmetrische  Wahrscheinlichkeit  der  Abweichungen  voraos- 
gesetzt. 

Zur  Erläuterung  und  Bestüiigung  des  Vorstehenden  können  die  ftlr  den 
Januar  specificirten  Resultate  bezüglich  der  thermischen  Monatsabweichungen 
ini   8.  Abschnitte   dienen.      Das  aus  90  Werthen,    welche  zwischen  den  Ex- 
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tremen  H-6,290  und  — 5,310  R.  schwaDken,  abgeleitete  M^  ist  »—0,0472, 
welches  natürlich  noch  nicht  als  genau,  aber  doch*  als  der  Genauigkeit  sehr 
nahe  kommend  anzusehen  ist.  Das  aus  denselben  90,  Werthen  abgeleitete 
Mq  und  Ml  sind  respectiv  -1-0,450  und  — 0J60,  welche  Werthe  sich  dem 
als  nahe  genau  anzusehenden  Werthe  —0,0472  viel  mehr  nähern,  als 
die  Werthe  von  M^ ,  welche  aus  Fractionen  der  ganzen  Werthreihe  mit 
geringerer  Werthzahl  abgeleitet  sind.  So  gab  die  erste  Fraction  aus  40  Wer- 
then ein  Ml  Ä— 4,048,  die  zweite  = -1-0,798,  und  unter  allen  9  Fractionen 
ä  m  =  10,  gaben  blos  zwei  ein  M^,  welches  dem  —0,0472  näher  kam,  als 
-f-0,450  und  —0,460.  Man  hat  beim  Vergleiche  dieser  Werthe  nicht  das 
Verhaliniss  derselben,  sondern  die  gemeinsam  geringe  Abweichung  von 
null,   we  ungefähr  der  wahre  Temperatur- Werth  lag,  in  Betracht  zu  ziehen. 

Mit  der  Frage,  welchen  Mitteiwerth  man  bevorzugen  soll,  steht 
natürlicherweise  die  Frage  in  Beziehung,  nach  welcher  Potenz 
der  Abweichungen  man  die  Ungenauigkeit  verschiedener  Systeme 
von  Beobachtungen  schätzen  und  vergleichen  soll.  Sollte  man  nach 
dem  einfachst  scheinenden  Princip  den  Centralwerth  als  Mitteiwerth 
bevorzugen,  so  würde  natürlich  auch  die  Schätzung  der  Ungenauig- 
keit der  Beobachtungen  nach  der  absoluten  Grösse  der  einfachen 
Fehler  geschehen  müssen,  weil  nur  die  Summe  der  einfachen  Feh* 
ier  bezüglich  desselben  ein  Minimum  ist;  wogegen  bei  Bevor- 
zugung  des  arithmetischen  Mittels  diese  Summe  nicht  zur  Schätzung 
dienen  kann,  weil  sie  nicht  bezuglich  dieses  Mittels,  sondern  bezüg- 
lieh  des  Central werths  ein  Minimum  ist;  indess  bezüglich  des  arith- 
metischen Mittels  die  Schätzung  nach  den  Quadraten  den,  ihr  auch 
allgemein  beigelegten,  Vorzug  in  Anspruch  nimmt,  weil  deren  Summe 
bezüglich  dieses  und  keines  andern  Werthes  ein  Minimum  ist.  Wozu 
noch  konmat,  dass  nach  dem  Resultate  des  folgenden  Abschnittes  zur 
Gültigkeit  des  Principes  irgend  eines  Potenzmittels  von  der  Ordnung 
n  allgemein  ein  Wahrscheinlichkeitsgesetz  der  Abweichungen  gehört, 
in  dessen  Ausdruck  die  Abweichungen  in  (n+1).  Potenz  eingehen, 
also  in  Bezug  zum  arithmetischen  Mittel  in  zweiter  Potenz.  Hienach 
ist  die  Bevorzugung  des  Principes  irgend  eines  Potenzmittels  von 
der  Ordnung  n  meines  Erachtens  überhaupt  als  solidarisch  mit  der 
Schätzung  der  Genauigkeit  nach  der  {n+i).  Potenz  der  Abwei- 
chungen anzusehen. 

Diese  Solidarität  nun  ist  es,  die  ich  bisher  bei  Behandlung 
unsrer  Frage  nicht  beachtet  finde,  weil  man  überhaupt  auf  andre 
Potenzmittel  als  das  erste  und  deren  Abweichungsverhältnisse  bisher 
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nicht  geachtet  hat.  Daraus  aber  scheint  mir  einiges  Untriftige  her- 
v()rg(^gangcn  zu  sein,  was  ich  nicht  ohne  Schüchternheit  sage,  da  ich 
mich  ilal)ei  in  Collision  mit  hohen  Autoritäten  betreffe. 

In  der  That  hat  bekanntlich  Laplace  (in  s.  Theorie  anal,  des 
prohal).^  sich  für  die  Schätzung  der  grössern  oder  geringem  ünge- 
nauigk(Mt  der  Beobachtungen  nach  der  absoluten  Grösse  der  ein- 
fachen Fehler  erklärt,  und  consequent,  meine  ich,  hätte  er  hienach 
die;  Al)W(Mchungcn  vom  Centralvverlh  rechnen  sollen,  indess  er  sie 
do<^li  nach  üblicher  Weise  vom  arithmetischen  Mittel  rechnet,  ohne 
unterKucht  zu  haben,  ob  es  nicht  einen  andern  Werth  giebt,  be- 
/Uglic^li  d(;HS(Hi  das  Minimum  der  einfachen  Abweichungssamme  statt- 
llridei.  Gauss  anderseits  (in  s.  Theoria  combin.  obsenr.  error,  mio. 
olin.'*;  verwirft  die  Schätzung  nach  der  einfachen  Fehlergrösse, 
hUov  nicht,  weil  sie  mit  dem  von  ihm  wie  überall  acceptirten  Princip 
iloM  arithmetischen  Mittels  nicht  stimmt,  sondern  weil,  wollte  man 
die  Schätzung  nach  der  einfachen  Fehlergrösse  oder  überhaupt  einer 
ungeraden  Fehlerpotenz  vornehmen,  man  die  negativen  Fehler  oder 
Fehlerf)otonzen  Gewinn  an  Genauigkeit  bedeuten  lassen  und  in 
diesem  Sinn  verrechnen  müsste,  wenn  die  positiven  Verlust  bedea- 
ioAi  sollten.  Mithin  sei  die  Schätzung  nach  einer  geraden  Febler- 
potenz  vorzunehmen.  Dass  man  bei  der  zweiten  Fehlerpotenz  steh» 
bl(*itM*,  sei  im  Grunde  genommen  Willkühr;  es  sei  nur  die  einfachste 
Schätzungsweise,  an  die  man  sich  halten  könne,  und  welche  (unt» 
Kinführung  in  die  allgemeine  Methode  der  kleinsten  Quadrate)  die 
grOssten  Rechnungsvortheile  gewähre. 

Ist  nun  aber  das  von  uns  aufgestellte  Princip  der  solidarischa 
Beziehung  zwischen  der  Ordnung  des  Potenzmittels,  an  das  man  sich 
als  das  sicherste  oder  auch  nur  praktischste  hält,  und  der  Potenz 
der  Fehler,  nach  der  man  die  Ungenauigkeit  zu  beurtheilen  hat, 
richtig,  so  kann  man  den  Grund,  sich  bei  Anwendung  des  arilh- 
metisc'hen  Mittels  an  die  Schätzung  nach  den  Fehlerquadraten  zu 
halten,  einfach  in  jener  wesentlichen  Beziehung  linden,  und  i\\e  von 
(jbuss  statuirte  |)rinci[)ielle  Willkühr  dadurch  ausgeschlossen  halten. 
Was  aber  den,  von  Gauss  selbst  angegebenen  und  auf  seine  Autori- 
tät hin  seitdem  allgemein  acce|)tirten ,   Grund   für  die  AusschHessuog 


)   Comniental.   Soc.   Gott.   rec.   V.  ad    1819— I82i.   p.  33. 
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ungerader  Potenzen  bei  SchSktzung  der  Ungenauigkeit  anlangt,  so  ge- 
stehe ich,  bei  aller  Scheu  einer  solchen  Autorität  gegenüber  mit 
Zweifeln  aufzutreten,  mich  von  der  Evidenz  desselben  nicht  haben 
überzeugen  und  keinen  Ersatz  des  obigen  Grundes  darin  finden  zu 
lüönoen. 

In  der  That  kommen  doch  auch  sonst  Falle  vor,  und  zwar 
solche,  die  mit  dem  Falle,  um  den  sich's  hier  handelt,  vergleichbarer 
erseheinen,  als  der  von  Gauss  zur  Erläuterung  zugezogene  Fall  eines 
Spieles  mit  Gewinn  und  Verlust,  wo  man  sich  durch  den  Gegensatz 
des  Vorzeichens  nicht  zu  entsprechenden  Consequenzen  als  Gauss  in 
uDserm  Falle  geführt  findet.  So,  wenn  jemand  von  demselben  Puncto 
wiederholt  nach  entgegengesetzter  Richtung  geht,  werden  die  Wege, 
die  er  macht,  eben  so  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  bezüglich 
dieses  Punctes  behaftet  sein,  wie  Fehler  als  Abweichungen  von  einer 
wahren  Grösse ;  aber  man  wird  nicht  sagen:  wenn  der  positive  W^ 
als  Entfernung  vom  Puncte  betrachtet  wird,  so  müsste  der  negative 
als  Näherung  daran  betrachtet  werden,  wenn  man  nicht  die  vergleichs- 
weise Schätzung  beider  vielmehr  nach  ihrem  Quadrate  als  ihrem 
absoluten  Werthe  vornehmen  wollte. 

Werde  jemand  die  Aufgabe  gestellt,  eine  Grösse  nach  dem  Augen- 
masse  zu  schätzen,  und  verurtheilt,  sowohl  für  das,  was  er  zu  viel 
als  was  er  zu  wenig  findet,  ein  Strafgeld  nach  irgend  einer  Taxe 
der  Fehler  zu  zahlen  (wie  das  wirklich  beim  Meisterwerden  eines 
Fleischers  mit  der  Schätzung  des  Gewichts  eines  Stücks  Vieh  der 
Fall  ist) ,  so  wird  man  nicht  sagen :  wollte  man  die  Schätzung  des 
Zuviel  als  strafbar  ansehen,  so  müsste  man  die  Schätzung  des  Zu- 
wenig als  lohnenswerth  betrachten,  wenn  man  nicht  die  Taxation 
der  begangenen  Fehler  vielmehr  nach  ihren  Quadraten  als  ihrem 
einfachen  Werthe  vornähme. 

Ja  müsste  man  nicht  nach  dem  Gauss' sehen  Princip  bezüglich 
der  Fehler  selbst  sagen:  wenn  das  positive  Vorzeichen  einen  Fehler^ 
d.  i.  eine  Abweichung  von  der  Genauigkeit  bezeichnen  soll,  so  würde 
das  negative  einen  Gewinn  von  Genauigkeit  bedeuten,  wenn  man 
Dicht  den  Fehlerbegriff  von  vorn  herein  vielmehr  auf  die  Quadrate 
der  Abweichungen  als  deren  einfache  Werthe  bezöge. 

Allgemein  aber  dürfte  zu  behaupten  sein,  dass  dem  Gegensatz 
der  Vorzeichen   nicht    zwei   ganz  verschiedene  Bedeutungen  zugleich 
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beigelegt  werden  dürfen.  Gewiss  bedeutet  ein  positiver  Fehler,  dass 
eme  Grösse  zu  gross,  ein  negativer,  dass  sie  zu  klein  durch  Messung 
oder  Schätzung  gefunden  worden  ist,  also  wird  an  denselben  Gegeos^ 
nicht  zugleich  der  Gegensatz  einer  Schätzung  als  Verlust  oder  Gewiu 
von  Genauigkeit  geknüpft  werden  können  und  zur  Verhütung  davoD 
es  nicht  erst  der  Quadrirung  der  Fehler  bedürfen. 

Mit  air  dem  wäre  an  sich  nicht  ausgeschlossen,  dass  überhaupl 
in  Fällen,  wo  nur  die  Grösse,  nicht  das  Vorzeichen  der  in  Rechnang 
genommenen  Werthe  bestimmend  für  das  quantitative  Resultat  sein 
soll,  eine  malhematische  Nothwendigkeit  besteht,  statt  einfacher  ah- 
solut  genommener  Werthe  eine  gerade  Potenz  derselben  in  die  Recln 
nung  einzuführen;  und  unstreitig  sind  es  auch  tiefer  liegende  Rech- 
nungsgründe viel  mehr  als  begriffliche  Gründe  gewesen,  welche  Gauss 
bestimmt  haben,  die  Schätzung  der  Ungenauigkeit  nach  absoluten 
Werthen  ungerader  Fehlerpotenzen  zu  verwerfen,  die  nur  durch  den 
von  ihm  angegebenen  Grund  in  Kürze  vertreten  werden  sollen,  ich 
weiss  aber  nicht,  ob  sich  eine  solche  Nothwendigkeit  allgemein  be- 
gründen lässt;  ein  Axiom  scheint  mir  nicht  daraus  zu  machen,  und 
zur  Verwerfung  negativer  Abweichungspotenzen  bei  Anwendung  des 
arithmetischen  Mittels  nicht  nöthig,  sich  auf  ein  solches  Princip  zu 
berufen. 

Jedenfalls  ist  bemerkenswerth ,  dass  zur  Aufstellung  der  allge- 
meinen Formeln  für  die  Verknüpfung  der  beiden  fundamentalen  Eigen- 
schaften der  Potenzmittelwerthe  (S.  40)  die  ungeraden  Potenzen  der 
Abweichungen  nothwendig  eben  so  wie  die  geraden  nach  absolutem 
Werthe  einzuführen  und  die  Potenzmittel  selbst  hienach  zu  berech- 
nen sind. 

Bisher  hal)en  wir  bei  der  Frage  nach  dem  principiellen  Vor- 
zuge des  einen  oder  anderen  Polenzmittels  nur  die  abstract  mathe- 
matischen Verhältnisse  dieser  Art  Mittel  und  der  Abweichungen  da- 
von in  das  Auge  gefasst;  aber  unstreitig  kann  die  Frage  nicht  blos 
auf  diesem  Wege  entschieden,  sondern  der  Entscheidung  nur  dadurch 
vorgearbeitet  werden,  da  es  eine  Frage  der  Anwendbarkeit  apriori- 
stischer  Verhältnisse  auf  empirische  Verhältnisse  ist,  wobei  die  Empirie 
selbst  das  letzte  Wort  zu  sprechen  hat.  Hagen  hat  freilich  eine, 
gewiss  sinnreiche,  aprioristische  Ableitung  des  Gauss' sehen  Fehler- 
gesetzes zu  geben  versucht,  welche  zugleich  als  Begründung  des  da- 
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mit  zusammenhangenden  Principes  des  arithmetischen  Mittels  zu  gelten 
haben  würde;  indess  ist  schon  von  anderer  Seite  dagegen  bemerkt 
worden,  dass  die  Voraussetzungen,  von  welchen  Hagen  dabei  aus- 
geht, nichts  weniger  als  evident  sind,  und  anstatt  eine  empirische 
Bewahrung  des  Gesetzes  zu  ersparen,  zu  ihrer  eignen  Aufrechthaltung 
solche  fodem.  Meines  Erachtens  nun  dürfte  sich  die  Entscheidung 
in  dieser  Hinsicht  schliesslich  an  folgende  Puncte  knüpfen. 

i)  Eben  so  wesentlich  als  mit  der  Gleichheitseigenschaft  jedes 
Jf^  die  potenzielle  Eigenschaft  desselben  zusammenhangt,  hangt  mit 
der  Gültigkeit  seines  Principes  die  Gültigkeit  eines  bestimmten  Wahr- 
scheinlichkeitsgesetzes der  Abweichungen  ^/  in  Bezug  dazu,  kurz  ein 
bestimmtes  (pn^^  zusammen,  wonach  das  betreffende  Mittel  nur  in- 
sofern der  wahrscheinlichste  Werth  sein  kann,  der  sich  aus  den 
Beobachtungen  folgern  lasst,  als  zugleich  ein  bestimmtes  Wahr- 
scheinlichkeitsgesetz der  Abweichungen  in  Beziehung  dazu  besteht.  *) 
Also  wird  man  dasjenige  M^  vorzuziehen  haben,  bezüglich  dessen 
sich  das  damit  in  Beziehung  stehende  Wahrscheinlichkeitsgesetz  (p^^ 
der  Beobachtungsfehler  in  der  Erfahrung  bestätigt.  Diess  trifft  nun 
bei  dem  Gesetze  zu,  welches  Gauss  aus  dem  Princip  des  arithme- 
tischen Mittels  theoretisch  abgeleitet  hat,  indem  nicht  nur  er  selbst, 
sondern  auch  Bessel  dasselbe  an  astronomischen  Beobachtungsfehlem 
bewahrt  hat.  Hiemit  scheint  die  Gültigkeit  des  Principes  des  arith- 
metischen Mittels  sicher  erwiesen,  und  hat  man  auch,  insoweit  man 
überhaupt  empirische  Beweise  gesucht  hat,  sich  hieran  gehalten. 

Inzwischen,  nachdem  sich  dem  arithmetischen  Mittel  die  andern 
Potenzmittel  als  beachtenswerth  zur  Seite  gestellt  haben,  blieb  doch 
folgender  Einwand  möglich.  Die  Bewährungen  des  Gesetzes  durch 
Erfahrung  mittelst  einer  endlichen  Zahl  von  Beobachtungs werth en 
können  immer  blos  approximativ  sein.  Gesetzt  nun,  die  Wahr- 
scheinlichkeitsgesetze (pn^/  wichen  für  die  verschiedenen  Af„  eben  so, 
wie  es  von  den  Af^  selbst  bei  Ableitung  aus  einer  nicht  gar  zu  ge- 
ringen Zahl  von  Beobachtungswerthen  derselben  Grösse  gilt,  wenig 
von  einander  ab,  so  könnte  dieselbe  Bewahrung  dem  einen  wie  dem 
andern  M^  zu  statten  kommen,  und  wäre  dadurch  noch  nicht  ohne 
Weiteres  über  den  Vorzug  des  M,    vor   den  andern  M,^  entschieden. 


*)    Vrgl.  hierüber  u.  a.   Encke   im  astronom.  Jahrb.   f.   1834.  S.  264.  268. 
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Also  schien  es  nützlich,  das  fUr  die  verschiedenen  itf^  zur  Gülligketl 
ihres  Principes  zu  fodernde  Wahrscheinlichkeitsgesetz  allgeaiein  zu 
bestimmen,  was  meines  Wissens  bisher  nicht  geschehen  ist.  Indeiu 
ich  nun  im  folgenden  Abschnitte  darauf  eingehe,  zeigt  sich,  dass 
diese  Gesetze,  iingeachtet  nach  einem  gemeinsamen  Princip  ableitbar, 
in  den  numerischen  Ergebnissen  so  von  einander  und  von  dem  l)e- 
züglich  des  M^  insbesondere  gültigen  abweichen,  dass  nicht,  daran 
zu  denken,  eine  fUr  letzteres  gültige  Bewährung  zugleich  als  eine 
solche  für  die  Gesetze  bezüglich  der  anderen  Mittel  geltend  zu  machen ; 
wonach  man  in  jedem  Falle  im  physikalischen  und  astronomischen 
Beobachtungsfelde  an  das  arithmetische  Mittel  als  sichersten  Werth 
gebunden  bleibt,  insoweit  diess  Feld  der  überall  hier  vorausgesetzten 
symmetrischen  Fehlerwahrscheinlichkeit  genügt. 

2)  Theile  man  eine  Beobachtungsreihe  aus  vielen  Werthen  o, 
deren  Gesammtzahl  N  sei,  in  z  Fractionen  aus  einer  gleichen  Anzahl 
m  von  Werthen,  so  dass  zm=N^  unter  Belassung  der  zufälligen  Folge, 
in  der  die  Einzelwerthe  a  erhalten  worden  sind ,  und  bestimme  aus 
jeder  dieser  Fractionen  insbesondre  die  ihrer  Sicherheit  nach  zu  ver- 
gleichenden M  von  verschiedener  Ordnung,  was  im  8.  Abschnitt 
mit  den  drei  untersten  Mitteln  A/^,  3/^,  M2  geschehen  und  auch  hier 
zur  Fixirung  der  Vorstellung  angenommen  werden  soll,  so  wird  man 
aus  denselben  z  Fractionen  z  Bestimmungen  von  jedem  der  drei 
Mittel,  sog.  Fractionsmittel ,  erhalten.  Dazu  bestimme  man  auch  die 
dreierlei  Mittel,  als  Totalniittel ,  aus  der  zusammengefassten  unfrac- 
tionirten  Totalität  der  N  Werthe  a.  Natürlich  wird  die  Totalbestim- 
mung,  als  aus  z-mal  so  viel  Werthen   als  jode  Fractionsbestimmung 

geschehen,  genauer  sein,  als  die  einzelnen  im  Durchschnitt  sind,  und 

• 

unter  den  Totalmitteln  jedes  nach  Massgabe  sichrer,  als  die  einzelnen 
Fractionsmittel  weniger  darum  schwanken.    Zeigt  sich  nun,  dass  dte 
einzelnen  Fractionsmittel  A/j  weniger  um   das  arithmetische  Total-jMi 
schwanken,  als  die  Fractions-A7o  und  Mj  um  die  entsprechenden  Total- 
mitte],  so  wird    dem   arithmetischen  Mittel   als    dem    sichersten    d^^ 
Vorzug  zu  geben  sein.     In   der  That   aber  wird  der  8.  iVbschnitt   ^^ 
den  darin  geprüften,  das  Gesetz  der  Beobachtungsfehler  befolgendem*^? 
Reihen  aus  je  90  Werthen   a  zeigen,  dass   das   arithmetische  Mitt-^' 
A/,  im  Durchschnitt  der  Ergebnisse  einen  solchen  Vortheil  vor  Mf 
und  3/2  entschieden  genug  behauptet,  indess  die  mit  vorkommenden 
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hei  36  Sumnicnbestiinmungen)   durch  Zu- 
;i<  iliing  wohl  erklärUch  sind,  mit  Rücksicht, 
i»li(  liere  Abvveichungsverhältnisse  mitunter  ein- 
ilasjs  sie  seltener  als  die  wahrscheinlichem  sind. 
iasst   dieser  empirische  Beweis   für  den  Vorzug  des 
iiitels   von   ungerader  Ordnung,   nach  Vergleich   mit  den 
iii)aniiitteln  3/,,  und  M2  von  gerader  Ordnung,  für.  sich  noch 
i-iiiwurf  Raum,  dass   der  Vorzug    eben   nur  an   der  ungeraden 
uliiiing   des  iVj   hängen  möge.     Doch  liegt   kein  bestimmter  Grund 
V  or,  hieran  einen  Vorzug  zu  knüpfen.    Zur  vollständigeren  empirischen 
Beseitigung  des  Einwurfes  würde  der  Vergleich  noch  auf  M,  auszu- 
dehnen sein;   nur  möchte  schwerlich   jemand  Geduld  genug   haben, 
die    dazu     erfoderliche    Bestimmung    so     vieler    Fractionsmittel    aus 
Gleichungen  dritten  Grades  durchzuführen,  nachdem  der  vorige  Grund 
schon  für  sich  allein  als  durchschlagend  anzusehen  ist.    Auch  können 
nach   der  Bewährung  des  Gauss'schen  Fehlergesetzes   bezüglich  M^ 
die    Unsicherheitsverhältnisse    bezüglich    der   andern   Potenzmittel   als 
Rechnungssache  gelten,  ohne  dass  es  doch  nöthig  ist,  eine  besondere 
Rechnung  desshalb  vorzunehmen,  insofern  nach  jenem  Gesetze  jeder 
andre  Werth    überhaupt,   also   auch  jeder    andre    Potenzmittel werth 
als  Ml,  unwahrscheinlicher  als  dieser  Werth  ist.     Wenn  nun  hienach 
die  im  8.  Abschnitt  geführte  empirische  Untersuchung  keine  wesent- 
liche  Verstärkung   des  vorigen   Grundes   gewährt,   da  ihr   Resultat 
nach  demselben  vorauszusehen  war,  so  dürfte  sie  doch  als  factische 
Bestätigung  dieser  Voraussicht  demselben  immerhin  zur  Unterstützung 
und   zugleich    zur  Veranschaulichung  und  Erläuterung  der  hiebei  ins 
Spiel  kommenden  Abweichungsverhältnisse  dienen  können. 

Noch  kann  man  folgende  drei,  wenn  auch  nicht  für  sich  allein 
durchschlagende,  Puncto  für  die  Bevorzugung  des  arithmetischen 
Mittels  als  Beobachtungsmittel  vor  andern  Potenzmitteln  geltend 
machen. 

Erstens.  Wenn  ich,  wie  vorhin  angegeben,  eine  grössere  Be- 
obachtungsreihe in  z  Fractionen  aus  gleich  viel  Worthen  theile,  aus 
jeder  Fraction  das  arithmetische  iMittel  der  Einzelwerthe  besonders 
bestimme,  und  das  arithmetische  Mittel  dieser  arithmetischen  Fractions- 
mittel nehme,  so  erhalte  ich  einen  Werth,  der  genau  und  nothwendig 
mit  dem  arithmelischen  Total  mittel  der  ganzen    unfractionirt  behau- 
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delten  Werthe  zusammenföllt.  Das  Entsprechende  hie  von  findet  aber 
bei  keinem  andern  Potenzmittel  statt;  sondern  man  wird  nur  sagen 
können,  dass  das  Mittel  aus  den  Fractionsmitteln  sich  dem  Total- 
mittel aus  der  Gesammtzahl  der  Werthe  mehr  nähert,  als  diess  durch- 
schnittlich von  den  einzelnen  Fractionsmitteln  gilt.  Auch  ohne  Be- 
obachtungsfehler oder  Abweichungen,  die  das  gleiche  Gesetz  befolgen, 
vor  sich  z^  haben,  kann  man  sich  hievon  an  beliebigen  Zahlen- 
beispielen  überzeugen. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  schon  oben  zum  Beispiel  gebrauchlen 
8  Ziffern  des  zußlllig  aufgeschlagenen  Logarithmus  von  6700  als  eben 
so  viel  Werthe  a,  und  fügen,  um  9  Werthe  zur  Herstellung  von  3 
gleichzahligen  Abtheilungen  ä  i/i=3  zu  haben,  die  unter  diesen  ZifTern 
noch  fehlende  1  vorn  hinzu,  so  haben  wir,  ohne  die  ursprungliche 
Reihenfolge  der  Ziffern  übrigens  zu  ändern,  folgende  3  Abtheilungeo: 

1,  3,  8  I  2,  6,  0  I  7,  4,  8 

Die  arithmetischen  Fractionsmittel  sind  4;  2,667;  6,333,  und  das 
arithmetische  Mittel  hieraus  4,333,  übereinstimmend  mit  dem.  was 
man  erhält,  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aus  der  Totalreihe 
ohne  Fractionirung  derselben  zieht. 

Hingegen  sind  die  drei,  nach  Ordnung  der  Ziffern  jeder  Fraclion 
sich  ergebenden,  Fractionscentralwerthe  3,  2,  7,  und  der  aus  diesen 
3  Werthen  rcsultirende  Centralwerth  3,  indess  der,  aus  der  Total- 
reihe nach  Ordnung  derselben  sich  ergebende,  Centralwerth   4  ist. 

Ferner  sind  die  3  Fractionsmittel  M^  nach  Anwendung  der  S.  43 
gegebenen  Regeln  4,3666;  2,9282;  und  6,1010;  aus  welchen  nach 
Anwendung  derselben  Regeln  4,518  als  M2  dieser  3  Fractions-itf2  resul- 
tirt,  wogegen  die  Totalreihe  ohne  Fractionirung  4^324  giebt. 

Auch  macht  es  bei  dem  arithmetischen  Mittel  keinen  Unterschied, 
wie  man  die  Einzelwerthe  der  gesammten  Reihe  zu  den  FractioneD 
combinirt,  aus  deren  Mitteln  man  ein  letztes  Mittel  zieht,  wohl  aber 
bei  den  andern  Potenzmitteln.  In  der  That,  wenn  nch  die  obigen 
Zahlen  nur  mit  veränderter  Ordnung  zu  folgenden  drei  Fractionen 
combinire 

2,  3,  4  I  1,  6,  8  I  0,  7,  8, 

so  sind  die  Fractions-(]entralwerthe  3,  6,  7  und  der  daraus  rcsul- 
tirende definitive  (iCntialwerth  nicht  mehr  wie  der  obige  3,  sondern  6. 
Die  drei  Fractions-3/^   aus   denselben   so   angeordneten  Werthen   sind 
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jetzt  3;  i,633i  und  4,i170;   und  das  daraus  resultirende  M^  nicht 
mehr  4,518  sondern  3,899. 

Inzwischen,  so  günstig  diess  für  das  Princip  des  arithmetischen 
Mittels  erscheint,  auch  schon  sonst  für  dasselbe  im  Vergleich  mit 
andern  Mitteln  überhaupt  geltend  gemacht  worden  ist,  erscheint  es 
doch  für  sich  allein  nicht  völlig  entscheidend,  denn  wenn  zugestan- 
denermassen  nur  eine  unendliche  Totalzahl  das  richtige  Resultat 
geben  kann,  so  ist  es  nicht  selbstverständlich,  dass  eine  fractions- 
weise  Behandlung  der  empirisch  vorliegenden  endlichen  Totalzahl 
und  Ziehung  des  definitiven  Resultates  aus  den  Fractionsresultaten 
die  Ziehung  desselben  aus  der  ungetrennten  Totalität  müsse  vertreten 
können.  Auch  kann  man  bemerken,  dass  das  arithmetische  Mittel 
denselben  Vortheil,  den  es  gegen  die  andern  Potenzmittel  in  dieser 
Hinsicht  beweist,  doch  nicht  gegen  Mittel  jeder  andern  Art  beweist, 
so  namentlich  nicht  gegen  das  geometrische  Mittel,  noch  auch,  was 
schon  früher  anderwärts  bemerkt  worden  ist,  gegen  Mittel  von  der  Form 


V 


a*+    +c*      ^  deren  im  letzten  Abschnitte  gedacht  werden  wird. 


m 


Zweitens.  Die  Bestimmungsweise  des  arithmetischen  Mittels 
ist  von  allen  Potenzmitteln  die  einzige,  welche  niemals  und  in  keiner 
Hinsicht  eine  Zweideutigkeit  einschliesst ;  man  kann  aus  gegebenen 
Bcobachtungswerthen  a  stets  nur  einen  bestimmten  Werth  als  arith- 
metisches Mittel  ableiten.  Hiegegen  wurde  schon  bemerkt,  dass  beim 
Centralwerth  im  Falle  einer  geraden  Anzahl  von  Werthen  eine  prin- 
cipielle  Unbestimmtheit  in  der  Lage  desselben  zwischen  seinen  zwei 
Seitenwerthen  statt  findet;  bei  höheren  Potenzmitteln  über  dem  arith- 
metischen aber  giebt  der,  mit  der  Ordnung  desselben  übereinstim- 
mende, Grad  der  Gleichung,  woraus  sie  zu  bestimmen,  stets  eine 
Mehrheit  von  Werthen  dafür,  von  denen  allerdings  die  imaginären 
und  ausserhalb  der  Reihe  der  a  fallenden  als  unbrauchbar  zu  ver- 
werfen sind;  doch  würde  erst  noch  zu  untersuchen  sein,  ob  nicht 
bei  höheren  Potenzmitteln  auch  mehrere  reale  Werthe  in  die  Reihe 
fallen  können,  welche  zugleich  als  Ausgangswerthe  verschiedener 
Minimalsummen  in  VerhäUniss  zu  ihren  Nachbarwerthen  anzusehen; 
und  jedenfalls  ist  es  schon  als  ein  Vorzug  des  arithmetischen  Mittels 
anzusehen,  dass  es  keine  zu  beseitigende  Nebenwerthe  hat. 
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Drittens.  Der  arithmetische  Mittelwerth  ist  nach  den  ErörteroB- 
gen  und  Formeln  S.  44.  46  von  allen  Potenzmittelwerthen  der  einzige, 
desTsen  Veränderungen  in  genauer  und  einfacher  Proportionalität  mit 
den  Verminderungen  der  Einzelwerthe ,  aus  denen  er  zu  bestimmen 
ist,  stehen. 


VII.  Wahrscheinlichkeitsgesetze  der  Abweichungen 

bezüglich  der  verschiedenen  Potenzmittel  unter 

Voraussetzung  der  Gültigkeit  ihres  Principes. 

Von  dem  Motiv  urfd  allgemeinen  Gesichtspunct  der  Bestimmung 
dieser  Gesetze  ist  S.  57  gesprochen.  Indem  ich  im  Princip  und  der 
Ausführung  dieser  Bestimmung  wesentlich  dem  Gange  folge,  nach 
welchem  Encke  in  s.  Abh.  über  die  Methode  der  kl.  Qu.*)  das  Wahr- 
scheinlichkeitsgesetz der  Abweichungen  bezüglich  des  A  oder  üf,  ab- 
geleitet hat,  nur  mit  Verallgemeinerung  dieses  Ganges  auf  beliebige 
Abweichungspotenzen,  glaube  ich  der  umständlichen  und  etwas  weites 
Ausholen  eribdernden  Auseinandersetzung  desselben  durch  Verweisung 
auf  jene  Abhandlung  überhoben  zu  sein,  und  werde  mich  demnach 
wesentlich  auf  die  Resultate  beschränken,  wobei  folgende  Bezeich- 
nungen in  Rücksicht  kommen. 

Mit  e  wird  folgends  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen, 
mit  TT  die   Ludolfsche  Zahl,   mit  (p^.^  die  Wahrscheinlichkeit  eine.> 
Fehlers  bezüglich  eines  Potenzmittels  M„  bezeichnet,  sofern   sie  eine 
Function  (p  der  Grösse  von  ^  und  des  Index  n  ist.     Unter  verhall- 
nissmässiger  Zahl   der  Fehler  von  0  bis  J  verstehe   ich   den  Brucli— 
theil  von  der  Gesammtzahl  der  Fehler  bezüglich  eines  Mittels  Jlf^,  def 
nach     dem    betreffenden    Wahrscheinlic^hkeitsgesctze    zwischen    den 
GrössengrUnzen   der   Fehler  0    und  .7  enthalten    ist,    und    bezeichne 
ihn  mit   V„.     Alle  Fehler  werden  nach  absolutem  Werthe  genommen, 
und  symmetrische  Wahrscheinlichkeit  derselben  vorausgesetzt. 

Wie  bekannt  nun,  und  aus  den  unten  zu  gebenden  allgemeinen 


•)    Astronom.   Jahrb.    f.    1834.   S.  259.  264.  280. 
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rmeln  als  besonderer  Fall  folgend,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
blers  nach  dem  Principe  des  arithmetischen  Mittels, 

V\^'==^^^^'''^' (36) 

i  hienach: 

Y,=f\,JdJ (37) 

rin  A=  -7i=^7^9  wenn  q  den  quadratischen  Mittelfehler  (Quadrat- 

i*zel  aus  dem  mittleren  Fehlerquadrat),  #  das  einfache  Fehlermittel 
üglich  3fj  bedeuten.    In  die  Formel  für  Vi  ist  der  Werth  von  yiz/ 
der  vorhergehenden  zu  substituiren. 

Das  Integral  Vi  ist  bekanntlich  nicht  in  endlicher  Form  darstell- 
,  aber  für  nicht  zu  grosse  Werthe  von  J  durch  die,  für  Werthe 

i    ^-<Cy^  convergirende  unendliche,  Reihe 

rin  v=-^  ausdrürkbar  und  hienach  und   nach   einer  andern,   für 

•sse  Werthe  von  J  convergirenden,  Reihe  in  einer  bekannten  Tabelle 

rin  /  =  —7—  für,    von  0  an  wachsende,  Gränzen  J.   nach   deren 

rhültniss  zu  ^yn  berechnet. 

um  nun  hienächst  vor  den  allgemeinen  Formeln  die  für  den 
niralwerth  insbesondere  daraus  folgenden  zum  Vergleich  mit'  den 
rigen  darzubieten,   so  hat  man  bezüglich    C  oder  M^  sehr  einfach 

)rin   V^  wie  man  sieht,  in  endlicher  Form  erscheint. 

Das  e  ist  principiell  hier  nicht  mehr  das  einfache  Mittel  der 
(üglich  Jtfi  sondern  bezüglich  M^  genommenen  Abweichungen ;  aber 
der  voraussetzlich  symmetrischen  Wahrscheinlichkeit  der  Beobach- 
igsfehler  fallen  bemerktermassen  alle  M  wesentlich  (im  Sinne  von 
7  u.  8  verstanden)  zusammen,  und  wenn  diess  bei  endlicher  Zahl  der 
irthe  nicht  mehr  der  Fall  ist,  so  kann  doch  in  den  allgemeinen 
ihrscheinlichkeitsformeln  nur  der  wesentliche  Fall,  von  welchem 
allig  nach  einer  oder  der  andern  Seite  abgewichen  wird, 
ücksichtigt  werden. 

Wohl  zu  merken  nun,  ist  die  durch  die  Formeln  (39) 
gedrückte  Vertheilungsweise  der  Abweichungen  die,  welche 
n    zu    erwarten    haben   würde   und   zu  fodern   hat,    sollte    das 
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Princip  des  Centrahverthes  in  dem  S.  57  angegebenen  Sinne 
gültig  sein;  insofern  sich  aber  diese  Yertheilungsweise  nicht 
bestUtigt,  bestätigt  sich  auch  die  Gültigkeit  dieses  Principes  nicht. 
Und  da  man  von  anderer  Seite  schon  das  Abweich ungsgesetz 
bezüglich  des  arithmetischen  Mittels  mit  erwünschter  Approximation 
bestätigt  gefunden  hat,  so  gilt  es,  wie  früher  bemerkt,  blos  zuzu- 
sehen, ob  das  bezüglich  des  Centralwerthes  gefundene  zu  Resultaten 
führt,  welche  mit  denen  bezüglich  des  arithmetischen  Mittelwerthes 
noch  nahe  genug  stimmen,  um  eine  Concurrenz  damit  zuzulassen; 
man  sieht  aber  sofort  aus  der  grossen  Abweichung  zwischen  der 
Form  von  (p^  und  ^i,  dass  diess  nicht  der  Fall  sein  kann,  und  diess 
bestätigt  sich,  wenn  man  V^  und  \\  für  einige  Gränzwerthe  J  ver- 
gleich ungsweise  nach  den  gegebenen  Formeln  berechnet. 
In  der  That  findet  man  hienach 


Von 
z/sO  bis 


T 

f 
ki 


bez.  ^0 


Vi 
bez.  M^ 


0,39347 
0,63242 
0,86466 
0,94540 


0,31006 
0,57506 
0,88946 
0,99885 


Wie  man  sieht  ist  das  \\  bis  --^=y  so  wie  bis  ^=£  erheblich 

grösser  als  das  Vj  und  die  Vertheilung  bezüglich  ilfo  im  Ganzen  ver- 
haltnissmlissig  gleichförmiger,  als  bez.  5/,. 

Was   nun  die  allgemeinen  Formeln  für  beliebiges  n  anlangt,  so 
finde  ich  Folgendes: 

Hierin  sind  K^  und  h  Constanten,  welche  bezüglich  jedes  n  einen 
besondern  Werth  annehmen.  Und  zwar  ist  allgemein  für  ein  gege- 
benes n 

A«+i_ 1 

worin  <j^/"'*"^>  das  arithmetische  Mittel  der  gesammten,  zur  (n-hl)- 
ten  Potenz  erhobenen  Fehler  bedeutet  Hieraus  ist  h  durch  Aus- 
ziehung der  n-i-1.  Wurzel  zu  gewinnen.  K^  hangt  von  einem  be- 
stimmten Integral  ab,  ist  nümlich  allgemein 
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jsr.= 


4 


"**        '»+00      -1«+^ 


f- 


00 


e"'      di 


welcher  Werth  sich  für  n=0  auf  4,  für  n=:1   auf -7-  reducirt. 

Hienach    findet    sich    durch    Uebersetzung    in    eine    unendliche 
Reihe  z.  B.  fUr  M^ 

^3=^3  (t—tt+ttt:  -^H 

was  eben   so  wie  die  Ausdrücke  für  höhere  V  einem  ganz  andern 
Gange  entspricht,  als  der  unter  (36)  gegebene  Ausdruck  für  V]. 


VIII.  Bewähnmg  des  Gauss'schen  Wahrscheinlichkeits- 
gesetzes  der  Abweichungen  an  den  thermischen  Monats- 
abweichungen. Empirische  Vergleichung  der  Sicherheit 

der  drei  niedersten  Potenzmittel. 

Im  6.  Abschnitt  ist  unter  andern  Gründen  für  die  Bevorzugung 
des  Principes  des  arithmetischen  Mittels  M^  vor  dem  Principe  ande- 
rer Potenzmittel  im  physikalischen  und  astronomischen  Beobachtungs- 
gebiete geltend  gemacht,  dass,  wenn  man  eine  längere  Beobachtungs- 
reihe bezüglich  derselben  Grösse  in  z  Abtheilungen  fractionirt,  deren 
jede  eine  gleiche  Zahl  m  von  Beobachtungswerthen  enthält,  man  die 
arithmetischen  Mittel  M^  dieser  Abtheilungen  durchschnittlich  weniger 
vom  arithmetischen  Totalmittel  der  Reihe  abweichend,  weniger  darum 
schwankend,  findet,  als  wenn  man  andere  Potenzmittel,  als  wie  itfo? 
ift?  sius  denselben  Fractionen  zieht,  und  ihre  Schwankungen  um  das 
entsprechende  Potenzmittel  der  ganzen  Reihe  mit  den  vorigen 
Schwankungen  vergleicht,  mag  man  bei  dem  Vergleiche  der  Schwan- 
kungen die  einfachen,  quadrirten  oder  cubirten  Abweichungen  der 
einzelnen  Fractionsmittel  vom  Totalmittel  2;^  ^  Grunde  legen ,  Aus- 
nahmen von  dieser  Regel  im  Einzelnen  dabei  zugestanden.  Dazu 
sollen  jetzt  die  Belege  folgen. 

Nun  wäre  hiezu  eigentlich  nöthig,  eine  längere  physikalische 
oder  astronomische  Beobachtungsreihe  bezüglich  derselben  Grösse  zur 
Disposition  zu  haben,   ohne  dass  ich  mir  eine  solche,  zum  Zwecke 

AbhAüdl.  d.  K.  8.  Oesellsch.  d.  WiiMnsch.   XVm.        ^  5 
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hinreichend  geeignete,  zu  verschaffen  gewusst.  Aber  nachdem  sich 
das,  durch  das  Integral  (37)  ausgedrückte,  Gauss 'sehe  FeblergeseU 
für  Beobachtungen  dieser  Art  hinreichend  bestätigt  hat,  wird  man 
ihnen  Beobachtungen,  welche  dasselbe  Gesetz  befolgen,  fUglich  ßlr 
unsem  Zweck  substituiren  können;  und  da  diess  nach  dem  Belege, 
den  ich  hiezu  sofort  folgen  lasse,  von  den  thermischen  Monate 
abweichungen  gilt,  von  welchen  Dove  ein  reiches  Material  in  ver- 
schiedenen Jahrgängen  der  Abhandlungen  der  Bari.  Akademie  zu- 
sammengestellt bat,  so  werde  ich  davon  hier  für  unsem  Zweck 
Gebrauch  machen. 

Zum  Yerständniss  des  Ausdrucks  »thermische  Monatsabweichungen« 
Folgendes. 

Die,   aus  den  30  oder  31   Tagen  eines   gegebenen  Monates  an 
einem  gegebenen  Orte  bestimmte,  arithmetische  Mitteltemperatur  des 
Monats  ist  in  jedem  Jahre  etwas  verschieden.     Zieht  man    nun  aus 
den  durch  eine  Reibe  von  Jahren  hindurch  bestimmten  Miiteltempera- 
turen  desselben  Monates  für  denselben  Ort  das  allgemeine  arithmetische 
Mittel  und  ninuut  die  Abweichungen  der  einzelnen  Monatsniittel  davon, 
so  hat  man  das,  was  ich  Kürze  halber  thermische  MonatsabweiebuDgen 
nenne.      Ungeachtet  sie  direct   bezüglich  des   arithmetischen   Mittels 
bestimmt  sind,  hindert  doch  nichts,  beliebige  andere  Potenzmittel  mit 
zugehörigen  Abweichungen  daraus  eben  so  zu  bestimmen,  als  wens 
man  statt  der  Abweichungen  vom   arithmetischen  Mittel  die  Wertbe, 
welche  diese  Abweichungen  geben,  selbst  vor  sich  hätte.    Denn  man 
braucht  ja   nur  zu  jeder   der   thermischen  Monatsabweichungen  do) 
arithmetischen   Mittelwerth,    bezüglich    dessen   sie  als    positive   und 
negative  bestimmt  sind,  wieder  (algebraisch)  zugefügt  zu  denken,  so 
hat  man   darin  die  ursprünglichen  Beobachtungswerthe  a  selbst,  um 
die  es  zu  thun  ist ;  ohne  dass  es  doch  nöthig  ist,  dieses  Mittel  wiri- 
lich  zuzufügen,   da   sich  in  den   hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Yer- 
hilltnissen   der  Abw^eichungen   überhaupt   nichts   ändert,   wenn   man 
allen  denselben  Werth,  sei  es  das  arithmetische  Mittel  oder  einen 
andren  Werth,  zufügt  oder  davon  abzieht.    Also  können  uns  die,  in 
Dove's  Tabellen   angeführten,  thermischen  Monatsabweichungen  die 
Werthe  a,  die  ^vir  zur  Ableitung  unsrer  Potenzmittel  brauchen,  unmittel- 
bar vertreten,  wie  unten  an  einem  Beispiele  besonders  auszuführen. 

Für  unsern  Zweck  habe  ich  nun  von  den  90  jährigen  Beobaeb- 
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tongen  (von*  1775  an)  für  Wien,  welche  sich  in  den  Abhandlungen 
der  Berl.  Akad.  f.  1866  finden,^)  die  Beobachtungen  für  die  4 
Monate  Januar,  April,  Juli  und  October  benutzt,  und  gebe  zuerst  in 
folgender  Tabelle  den  Beleg  für  die  wesentliche  Zusammenstimmung 
derselben  mit  dem  durch  (37)  ausgedrückten  Wahrscheinlichkeits- 
gesetze der  Fehlervertheilung.  In  dieser  Tabelle  ist  unter  »beob- 
achtet« angegeben,  wie  viel  von  den  90  Abweichungen  jedes  Monates 
bezüglich  des  arithmetischen  Mittels  zwischen  den  Gränzen  null  und 
einem,  in  der  ersten  Verticalspalte  angegebenen,  Abweichungswerthe 
enthalten  sind,  welcher  ein  bestimmter  Bruchtheil  oder  ein  bestimm- 
tes Multiplum  des  einfachen  Fehlermittels  €  ist,  wobei  die  Abwei- 
chungen auf  positiver  und  negativer  Seite  zusammengerechnet  sind; 
unter  »berechnet«,  wie  viel  nach  dem  Gauss' sehen  Gesetze  zwischen 
diesen  Grenzen  'enthalten  sein  sollten.  Dabei  hat  man  hauptsächlich 
den  Vergleich  der  beiden  letzten  Verticalspalten  ins  Auge  zu  fassen, 
welche  die  mittleren  Beobachtungswerthe  sämmtlicher  4  Monate  mit 
den  nach  (37)  berechneten  Werthen  zusammengestellt  geben,  indess 
die  vorhergehenden  4  Spalten  das  Resultat  der  einzelnen  Monate 
bieten.  Unten  findet  sich  noch  angegeben:  1)  ein  kleiner  Werth  «, 
der  den  arithmetischen  Mittelwerth  der  thermischen  Abweichungen 
jedes  Monates  bei  algebraischer  Zusammenrechnung  (also  mit 
Rucksicht  auf  das  Vorzeichen)  bildet,  und  eigentlich  null  sein  sollte, 
weil  die  Abweichungen  ja  bezüglich  des  arithmetischen  Mittels  gelten 
sollen,  wo  sie  sich  allgebraisch  zu  Null  compensiren  müssen.  Wenn 
diess  doch  nicht  genau  bei  den  in  der  Originaltabelle  angegebenen 
Monatsabweichungen  zutrifft,  so  hängt  diess  zwar  meist  nur  von  Ab- 
rundung  der  Einzelwerthe,  aus  denen  das  Mittel  gezogen  wird,  in 
Decimalen  ab;  sofern  diess  jedoch  nicht  überall  ganz  ausreicht, 
müssen  kleine  Rechnungsfehler  oder  Vorzeichenverwechselungen  im 
Original  angenommen  werden,  ohne  dass  jedoch  ein  erheblicher  Irr- 
thum  in  den  Resultaten  daraus  erwachsen  kann;**)  —  2)  der  ein- 
fache Mittelfehler  e  der  absolut  genommenen  Abweichungen. 


*)  Daraus  unter  dem  Titel:  Ueber  die  mittlere  und  absolute  Veränderlichkeit 
der  Temperatur  der  Atmosphäre,  von  Dove.  Berlin.  1867.  Hierin  die  Wiener 
Beobachtungen  S.  55. 

**)   Der  Werlh  a  ist  überall  so  klein,  dass  es  keinen  erheblichen  Unterschied 
macbeo    würde ,    wollte  man  ihn  überall  vernachlSssigen ;    ich  habe  aber  bei  Be- 
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Wenn  unter  den  Zahlen  der  Tabelle  einige  mit  dem  Bruchtheil 
0,5  vorkommen,  so  rührt  diess  daher,  dass,  wenn  eine  Gränze  genau 
mit  einem  Werlhe  der  Beobachtungsreihe  zusammenfällt,  der  darauf 
fallende  Werth  nur  mit  0,5  bis  zu  dieser  Grenze  mitzuzählen  ist. 


Zahl  der  Abweichungen  J  bezüglich  a  zwischen  den  in  der 

1.  Verticalspalte  angegebenen  Gränzen. 


Von  0 

Beobachtete  Zahlen  in 

den  einzelnen  Monaten 

Mittelzahlen  V  fär 
die  4  Monate. 

bis  J  SS 

Januar 

April 

Juli 

Oclober 

beob. 

ber. 

0,25« 

12 

<5,5 

11 

12 

42,63 

14,2 

0,5    - 

28 

24 

26 

24 

25,50 

27,9 

0,75- 

38 

39 

40 

41 

39,50 

40,5 

4,0    - 

53 

50 

49 

Ö4 

51,50 

51,8 

1,25- 

63 

60,5 

61 

63 

61,88 

61,3 

1,5    - 

69 

71 

71 

67 

69,50 

69,2 

1,75- 

75 

78 

76 

76 

76,25 

75,4 

2,0    - 

79 

83 

78 

80 

80,00 

79,6 

2,25- 

83 

86 

82 

83 

83,50 

83,4 

2,5    - 

87 

86 

86 

86 

86,30 

85,9 

2,75- 

90 

87 

87 

89 

88,30 

87,5 

3,00- 

.        90 

89 

89 

89 

89,30 

88,4 

oo 

90 

90 

90 

90 

90 

90 

a 

-0,047 

-0,«25 

-0,0147 

-1-0,0594 

€ 

4,986 

1,380 

1,014 

1,440 

Man    sieht,   dass    im  Mittel  der   4   Monate    sich  die    beobach- 
teten Werthe   sehr  gut   an   die  berechneten  anschliessen,     nur  dass 
sie  im  Anfange   der  Tabelle   ein  wenig   in  minus,  zuletzt  ein  wenig 
in   plus   davon  abweichen;    indess  die   Werthe  der   4  Einzelmonate 
nach  beiden  Seiten  um  die  berechneten  schwanken.    Hiezu  gebe  ich 
noch   für  doppelt  so    weit   auseinander  gehaltene  Gränzen   das  aus 
der  Sonderberechnung  der  1 2  Monate  zusammengefasste  Resultat  fur 
alle,   wozu  also  im  Ganzen  1080  Beobachtungen  beigetragen  haben. 
Natürlich  konnte  aus  der  Zusammenfassung  der  12  Monate  eine  noch 
genauere  Zusammenstimmung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung 
als    aus    blos   4   Monaten  erwartet    werden,    und    findet    sich  auch 
wirklich. 


Stimmung   des  Werthes   e  die  Abweichiingssumme  doch  gegen  a  gerechnet ,     und 
dann  auch  von  a  aus  die  Gränzen  der  ^  nach  beiden  Seiten  bestimmt. 
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Von  0  bis 

beob. 

her. 

0,5    e 

32^,5 

334,8 

1,0   - 

624,0 

624,4 

4,5   - 

832,0 

830,4 

2,0   - 

966,0 

960,7 

2,5   - 

4037,0 

4030,2 

3,0   - 

4063,0 

4062,0 

oo 

4080,0 

4080,0 

Gelegenilich  biezu  die  Bemerkung,  dass  ich  nach  einer  sehr  ausgedehnten 
Untersuchung  der,  von  Dove  in  verschiedenen  Abhandlungen  mitgetheilten, 
thermischen  Monatsabweichungen  für  Europa  und  Nordamerika  durchschnitt- 
lich eine  positive  Asymmetrie  der  Wintermonate,  und  eine,  doch  geringere, 
negative  der  Sommermonate  bezüglich  der  allgemeinen  (d.  i.  vieljahrigen) 
arithmetischen  Mitleltemperatur  des  Monates  gefunden  habe,  womit  in  angeb- 
barer  Weise  ein  durchschnittliches  gegentheiliges  Uebergewicht  der  negativen 
extremen  Abweichung  in  den  Winlermonaten ,  der  positiven  in  den  Sommer- 
monaten über  die  entgegengesetzte  extreme  Abweichung  zusammenhängt. 
Beides  erleidet  freilich  zufällige  Ausnahmen  und  stellt  sich  nur  bei  grösserer 
Zahl  der  Werthe  und  Vergleich  vieler  Orte  durch  die  Zufälligkeiten  durch  mit 
Sicherheit  heraus.  Für  Wien  insbesondere  ergeben  sich  aus  den  90  Werthen 
jedes  Monates  folgende  Besultate,  die  natürlich  für  sich  allein  noch  kein  hin- 
reichendes Fundament  für  obige  Begeln  gehen  würden,  da  man  mindestens 
die  in  den  Sommermonaten  sehr  geringen  Unterschiede  zwischen  m'  und  m^ 
sehr  wohl  auf  Zufälligkeiten  schreiben  kann,  und  in  Betreff  der  P  und  E^ 
sogar  unter  den  42  Fällen  3  Ausnahmen  von  der  Begel  findet.  Unterm'  und 
m,  verstehe  ich  die  Zahlen  der  positiven  und  negativen  Abweichungen,  unter 
P  und  E^  die  extremen  Abweichungen  beider  Seiten,  jene  wie  diese  bezüglich 
des,  das  arithmetische  Mittel  vertretenden,  beigefügten  a  gerechnet.  Anderwärts 
werde  ich  ausführlicher  auf  diesen  Gegenstand  eingehen. 


m' 

m, 

e 

E, 

a 

Januar 

47 

43 

5,34 

5,26 

-0,0472 

Februar 

48 

42 

4,04 

6,20 

+0,0625 

März 

50 

40 

3,95 

5,36 

•4-0,0196 

April 

46 

44 

5,79 

3,84 

-0,025 

Hai 

44 

46 

3,41 

3,05 

±0,0 

Juni 

44 

46 

4,08 

2,99 

-0,0163 

Juli 

44 

46 

3,06 

2,71 

-0,0147 

August 

44 

46 

4,92 

2,60 

+0,020 

September 

46 

44 

3,01 

2,16 

+0,010 

October 

45 

45 

3,52 

2,99 

+0,0594 

November 

47 

43 

2,34 

3,58 

-0,004 

December 

52 

38 

4,(9 

7,59 

-0,002 

Man  sieht,  dass  jedenfalls  in  den  4  Monaten,  die  uns  zu  dem,  Eingangs 
dieses  Abschnittes  angegebenen,  Zwecke  dienen  sollen,  die  Asymmetrie  merk- 
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lieh  vernachlässigt  werden  kann,  und  selbsl  eine  sU&rkere  und  entschiedenere 
Asymmetrie  würde  nach  der  S.  13  gemachten  Bemerkung  nicht  bindern,  das 
Gauss^sche  Fehlergesetz  noch  bei  Zusammenrechnung  der  Abweichungen 
beider  Seiten  merklich  bestätigt  zu  finden ,  wie  denn  der  December ,  der  die 
stärkste  Asymmetrie  zeigt,  sogar  fast  die  geringste  Summe  von  Abweichungen 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  gegeben  hat. 

Für  den  Hauptzweck  dieses  Abschnittes  habe  ich  nun  von  den 
4  Monaten  Januar,  April,  Juli  und  October  die  zwei  ersten  in  9  Ab- 
iheilungen d  m  =  10  Werthen,  die  zwei  letzten  in  18  Abiheilun- 
gen d  m  s=  5  Werthen  fractionirt.  Zum  Anhalt  Tür  die  weitere  Er- 
läuterung folgt  hier  die  erste  Abtheilung  (Decade)  der  ihermiscben 
Monatsabweichungen    (in  Graden  R,)  für    Januar,    und    zwar   unter 

1)  nach  der  ursprünglichen  Folge  der  10  Jahre  von  1775  an,  unter 

2)  nach  der  Grössenfolgc   geordnet,   wie   es   zur  weiteren  Behand- 
lung nöthig  ist. 

1)  — 1,00!  — 4,49 1  —  1, 69|  —  1,93|  —  1,67|  — 1,73 1  —  0,75|  2,85 

3,42|_3,i9 

2)  —  4,49 1  —  3,49 1  —  1,93|  — 1,73 1—1,69 1—1,67  |—1,OO|—0,75i 

2,85 1 3,42 
Der  Centralwerth  Mq  hie  von,  als  arithmetisches  Mittel  seiner 
beiden  Seitenwerthe  bestimmt,  ist  —  1,68,  der  arithmetische  Mittel- 
werth  Ml  ist  —  1,048,  und  da  dieser  zwischen  —  1,67  und  — 1,00 
fällt,  so  haben  wir  nach  der  S.  42  u.  43  gegebenen  Regel  zunächst  auch 
Mi  zwischen  denselben  Werthen  zu  suchen,  und  hienach  die  a  und 
a   zu  scheiden.    Diess  giebt  m'  =  6,  m  =  4,  /i  ss  2,  A  =  —  1,952 

und  k  =  13,3216;  woraus  x  =  M^  =  -^gs»^/»»^>»j_=  — o^6<65 

folgt,  da  der  andere  Werth  —  18,90  als  ausserhalb  der  Werthreihe 
fallend  nicht  in  Betracht  kommt.    Inzwischen  entspricht  dieser  Werth 
von  X  nicht  der  Voraussetzung,  dass  er  zwischen  —  1,67  und  — 1,00 
falle,  da  er  vielmehr  zwischen  —  0,75  und  -I-  2,85  f&llt;  also  ist  er 
zu  verwerfen,  und  zwischen   letztern  Werthen  zu  suchen,  was  nach 
demgemUsser  Scheidung  der  Werthe  a   und  a   giebt  m  =  8,  m^  =  2, 
^  =  6,  A  =  —  23,02,   k  =  26,447,   und  hieraus  x  =   —  0,625, 
welches   der  Voraussetzung  entspricht,   und  wobei  man  also  stehen 
zu  bleiben  hat.     Dabei  sieht  man  doch,  dass  schon  der  vorige,  nach 
falscher  Voraussetzung  berechnete,  Werth  dem  jetzigen  richtigen  sehr 
nahe  kam.     Uebrigens  gaben  von  den  9  Decaden  des  Januar  ausser 
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der  ersten  nur  noch  die  2.  und  9.  Decade  zu  einer  solchen  doppel- 
ten Rechnung  Anlass. 

Nachdem  nun  solchergestalt  in  allen  9  Decaden  des  Januar  die 
drei  Werthe  3fo,  Jtfi,  Jtfj  als  Fractionsmittel  bestimmt  waren,  wurden 
die  entsprechenden  Totalmitte]  aus  der  ganzen  unfractionirten  Reihe 
von  90  Werthen  bestimmt,  und  hienach  folgende  Zusammenstellung 
erbalten,  in  welcher  die  Totalmittel  unten  stehen. 

Fractions-if  des  Januar. 


Decade 

Ifg 

M, 

M2 

< 

-1,68 

-1,048 

-0,625 

2 

+0,60 

+0,798 

+1,064 

3 

+1,47 

+0,243 

+0,130 

4 

-0,43 

—0,293 

—0,109 

5 

+1,80 

+0,791 

+0,250 

6 

-0,62 

—0,610 

—0,504 

7 

+0,25 

-0,194 

-0,773 

8 

+0,42 

-0,113 

-0.450 

9 

-0,31 

+0,00» 

+0,215 

Tolal  Jlf 

+0,150 

-r0,0472 

—0,160 

Nun  wurden  zuvörderst  die  Abweichungen  der  9  einzelnen 
FractioDS-ilfo  dieser  Tabelle  vom  untenstehenden  totalen  Mq  algebraisch, 
d.  i.  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  genommen,  und  sowohl 
unpotenzirt,  als  quadrirt,  als  cubirt,  nach  abs.  Werthe  zusammen- 
gerechnet, was  ergab  ^Jszl.OS;  -S*^«  8,659;  i\^=:  12,545. 
Eben  so  wurde  mit  den  Fractions-itfi  und  M^  bezüglich  der  ent- 
.sprechenden  Totalmittel  verfahren;  um  schliesslich  die  bezüglich  der 
verschiedenen  Totalmittel  erhaltenen  Summen  mit  einander  zu  ver- 
gleichen;  und  dasselbe  geschah  mit  den  übrigen  3  Monaten. 

Zur  Vornahme  dieses  Vergleiches  folgt  nun,  nach  Vorausschickung 
einer  Tabelle  über  die  erhaltenen  Totalmittel,  für  alle  4  Monate  die 
Tabelle  der  Summen  der  einfachen,  quadrirten  und  cubirten  Ab- 
weichungen davon. 

Totalmittel  der  4  )fonate. 


Januar 
April 
Juli 
öclober 


4-0,15 
-h0,04 
-0,09 
4-0,025 


Mn 


-0,047 
-0,025 
-0,015 
-h0,060 


—0,160 
-h0,019 
4-0,081 
-h0,080 
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Summen  der  einfachen  und  potenzirten  Abweichungen  beiQg- 
lich  der  vorstehenden  Totalmittel  nach  absolutem  Werihe. 


Januar  ä  m  =s  1 0 


2J 
2J^ 


7,130 

8,539 

12,545 


4,047 
2,909 
2,402 


3,957 
2,448 
1,962 


April  ä  m  =  10 


SJ3 

5,130 
3,791 
3,057 

4,955 
3,942 
4,055 

5,288 
5,160 
6,576 

Juli  ä  ntaS 

8,88 
5,209 
3,426 

7,939 
5,112 
3,845 

8,644 
5,903 
5,024 

October  ä  ms  5 

SJ3 

9,840 
7,170 
6,299 

9,582 
6,920 
6,103 

9,923 
7,653 
6,744 

Man  sieht  nun,  dass  mit   einigen  Ausnahmen  (bezüglich  M^  im 
April  bei  ^J^  und  -S*^,  im  Juli  bei  S^;  bezüglich  M^  im  Januar 
bei  allen  drei  Summen)  das  Mittel  Mi  entschieden  in  Yortbeil  betreffs 
der  Kleinheit  der,  die  Schwankungsgrösse  um  das  Mittel  charakteri- 
sirenden,  Abweichungssummen  ist,  welche  Potenz  der  Abweichungen 
man  dabei  immer  massgebend  halten  will,  da  die  Sunmien  bei  ver- 
schiedener Potenz  der  Abweichungen   einander   fast   überall   parallel 
gehen.     Wenn  diess  doch  ein  paar  Ausnahmen   erleidet,   sofern  im 
April  ^J  für    Mq  grösser,    ^J^  und  ^J^  kleiner   als   Tür   Mi  sind, 
so  darf  diess  nicht  befremden,  da,  je  höher  die  Potenzining  der  Ab- 
weichungen getrieben  wird,  desto   mehr  die   kleinen  Abweichungen 
gegen  die  grossen  ihren  Einfluss  auf  die  Summe  verlieren. 

Eben  so  wenig  darf  befremden,  dass  die  Summen  mit  der  Höhe 
der  Potenzirung  der  Abweichungen  theils  abnehmen,  theils  zunehmen ; 
erstres  nmss  der  Fall  sein ,  wenn  die  Abweichungen ,  welche  <  1 
sind,  letztres,  wenn  die  Abweichungen,  die  >  1  sind,  den  grossem 
Einfluss  gewinnen. 

Bei  dieser  Untersuchung  liess  sich  zugleich  der  oben  S.  59  aus- 
gesprochene Satz  bestätigen,  dass  nur  für  das  arithmetische  Mittel 
eine  Uebereinstimmung   des  Totalmittels   der   ganzen  Reihe  mit  dem 
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Mittel  stattfindet*,  welches  aus  den  Fractionsmitteln  resultirt.  So 
^eben  die  obigen  9  Fractions-iWi,  für  Januar  ein  daraus  resultirendes 
i/o=-l-0i250,  und  die  9  Fractions-Af^  ein  resultirendes  Mjss — 0,0241, 
statt  der  angegebenen  Totalmittel  +-0,150  und  — 0,160,  und  stellen 
sich  überhaupt  die  Totalmittel  und  aus  den  Fractionsmitteln  resul- 
tirenden  Mittel  JWo  und  M2  so  zusammen. 


tot.              res. 

JW2 

tot.              res. 

Januar 
April 
Juli 
Oclober 

+0,15     +0,25 
+  0,04     —0,20 
—0,09     -0,U5 
+0,025  +0,020 

-Q,160   -0,0241 
+0,019  +0,H8 
+0,081    +0,0484 
+0,080  +0,151 

Nun  könnte*  man  meinen,  dass,  wenn  die  Abweichungen  der 
Fractionsmittel  bezüglich  des  aus  ihnen  resultirenden  Mittels  statt  wie 
oben  bezüglich  des  Totalmittels  genommen  wären,  so  würde,  gemäss 
der  potenziellen  Eigenschaft  der  Mittel,  2^J  bei  Mq,  ^J^  bei  Mj, 
2,*^^  bei  M2  in  allen  Monaten  am  kleinsten  sein  müssen,  was  aber 
keineswegs  der  Fall  ist,  da  vielmehr  die  bezüglich  der  resultirenden 
Mittel  erhaltenen  Summen  sich  nicht  sehr  von,  den  obigen  bezüglich 
der  Totalmittel  erhaltenen  unterscheiden,  wie  folgende  kleine  Tabelle 
für  den  Januar  lehrt,  in  welcher  die  Abweichungen  respectiv  bezüg- 
lich Ho  =  0,25,  Ml  =  0,047  und  ¥2=0,024,  als  resultirenden 
Mitteln  genommen  sind, 

bezüglich 


2J 

2J^ 

2J^ 


Mt\ 


ifi 


7,03 

8,66 

12,89 


4,047 
2,909 
2,402 


4,093 
2,678 
2,148 


Inzwischen  lehrt  eine  nähere  Ueberlegung  leicht,  dass  die  vorige 
Erwartung  nur  dann  im  Rechte  wäre,  wenn  die  Abweichungen  der- 
selben 9  Fractions-JWo  nicht  blos  von  dem  aus  ihnen  resultirenden 
M^j  wie  hier  geschehen,  sondern  auch  vergleichsweise  damit  von 
dem  resultirenden  Mi  und  M2  genommen  würden,  wo  man  nothwendig 
die  Summe  der  ersten  als  die  kleinste  finden  würde;  hingegen  rühren 
die  Summen  bezüglich  Mi  und  M2,  mit  welchen  hier  die  Summen  be- 
züglich Mo  verglichen  werden,  von  den  Abweichungen  der  Fractions-M, 
und  M2  bezüglich  der  aus  ihnen  resultirenden  Mittel  her. 
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IX.  Von  einigen  Mitteln,  welche  das  arithmetische 
Mittel  nnd  das  Aufsteigen  von  da  zn  hohem  Ordnungen 

mit  den  Potenzmitteln  gemein  haben. 

Verstehen  wir  überhaupt  unter  einem  Mittel  aus  gegebenen  Einzel- 
Werthen  einen  Werth,  der  nach  einem  bestimmten  Princip  so  aus 
diesen  Werthen  abgeleitet  wird,  dass  er  zwischen  dieselben  fällt, 
oder  kurz  eine  Function  der  Einzel werthe ,  welche  zwischen  die 
Gränzwerthe  Tallt,  so  giebt  es  natürlich  so  vielerlei  Mittel,  als  es 
Principe  solcher  Bestimmung  oder  Functionen  der  Art  giebt,  was 
unbestimmt  viele  sein  möchten ;  wonach  nur  solche  eme  besondere  Er- 
wlihnung  verdienen,  an  die  sich  ein  besondres  mathematisches  oder 
empirisches  Interesse  knüpft.  In  Rücksicht  hierauf  gedenken  wir  hier 
nur  zweier  Bestimmungsweisen,  welche  wie  die  der  Potenzmittel  zu 
Mitteln  von  verschiedener  Ordnung  führen,  und  darunter  das  arith- 
metische Mittel  mit  den  Potenzmitteln  gemein  haben,  indess  sie 
darüber  hinaus  in  anderm  und  von  einander  selbst  verschiedenem 
Sinne  aufsteigen.  Die  Einzelwerthe  sollen  hiebei  allgemein  mit  a 
oder  bei  Entwickelung  der  Formeln  mit  a,  6,  c  .  .  .  bezeichnet  wer- 
den, die  Zahl  derselben  mit  m,  die  Ordnung  des  Mittels  mit  n,  ein 
Mittel  von  der  n-ten  Ordnung  mit  ÜÄ^- 

1)  Eine  gewisse  Classe  hieher  gehöriger  Mittel,  welche  sich  um 
den  Namen  mit  den  von  uns  so  genannten  Potenzmitteln  streiten 
könnte,  ist  unter  den  Ausdruck 


^n=f 


Zan 


m 


zu  bringen,  wovon  das  arithmetische  Mittel  |/i±^±£:"  die  erste, 
v/o2,|,62,|,ci...  jj^  zweite  Ordnung  u.  s.  f.  repräsentirt.  Von  einem  Mittel 
nuUter  Ordnung  dieser  Art  ist  nicht  zu  sprechen,  da  a^=1,  mithin  auch 
-^^1,   und   l/l  =  1^=  I^   ist;    1^    aber   einen  unbestimmten 

Werth  zwischen  0  und  oo  reprüsentirt.  *)  Ich  wüsste  nicht,  welcher  Ge- 
brauch von  diesen  Mitteln  ausser  dem  J/i  in  Anwendung  auf  direct  er- 


')    Vrgl.   Cauchy  cours  d'Analyse  algebr.   p.  69. 
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me  BeobachtuDgsgrössen  a  zu  machen,  indess  die  Genauigkeits- 
immuDg  der  Beobachtungen  nach  Gauss'schemPrincip  zu  einer  An- 
düng  dieser  Art  Mittel,  unter  Ersatz  der  a  durch  die  Abweichungen  /^ 
iglich  des  arithmetischen  Beobachtungsmittels,  führt,  indem  ^2  = 

— ,  kurz  SS  q  den    dazu   dienenden   quadratisch   mittlem   Fehler 

€  ^  —  den  mittelst  der  Gleichung  6  =  1/—  9  nach  dem  Gauss'- 

3n  Fehlergesetze  daraus  ableitbaren  einfach  mittleren  Fehler  be- 
tet, indess  höhere  Mittel  dieser  Art  zur  Genauigkeitsbestimmung 
niedem  dienen  können,  wie  hier  nicht  auszufuhren.  Allgemein 
en  sich  die  Fehlerfunctionen  dieser  Art  nach  Gauss'schem  Fehler- 
itze als  Function  von  ^2  ^  q^  darstellen,  wie  man  in  Encke's 
I.  über  die  Meth.  d.  kl.  Qu.  im  astronom.  Jahrb.  f.  1834  S.  293 
;  Rucksicht  auf  S.  280  und  289)  finden  kann.  Hienach  ist  unter 
itz  der  a  durch  ^,' des  9)?2  durch  g,  und  Bezeichnung  der  Lu- 
fschen  Zahl  mit  n 

und  allgemein  ^    für 


n 


n  gerade  =  q  i\    [[l'.lz''"'*^ 

j  «^.7-     4  .2. 8. ...4(11-4) 

n  ungerade  ^  q  z^ . -~ 

Aus9Jl    erhält  man  hienach  ÜÄ    durch    Ausziehung    der    »-ten 

n  n 

•zel. 

2)  Eine  zweite  Art  hieher  gehöriger  Mittel  9)?^,  welche  man 
ibinationsmittel  nennen  könnte,  erlSiutert  sich  an  folgendem  Bei- 
le aus  i  Werthen  a,  6,  c,  d. 


gjjj  —  V/£±^+^  _  arithm.  Mi 


Mittel 


9^2  =  -p^^^^^^ 


bC'i-bä'i-cd 


acd-i-bcd 
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Fur  99^0  würde  man  auch  hier  einen  unbestimmten  Weiih  erhalten. 
Abgesehen  davon  beginnt  die  Reihe  dieser  Mittel  wie  die  Torige  mit 
dem  arithmetischen  Mittel,  schreitet  aber  nicht  eben  so  ins  Unbe- 
stimmte fort,  sondern  schUesst  mit  dem  geometrischen  Mittel. 

Allgemein  hat  man  zu  einem  Mittel  n-ter  Ordnung  dieser  Art 
aus  m  Werthen  alle  möglichen  Combinationen  ohne  Wiederholung  von 
je  n  Werthen  zu  bilden ,  welche  sich  aus  den  m  Werthen  darstellen 
lassen,  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glieder  mit  der  Zahl  dersel- 
ben, welche  ^ 

fHim— 4)m— 2) . .  .[m— ;n— 4;] 
1 .  2.  3.  ...  n 

ist,  ZU  dividiren,  und  aus  dem  Quotienten  die  n-te  Wurzel  zu  ziehen, 
Diess  sind  die  Mittel,  welche  Scheibner  in  den  Berichten  diesiT 
Societät  1873  p.  562  so  elegant  behandelt  hat,  worauf  hier  nicht 
näher  zurückzukommen  ist. 

Auch  von  dieser  Art  Mittel  ist  mir,  ausser  dem  arithmetischen 
und  geometrischen  Mittelwerthe,  keine  Verwendung  bekannt.  Immerhin 
aber  ist  bemerkenswerth,  wie  der  arithmetische  Mittelwerth  ein  Ver- 
knüpfungsglied für  Mittel  von  so  ganz  verschiedenem  Princip  der 
Bestimmung  bildet,  als  die  Potenzmittelwerthe,  die  mit  denselben 
um  den  Namen  streitenden  Mittelwerthe  unter  1)  und  die  Combina- 
tionsmittelwerthe  unter  2)  sind,  so  dass  man,  wenn  man  son.^t  keinen 
besondern  Grund  haben  sollte,  das  eine  Princip  dem  andern  vor- 
zuziehen, auch  hierin  einen  Grund  linden  könnte,  sich  an  das  arith- 
metische Mittel  als  das  allen  gleich  genügende  zu  halten. 
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C.  G.  J.  JACOBl. 

m  kann  die  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne  auf 
le  Weise  durch  allerhand  Triebwerke  und  Maschinerien 
len,  wie  wir  dies  bei  den  sogenannten  Planetarien  zu  sehen 
heit  haben.  Die  Natur  bedient  sich  viel  einfacherer  Mittel 
vorbringung  jener  Bewegungen.  Statt  all'  jener  Trieb-  und 
:o  finden  wir  in  der  Natur  als  Ursache  jener  Bewegungen 
f  Dinge,  nUmlich  erstens  die  Trägheit  der  Planeten  und  zwei- 
!   zwischen    ihnen  und  der  Sonne  stattfindende  Anziehungs- 

n  analog  scheint  mir  auch  das  Weber^che  Gescftz,  nach 
L  zwei  elektrische  Theilchen  auf  einander  einwirken  sollen, 
niassen    nur   ein   künstlich    ausgedachter   Apparat    zu    sein, 

die  in  der  Nalur  stattfmdenden  Erscheinungen  allerdings 
rraschend   treue  Weise   nachahmt,  welcher  aber  zu  compli- 

als  dass  man  glauben  könnte,  es  seien  dies  wirklich  die- 
Mittel,  deren  sich  die  Natur  zur  Hervorbringung  jener 
ungen  bedient,  —  als  dass  man  glauben  könnte,  es  sollte 
L)glich   sein,  einfachei^e  Vorstellungen  zu  finden,  von  denen 

■i  Gebiet  von  Erscheinungen  seine  Erklärung  findet. « 

*  stehen  hier  bei  einem  Räthsel,  dessen  Lösung  bisher  ver- 
versucht ist.     Vielleicht  wird  es  der  Zukunft  gelingen,  den 

zu  lüften.« 

jlich,  dass  es  dazu  nur  eines  glücklichen  Gedankens  bedarf. 

ist  auch  möglich,  dass  unsere  Begriffe  dazu  noch  nicht  ge- 
rbereitet sind,   dass  nämlich  das  mathematische  Element  in 

Verstände  die  dazu  erforderliche  Ausbildung  noch  nicht 
lat.u 
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»Bevor  man  sich  mit  der  Geometrie  des  Raumes  besehüfligt 
»hatle,  wilre  es  dem  Mineralogen  wohl  kamn  möglich  gewesen,  die 
»einfachen  Gesetze  zu  erkennen,  welche  in  der  Gestaltung  der  Krj- 
» stalle  sich  darbieten.« 

»WUren  die  alten  Griechen  bei  ihren  rein  mathematischen  S|kv 
»culationen  nicht  auf  die  Erforschung  der  Kegelschnitte,  der  Ellipse, 
»Hyperbel  und  Parabel  geführt  worden,  so  würde  es  dem  Astrono- 
»men  Kepler  unmöglich  gewesen  sein  zu  entdecken,  dass  die  Wa- 
»neteu  sicli  in  Ellipsen  um  die  Sonne  bewegen.« 

»WUre  ferner  durch  Newloii  und  Leibniz  nicht  ein  neuer  Theil 
»der  mathematischen  Wissenschaft,  die  sogenannte  Ditferenlial-  und 
»Integralrechnung  ins  Leben  gerufen  worden,  so  würde  es  wohl 
»schwerlich  gelungen  sein,  die  Gesetze,  von  welchen  die  Bew^ng 
»der  Himmelskörper  beherrscht  wird,  zurückzuführen  auf  die  Wirkung 
»einer  allgemeinen  Anziehungskraft.« 

»Aehnlich  kann  es  sich  vielleicht  auch  heutzutage  mit  der  Theo- 
»rie  der  Elektricitat  und  des  Magnetisnuis  verhalten.  —  Es  können 
»möglicherweise  uns  diejenigen  mathematischen  Vorstellungen,  die- 
» jenigen  Vorstellungen  über  Raum  und  Zeit  noch  fehlen,  welche 
»noth wendig  sind,  um  auf  den  wahren  einfachen  Grund  jener  Er- 
» scheinungen  hinabzusteigen.« 

Diese  Worte,  mit  denen  ich  1865  in  einer  öifentlichen  Rede"^^ 
mich  aussprach,  charakterisiren  denjenigen  Standpunkt,  welchen  ich 
dem  Hi'frf'r'schen  Gesetz  gegenüber  seit  langer  Zeit  in  ungeUndertei' 
Weise  beibehalten  habe. 

Will  man  aber  das  Vorhandene  durch  etwas  Besseres  zu  ersetzen 
suchen,  so  scheint  es  zweckmässig,  zunächst  das  Vorhandene  genau 
zu  durchforschen.  Als  ein  solches  Sludiwn  des  \orhandenen  sind  6k 
vorliegenden   Untersuchungen   anzusehen.    —     Dieselben   zerfallen  in 
drei  Abschnitte. 

Im  ersten  Absvhnill  bespreche  ich  gewisse  Transformationen 
des  MVftrr sehen  Gesetzes,  ferner  seine  üebereinstiu»raung  mit  dem 
allgemeinen  Princi|)  der  Energie.  Sodann  zeige  ich,  dass  das  Gesetz, 
unter  Annahme  des  Hamilton' schon  Piinci|)s,   reducirt   werden   kann 


Der  (/f{f(fnuu'irlif/r  Standpunct  der  mathematischen  Physik.    Akadeniisclie  An- 
tritlsrede  etc.     Tübingen   I86ö.     Verlag  der  Laupp  aciwii  Buchhandlung. 
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ein  von  der  rvlaliven  Lage  und  relativen  GeschtrindigkeU  abh^n- 
ides  Potential,  und  dass  endlich  dieses  Potential,  unter  Annahme 
ler  gewissen  nichtnjomentanen  Transmission,  auf  ein  einfacheres  Po- 
ilial  reducirt  werden  kann,  welches  nur  noch  von  der  relaüven 
ige  abhängt. 

Im  zweiten  Abschnill  betrachte  ich  das  Weber  sehe  Gesetz  unter 
grundelegung  der  gewöhnlichen  dualistischen  Anschauungsweise, 
chdem  ich  die  in  solcher  Weise  sich  ergebende  Theorie  zunächst 
den  Fall  gleichförmiger  elektrischer  Bewegungen  in  linearen  Lei- 
1  kurz  exponirt  habe,  gehe  ich  über  zu  dem  complicirteren  Fall 
iebiger  (gleichförmiger  oder  ungleichförmiger)  Bewegungen  in  kör- 
lichen  Leitern,  namentlich  zu  den  von  Kirchhoff  und  Weber  für 
sen  Fall  aufgestellten  Differentialgleichungen.  Aus  meinen  Expo- 
3nen  dürfte  hervorgehen,  dass,  wie  man  auch  die  dualistische 
schauungsweise  durch  allerhand  accessorische  Voraussetzungen 
ler  zu  determiniren  versucht,  immer  noch  irgend  welche  Yernach- 
ngungen  erforderlich  sind,  um  zu  den  genannten  Differentialglei- 
iDgen  hinzugelangen.  Demgemilss  werden  diese  Gleichungen,  falls 
Q  sie  überhaupt  als  Ausüuss  des  Weber* suchen  Gesetzes  und  der 
ilistischen  Anschauungsweise  auffassen  will,  immer  nur  als  approxi- 
live  Formeln  gelten  können,  die  anwendbar  innerhalb  gewisser 
Jüzen,  in  extremen  Fällen  aber  nicht  mehr  brauchbar  sind.  Selbst- 
ständlich  liegt  hierin  nichts  Singuläres.  Denn  von  den  meisten 
'erentialgleichungen  im  Gebiete  der  mathematischen  Physik  wird 
selbe  zu  sagen  sein.  Dagegen  ist  hervorzuheben,  dass  unter  den 
essorischen  Annahmen,  durch  welche  die  dualistische  Anschauungs- 
ise,  bei  Ableitung  jener  Differentialgleichungen,  näher  zu  deter- 
liren  ist,  einige  sich  vorfinden,  welche  wenig  Ansprechendes  haben, 
z.  B.  die  Annahme,  dass  die  positiven  und  negativen  Elektrici- 
theilchen  durch  einen  gewissen  Mechanismus  verbunden  sind, 
eher  bewirkt,  dass  die  Theilchen  immer  nur  j[)aarweise  sich  be- 
^n  können,  also  z.  B.  bewirkt,  dass  kein  positives  Theilchen  eine  • 
•regung  ausführen  kann ,  ohne  dass  gleichzeitig  ein  an  derselben 
le  befindliches  (gleichgrosses  negatives  Theilchen  mit  gleicher 
3h\vindigkeit  die  entgegengesetzte  Bewegung  ausführt.  Auch  ist 
betonen,  dass  die  Anzahl  jener  accessorischen  Annahmen  eine 
lieh  beträchtliche  ist. 
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lin  drillen  Ahschnifl  endlich  untersuche  ich  das  W>6<»rsclie 
(iesetz  unter  Zugrundelegung  einer  gewissen  uniiarischen  Anschauungs- 
weise. Dieselbe  besteht  in  der  Annahme,  dass  nur  ein  elektrisches 
Fluidum  existire,  welches  dargestellt  ist  durch  die  positive  Elektrici- 
tät,  dass  hingegen  die  negative  Elektricitat  mit  der  ponderabien  Mas!$e 
unlöslich  verbunden  sei,  ferner  in  der  Annahme,  dass  jenes  Fluiduui 
im  Innern  der  ponderablen  Masse  nur  mit  einer  gewissen  Reibu%i 
sich  fortbewegen  könne,  ferner  in  der  Annahme,  dass  die  Trägheit 
der  elektrischen  Materie  eine  verschwindend  kleine  sei,  und  endlich 
in  der  Annahme,  dass  jedes  Quantum  lebemliyer  Krafl^  welches  in 
Folge  der  genannten  Reibung  scheinbar  verloren  geht,  in  Wirklich- 
keit in  Wärme  umgewandelt  werde. 

Meine  Absicht  bei  diesen  Untersuchungen  besteht  keineswegs 
darin,  die  bisher  übliche  Theorie  durch  eine  bessere  zu  verdrängen, 
sondern  vielmehr  nur  darin,  das  VVVfrßrsche  Gesetz,  behufs  seines 
genauem  Studiums,  zunächst  mit  miUjlichsl  einfachen  Grundlagen  in 
Verbindung  zu  bringen.  Denn  dass  die  eben  angedeutete  unitarische 
Ansicht  eine  einfachere  Grundlage  darbietet,  als  die  gewöhnliche 
duahstische  Anschauung,  liegt  deutlich  zu  Tage.^)  IJebrigens  habe 
ich  die  Hoffnung,  dass  diese  von  der  unitarischen  Ansicht  ausgehen- 
den Untersuchungen  eine  brauchbare  Vorarbeil  sein  werden,  nichl 
nur  für  den  Fall,  dass  man  bei  der  unitarischen  Anschauung  bleibt, 
sondern  auch  für  den  durchaus  nicht  unwahrscheinlichen)  Fall,  dass 
man  zur  complicirteren  dualistischen  Anschauung  zurückzukehren  Tür 
gut  linden  sollte. 

Es  mag  gestaltet  sein,  über  den  Inhalt  des  dritten  Abschnills 
einige  nähere  Andeutungen  zu  geben. 

Aus  den  von  mir  eingeführten  und  schon  genannten  Prämissen 
ergiebt  sich  zunächst  das  Joulei^che  Geselz  (wie  ich  in  §  2  nach- 
weise). Ferner  ergiebt  sich  §  4  der  Salz,  dass  die  auf  das  e/dfc- 
Irische  Fluidum  ausgeüblen  Kriifle  unmillelhar  auf  die  ponderable  Jlfl«e 


*i  Hill  man  doch  hei  der  erstem  mir  zwei,  hei  der  letztern  aber  drei  ^^ 
einander  hewcRÜrlie  Materien  in  Betracht  zu  zielien.  Bezeichnet  man  also  diese 
Materien  mit  a,  fi,  respective  mit  a,  ^.  y,  so  wird  man,  was  die  Processe  iiincr- 
halh  eines  i^c^ehenen  Körpers  betritlH .  im  erstem  Tall  nur  eine  Wirkuuf;  [a,  ß . 
im  letztern  Fall  hinjj;efjen  drei  Wirkungen  (a,  (i. ,  or,  y)  und  [ß,  y  in  Belraclit 
zu   ziehen  hahen. 
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:k  übertragen^  und  gleichzeitig  der  Satz,  dais^  die  au  irgend  einer 
lelle  dei(  heirachielen  Kötzers  vorhandene  elektromotorische  Kraß  iden- 
«rÄ  ist  mit  der  daselbst  auf  das  Fluidum  amgeübten  Kraft  ^  letztere 
fzogen  gedacht  auf  die  Massen einheit  d£s  Fluidums. 

Nach  den  schon  genannten  Prämissen  besteht  die  feste  Substanz 
es  Körpers  aus  seiner  ponderablen  Masse  und  der  mit  dieser  unlöslich 
erbundenen  negativen  Elektricität ,  während  das  Fluidum  aus  posi- 
ver  ElektricitJkt  besteht.  In  Bezug  auf  ein  im  Räume  absolut  unbe- 
wegliches Axensystem  hat  offenbar  das  Fluidum  zweierlei  Bewegun- 
en,  nlimlich  die  generelle  Bewegung  des  ganzen  Körpers,  und  da- 
chen seine  eigne  relative  Bewegung.  Die  Bewegung  cb,  rfy,  dz^ 
welche  irgend  ein  Partikelchen  p  während  der  Zeit  dt  in  Bezug  auf 
2nes  absolut  feste  Axensystem  ausführt,  wird  daher,  jenachdem  das 
^artikelchen  der  festen  Substanz  oder  dem  Fluidum  angehört,  durch 

dx  =  dx^  dy  =  dy,  dz  =  dz^ 

ider  durch 

rfx  =  dir  -I-  Aj7,  dy  =s  dy  +  Ay,  dz  =  dz  +  Az 

iarzustellen  sein;  wo  alsdann  dx^  dy^  dz  die  generelle^  und  Ad?,  Ay, 
\z  die  relative  Verschiebung  genannt  werden  kann.  Repräsentirt  X,  y, 
Z  die  auf  das  Parlikelchen  p  einwirkende  Kraft,  so  wird  die  wäh- 
■end  der  Zeit  dt  auf  p  ausgeübte  Arbeit  Xdx+Ydy+Zdz  im  erstem 
^all  durch 

(Xdx  +  Ydy  +  Zöz) 

ai  letztern  Fall  durch 

(Xöx  +  Yöy  +  Zdz)  +  {Xlx  +  VAy  +  Z^z) 

usgedrückt  sein;  wo  alsdann  [Xdx -^Yöy -^ Zöz)  als  generelle^  und 
SCAth-  FAy  +  ZAz)  als  relative  Arbeit  zu  bezeichnen  ist.  —  Ich  weise* 
Ud  nach,  dass  zu  diesen  Arbeiten  die  im  Körper  sich  entwickein- 
en Quantitäten  von  mechanischer  und  calorischer  Energie  in  enger 
•eziehung  stehen;  dabei  ist  unter  der  mechanischen  Energie  die 
ibendige  Kraft  der  ponderablen  Masse,  andererseits  unter  der  calo- 
h^chen  Energie  die  vorhandene  Wärme  zu  verstehen.  Ich  gelange 
inilich  (§  6)   zu  folgenden  Formeln: 

«;  dT=)Lj,^  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 

(i,  dQ  =  1^  [X^x  +  Yüiy  +  ZAz; ; 
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iD  Worten  ausgedrückt:  Die  in  irgend  einem  Volurnelemefii  Ü\  vdlirad\ 
der  Zeit  dt  mh  entivickelnden  Quanta  von  mechanischer  und  caloristkr 
Energie  dT  und  dQ  sind  gleich  gross  re^pective  mit  derjettigen  jem- 
rellen  und  relativen  Arbeit,  welche  wahrend  der  Zeil  dl  ausgeübt  wor- 
den ist  auf  alle  zu  Anfang  dieser  Zeit  in  D\  enthalten  gewesenen Pv- 
tikelchen.  I  as  Volumen  Ü\  soll  nümlich  verbunden  gedacht  werdet 
mit  der  festen  Substanz  des  Körpers;  demgemäss  werden  allerdings 
die  in  ihm  enthaltenen  Partikelchen  der  festen  Substanz  permaoert 
dieselben  bleiben,  dagegen  die  in  ihm  enthaltenen  PartikelchcD  des 
Fluidums  einem  fortwährenden  Wechsel  unterworfen  sein. 

Beiluden  sich  zwei  Körper  A  und  B  in  beliebigen  Bewegungeo, 
wahrend  gleichzeitig  im  Innern  eines  jeden  irgend  welche  elektrische 
Bewegungen  stattfinden,  so  sind  in  jedem  Zeitelement  dt  vier  Artet 
von  Verschiebungen  zu  unterscheiden,  nämlich  die  generellen  und 
relativen  Verschiebungen  von  ^1,  andererseits  die  generellen  uod  re- 
latiNcn  von  U;  erstere  mögen  mit  f\^',  (\,y,  d,,:  und  A,^,  A„y,  V, 
lelzlore  mit  d^x,  d^y^  d^z  und  A,x,  \y,  \z  bezeichnet  sein.  Ist  dub 
/'  irg(»nd  eine  von  all'  diesi^n  Bewegungen  abhängende  Function,  so 
wird  der  Zuwachs  (//*,  den  /*  während  der  Zeit  dl  erfährt,  jenen  vier 
Arten  von  Verschiebungen  ents|)rechend .  in  vier  partielle  Zuwüchse 
ztjrfallen : 

df  =  fV  +  d,f  +  AV  +  M'. 

Mit  Anwendung   dieser   Bezeichnungen  ergeben  sich,   falls   man  das 
olektroslatische    und   elektrodynamische   Potential   der  beiden    Kr)r|)er 
A.  U  auf  einander  rcspective  mit  V  und  P  bezeichnet,  folgende  Sülze 
Form.    iO.a,  b    in  §  7]: 

Dasjenige  Quantum  mechanischer  Energie^  welches  li  vermöge  m- 
ncr  clcldrischcn  Kräfte  während  der  Zeit  dt  in  A  hervorbringt^  ist  gleich 

wahrend   anderseits   das    während    der  Zeit  dt  von  It  in  x\  hervorgcrU" 
fi'ue  (Juantuni  calorischer  Energie  den  Werth  hat: 

();iImm  sind  //<l>,  d^'   di(*  vollständigen  l)ilVer(»ntiale  gewisser  Functionen 
'h   1.  auf  (leren  näliero  Delinilion  icli  niich  hier  nicht  einlassen  will.*  — 

Dirsc  ruiictiunon  <l>  und  M'  sind  an  der  citirleii  Stelle  IForm.    i7.a,  b   §  1' 
11,11    7/''"    inid    iP'^o-   bezeichnet,   weil  sie  in  gewisser  Beziehung  stehen  zum  Po- 

leiilliil   /'. 
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Diese  Sätze  führen,  bei  ihrer  Anwendung  auf  ein  System  von  beliebig 
vielen  Körpern,  zu  dem  Resultat,  dass  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
durch  zweietiei  wohl  von  einander  zu  unterscheidende  Gesetze  dar- 
gestellt isL  für  welche  ich  bereits  bei  früherer  Gelegenheit  die  Na- 
men Energieyeselz  und  Potenlialgeselz  in  Vorschlag  gebracht  habe  (§  9  . 

Aus  dem  Satze  (ll.«,/i?]  ergeben  sich  ferner  (§  10;  die  beiden 
hiteyralyeselze  das  ponderomotorische  und  das  elektromotorische)  für 
körperliche  Leiter^  und  zwar  in  genau  derselben  Form,  in  welcher 
ich  dieselben  bereite  früher  [in  meinem  Werke:  Die  elektrischen  Kräfte 
Leipzig.  1873}]  von  ganz  andern  Grundlagen  ausgehend  erhallen 
habe.  Demgemäss  sind  diese  Iniegralgesetze  angewendet  auf  lineare 
Leiter  §  11)  identisch  mit  den  von  meinem  Vater  aufgestellten, 
und  folgendermassen  auszusprechen: 

Ist  P  das  elektrodynamische  Potential  zweier  elektrischen  Strom- 
rinye  A  und  B  auf  einander^  so  wird  die  während  eines  Zeitelementi*s 
ron  B  auf  A  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  yleich  sein  dem  neya- 
liven  partiellen  Zuwachs  von  P,  genommen  nach  dei'  räumlichen  Lage 
vofi  A, 

Die  Summe  der  von  B  in  A  während  der  Zeit  dt  hervorgebrach- 
ten elektromotorischen  Kräfte  ist  yleich  dem  vollständiyen  Zuwachs  des 
Potentiales  P,  dasselbe  bezogen  auf  einen  in  A  gedachten  Strom  von 
der  Starke  Eins. 

ich  zeige  sodann  §  12;,  dass  die  Sätze  (11.«,/^)  auch  für  den 
Fall  gültig  sind^  dass  man  unter  A  und  B  irgend  welche  Theile  dei' 
gegebenen  Körper  versteht.  Nur  ist  in  diesem  Falle  eine  gewisse  Vor- 
sicht bei  Bildimg  der  Differentiale  in  (Il.cf,/?)  geboten,  indem  diesel- 
ben nicht  auf  die  Votumina  der  gegebenen  Theile,  sondern  auf 
diejenigen  Materien  zu  beziehen  sind,  welche  zu  Anfang  des  betrach- 
teten Zeitelementes  dt  innerhalb  dieser  Volumina  sich  vorlinden.  Mit 
Rücksicht  hierauf  führen  die  Formeln  (11.«,/^)  zu  den  beiden  Elemen- 
targesetzen (dem  ponderomotorischen  und  elektromotorischen) ;  und 
zwar  erhält  man  für  das  eine  die  von  Ampere  gegebene  Formel,  für 
das  andere  aber  eine  sehr  complicirle  (von  mir  vorläufig  nicht  weiter 
entwickelte)   Formel. 

Das  Ampere'sche  Gesetz  kann  also  der  Formel  11.  a)  subsumirt 
werden;  diese  Formel  aber  reducirl  sich,  falls  man  von  den  elektro- 
stalischen  Kräften  abstrahirt  auf  (/<!>  —  dj\   Es  ergiebt  sich  sonjit  der 


86  (Iahl  Nkumann, 

bi'achlenswcrthe   Satz,    class    die   jK)ndorüniüloris('he   zVrbeit,   welche 
ein  Slroinelement  B  auf  ein  anderes  Stronielenient  A  nach  dein  Am- 
percschen  Gesetz   während   der  Zeit   dt  ausübt,   dargestellt  werden 
kann  durch 
JH.;  (/<D  —  AuP. 

wo   d   ein    vollständiges  Diirerenlial.   hingegen  rV,,  das  partielle  DifTe- 

■ 

rential  nach  der  räumlichen  Lage  von  A  andeutet.  Selbstverständlich 
wird  dieses  Resultat  (IH.;,  was  hier  gewisserinaassen  zufällig  zu  Tage 
tritt,  auch  auf  anderem  Wege,  nämlich  direct  aus  der  Formel  des 
-Amyw'n^'schen  Gesetzes  sich  eruircn  lassen. 


Krsler  Abschnitt. 

Allgemeine  Betrachtungen  über  das  Weber'sche 

Gesetz. 

8  I. 

Transformation  des  Weber  sehen  Gesetzes, 

Nach  diesem  Gesetz  üben  zwei  elektrische  Massen  e  und  i^  in 
der  Entfernung  r  eine  repulsive  Kraft  91  auf  einander  aus,  welche 
den  Werlh  hat: 

wo  r  eine  gewisse  Constante  und  l  die  Zeit  bezeichnet.     Setzt  man 
zur  Abkürzung: 

SO  lässt  sich  diese  Kraft  auch  so  darstellen: 

oder  auch  so: 

oder  endlich  auch  so: 
l.c  Jt  =  ('/^  (^-   ^^-   +  \A   —  ^^^j  , 

wo  f/  =  —  und  \p  =  |/r. 
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Ebenso  wie  das  Neivlonsche  Gesetz  für  sehr  kleine  Entfernungen 
€siner  gewissen  Mocliücation  bedarf,  ebenso  erscheint  es  sehr  mög- 
lich, dass  einer  analogen  Modification  vielleicht  auch  das  Webei'*sch(i 
tiesetz  bedürftig  ist.  Der  grösseren  Allgemeinheit  willen  mögen  da- 
her im  Folgenden  unter  tp  und  \p  Functionen  verstanden  sein,  welche 

für  belrächUiche  Entfernungen  mit  —  und  |/r  identisch,  für  sehr  klebte 

Eotfernungen.  hingegen  von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  sind. 
Sind  x^  y,  z  und  f,  r,  f  die  Coordinateu  von  e  und  i/,  so  haben 

die  Coniponenten  31: ,  S)?  3  ^'^*'  ^'^"  '/  ^^''  ^  ausgeübten  Kraft  SH  (1.) 
die-  Werthe: 

i.;  »  =  91 1^  =  -,  (-  -^  +  4^'  ^'  *;) , 

Um  diese  Ausdrücke  in  eine  etwas  andere  und  für  viele  Zwecke 
bequemere  Form  zu  versetzen,  bemerken  wir  zunächst,  dass 

und  ebenso 

d  — 

A'        -dT  =  5i2  (-^  -^ )  +  5^  ly  — '•;  +  ^^^  .^  — r) 

ist,  wo  die  Accente  Differentiationen  nach  l  andeuten. 
Aus   iu,)   folgt  durch  partielle  Difl'erenliation  nach  x: 

b  ^'' 


b^Jl 


und  hieraus  durch  Vergleichung  mit   iß.): 

.  dt  ox  .,1  .    .>v  I  \dtJ  ckdi}!     ox 

(J. .  -r—  =  -j7-  ,     milhm"^    auch:   -\—-  =  2-,7  ^-tt-  . 

ö.c  dt     '  '  Ox'  dt     dt 

Andereriieits  folgt  aus   («.     durch  partielle  Differentiation  nach  x: 

b  f^Y 

Nun  ist  offenbar: 

dt  dt      dt     '^        dt'i  5x   ' 

•     In   [d.)   und   («.';   ergeben  sich  die  Formeln  rechter  Hand  aus  denen  linker 
Hand  <lnrch  Multiplication  mit   i  -j~  . 
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also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen,   welche  in    ().),   ■[&,)   rechtei 
Hand  notirl  sind: 

d_     \dtj    _      \dt )      .     o  ^'  ö_!l" 
dt      da;'  da;       "*"  *  dfi  dar  ' 

oder  anders  geordnet: 

•^•'  *  dar   dfi   ~  hx        '^  dt~^x'       ' 

hieraus  folgt  durch  Multiplication  mit  2A': 

*• '  *^  07  "flSä  —  —  5:jr  "•"  5i  "s^  ' 

falls  man  nSimlich  die  Bezeichnung  einfuhrt: 

(5.)  m  =  %A^  (lyy . 

Substituirt   man    nun    den  Werlh   :4.'    in  die  erste  der  Formeln 
(2.;,  so  folgt  sofort: 

*  =  -etf  (^ ^  H-  jjj  ^^TJ  ;  uiul  ebenso  wird: 

X  2)  =  ,.;(-  ^^  +  ^-5^), 

O  —  ^n  \ 57"     ^  dl    dz^J' 

Es  mag  im  Folgenden  et^ip  das  elektroatatischv,  und  ^?^f5  das  fW- 
trodynamische  Potential  der  beiden  Theilchen  ^\  ;/  genannt  werden. 

§^- 

AfureiuJuug  der  Transformation  auf  einen  speciellen  Fat!, 

Wir   stellen    uns  di(^  Aufgabe,   diejenige  Wirkung   zu  erniiUeln. 
welche  eine   mit  Elektricität   gleichmässig  belegte  Kugeilldche  ausübt- 
auf einen  elektrischen  Massenpunkt  t',  unter  der  Voraussetzung,  dasi? 
die  Kleklricitat   auf  der  KugelflSiche  in  Ruhe^   der  Punkt  e  hiugegei» 
in  irgend  welcher  Bewegujig  begriffen  ist. 

Bezeichnet  man  die  elektrische  Dichtigkeit  auf  der  Kugelflächt? 
mit  II,  also  die  auf  einem  Element  Dco  derselben  vorhandene  Elek- 
tricitiit  mit  Uüco.  und  ferner  die  augenblicklichen  Coordinateii  und 
(ioschwindigkeiten  des  Punktes  c  mil  ,r,  //,  :  und  x\  y\  z\  so  wer- 
den die  Componenten  X.  2).  3  ^'^'»*  gesuchten  Wirkung,  zufolge  6. , 
darstellbar  sein  durch: 
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'^  —            ■  bx  "*"  dl  W    ' 

^y.  hiV-k-P)  .  d  _bll 

'■'                                        dJ  —  —        öy  '^  dl   by'    ' 

Q  d(f;-t-P)  ^.  d    bP 

0  r  und  P  die  Bedeulungen  haben: 

V=effifWDio, 

P=effmHDw, 
L^  Integration  ausgedehnt  über   alle  Elemente  Dco   der  Kugelfläche. 
tn  ist    (falls   nicht  etwa  e   der  gegebenen  Kugelflüche   allzu    nahe 
'gl: 

•Jo  mit  Rücksicht  auf  {^}. : 

>  ^,  I',  ^  die  Coordinalen  des  Elementes  II  Dm  vorstellen,  und  r  die 
ischen  diesem  Elemente  und  e  vorhandene  Entfernung.  Somit  folgt 

<    'S.): 

übrigens  H ,  als  Constante ,  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  wer- 
i   darf. 

Bezeichnet  man  den  Radius  der  Kugelflache   (llDo))  mit  «,  und 

1  Abstand  des  Punktes  e  >,  i/,  z)  von  ihrem  Mittelpunkt  mit  ü,  so  sind 
der  weiteren  Berechnung  von  U  und  P  die  beiden  Fälle  R<^a 

l  fi>a  zu  unterscheiden.  —  Ist  i/  die  Gesanmitmasse  der  auf  der 
$elfläche  vorhandenen  Elektricität,  mithin: 

La;  JfHDoj  =  i;ra^H  =  1/  , 

wird  bekanntlich: 

).b)  ff^  =  i,  oder     =|, 

tachdem   e  innerhalb  t)der   ausserhalb  der  Kugelfläche  liegL     Dos- 
iichen  findet  man  durch  leichte  Rechnung: 

9.C      JfHrDoj  =  7i(c<  +  ^)  ,         oder     =^/(^  +  i{), 

;  derselben   Unterscheidung.     Die  Formeln   (10.b,c)    können   nach 
1  Coordinaten  x,  j/,  z  des  Punktes  e  beliebig  oft  diflferenzirt  wei- 
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den.  In  solcher  Weise  ergeben  sich,  falls  man  den  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystenis  in  den  Mittelpunkt  der  KugelflUche  fallen  lässl, 
die  weiteren  Formeln: 


(lO.d   ff^ 


-liD(o 


2jj 
=   ^/  87c 


-f)2/)w 


(1 0.e;  //Äfe--/- 


=  V 


i 

3« 


l0.i)^'ä(-.ri)_vz'lö_?:  =  o     , 

Durch  Anwendung  dieser  Formeln  folgt  aus   (9.; : 


oder  =  7i  {^  -  3^3^  , 
oder  =  rj  ^,  (^1  —  -jp 

oder  =  »?  ^  (l  —  "sf)  • 


) 


(IL; 


U=  ^, 


oder  =   -^  , 


« 


^  ~      2         '     3«  '    ^^^^  ~      t     \  H^ 


2a')2    ,    «2'x'«+y'i+5'2| 


SA^« 


)■ 


WO  ebenso,  wie  in  (lO.a,  b, ...  f)  die  Wertiie //wfe  oder  recÄfe  gelten, 
jenachdem  der  Punkt  e  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Kugelfläche  liegt. 
Substituirt  man  die  Werthe  ^Tl.)  in  (7.),  und  beachtet  man,  dass 
R^=ix^  +  tf  +  z^  ist,  so  ergeben  sich  nach  gehöriger  Reduction  die 
Formeln : 

er^x  A^erj  ["/>  ^^   2a*  d  /x' 


— X 

3« 


oder:     {2)  =   ^3 


3  0)7S 


L«^*  "■"    8    d£  VWJ  ' 


—   "3ir  "     '  l  ^  —     ft»      ■        2     L'*^ 

jenachde(n  der  Punkt  e  innerhalb  odör  amserhalb  der  Kugelfläche  liegt; 
hier  bezeichnet  f  den  Ausdruck: 

falls  man  nämlich  unler  I{\  R"  die  Differenlialquotie'nten  von  R  nac*"^ 
der  Zeit  versteht. 

Man   gelangt   also,    wie    zuerst   von   Uelmholiz    bemerkt  word^^^ 
ist,  für  den  Fall,  dass  der  elektrische  Massenpunkl  e  im   Inneni  d^'' 
elektrischen  KugelflUche   sich    befindet,   zu    einem  überraschend  eitf 
fachen  Resultat.   Denn  alsdann  sind  die  Componenten  der  von  der  Fläch f 
auf  den   Punkt  ausgeübten   Kraft  yleich  den   Reschleuniyungen  y\  y\  i" 
des  Punktes^  dieselben  noch  muUiplicirt  mit  einem  Constanten  Factor. 

Bewegt  sich  der  Punkt  e  längs  der  (durch  den  Mittelpunkt  der 
Kugelflüche  gehenden)  a;A\e,  sind  also  ;/,  y\  y"  und  z.  z\  z"  be- 
stündig iVw//,  und  fi'^  =  .r^,  so  nehmen  die  Formeln  (12.)  folgende 
Gestalt  an: 
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oder: 


9  =  3  =  0, 


2)==3  =  o, 


aclidem  e  innerhalb  oder  amserhalb  der  Kugelflüche  liegt. 


§3. 

Der  von  Helmholtz  yegen  das  Weber' sehe  Gesetz  erhobene  Einwand. 

Die  ponderable  Masse  m  sei  beladen  mit  der  positiven  Elektri- 
^tsmenge  e,  und  zwar  mag  diese  combinirte  Masse  m  +  e  ihrem 
»lumen  nach  als  äusserst  klein,  als  punktförmig  angesehen  werden. 
i  m  +  e  in  derselben  Vertikalen  und  oberhalb  m  +e  befinde  sich 
e  positiv-elektrische  Masse  tj^  ebenfalls  punktförmig  und  in  fehler 
fstellung. 

Die  bewegliche  .Masse  m  +  e  wird,  falls  sie  zu  Anfang  in  Ruhe 
r,  unter  dem  Einfluss  der  Schwerkraft  mg  und  der  von  fj  aus- 
senden elektrischen  Kraft  beständig  in  derselben  Vertikalen  bleiben 
nutzt  man  also  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  An- 
gspunkt  in  tj  liegt,  und  dessen  xXue  von  7j  aus  vertikal  nach 
en  geht,  so  erhäU  man  für  die  Beschleunigung  a?"  der  Masse  m+e 

Differentialgleichung : 

>.  m  +  m/.  X    =:  X  +  mg  ^ 

>  m  +  m,  die  TrJigheitszahl  der  Masse  m+e^  und  X  die 
fi  fj  auf  m  +  e  ausgeübte  elektrische  Kraft  bezeichnet. 
Iztere    hat    nach    dem   Weberschon  Gesetz    (pg.  80)    den 

X  =  4    \-lA'r^  +  Ahr'K 


r^ 


gegenwärtigen  Fall  ist  r=Hh^,  jedenfalls  also 


m-^em 


r^  =  ar 


iraus  durch  DilVerentiation  folgt: 


rr  =:  XX 


rr 


// 


/•i  ff 

r^  =  ,vx 


x^ 


hin : 


r^  =  .r 


/f  ff 

rr    =  .vx  , 


II   findet  also   (einerlei  ob  x  positiv  oder  negativ  ist 
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und  durch  Substitution  dieses  Wert  lies  in   (13.  : 

(14.,  (^iw  +  //j, .^'j.r    =  t'/^  — ^^^ h  wij/. 

Die  Beschleunigung  y  wird  dalier  unendlich  für: 


m  +  nif. 

d.  i.  für  die  Enlfomung: 

1 1 5.) 

i        en 

X  — —    — 

c2    m  +  Ml 

*• 


DocJi  scheint  diese  sj)ecielle  Kntlernung  (weil  r  =  59000  Meilen  isl 

• 

eine  ausserordentlich  kleine  zu  sein.  Für  ausserordentliche  kleine  Enl- 
femungen  bedarf  aber  wahrscheinlich  das  IVefccr'sche  Gesetz  einer 
gewissen  Modificalion  (pg.  87);  so  dass  alsdann  die  Formel  (li- 
für  ausserordentlich  kleine  Entfernungen  überhaupt  ungültig  sein 
würde.  In  jenem  absurden  Resultat  unendlicher  Beschleunigung  würde 
also  nur  ein  neues  Argument  dafür  zu  erblicken  sein,  dass  das  Wipfrrr- 
sche  Gesetz  '^ähnlich  wie  das  iVcw7ow'sche'}  einer  solchen  Modificalion 
wirklich  bedarf. 

Hiegegen  ist  der  Einwand  zu  erheben,  dass  die  einwirkende 
Masse  i^,  folglich  auch  jene  kritische  Entfernung  x  beliebig  gross  g^ 
macht  werden  kann,  und  zwar  ohne  zu  aussergewöhnlichen  elek- 
trischen Dichtigkeiten  zu  greifen.  Denkt  man  sich  nUmlich  9^  als  die 
elektrische  überflüchenbelegung  einer  Kugel,  deren  Radius  n  ausser- 
ordentlich klein  ist,  so  wird,  falls  man  a  vergrössert  im  Ver- 
hUltniss  von  l:w,  die  elektrische  Dichtigkeit  aber  ungeUndert  lässl, 
jene  Belegung  ?/  wachsen  im  Verhältniss  von  l:n*^,  und  in  deinseJ- 
ben  Verhältniss  also  auch  x  zunehmen  .nach  13.  \  Bezeichnet  man 
also  diese  neuen  Werthe  von  «,  /^ ,  x  mit  «, ,  /^,,  ir, ,  so  ist: 

a^  =  Uli  ,  /^,  =  n^1^  ,  jr,  =  n^x  , 

und  folglich: 

X\  X 

=  n  —  . 

Wie  klein  also  x  auch  sein  mag  selbst  wenn  x<ia  ist-,  immer  wird 
man    durch   geeignete  Wahl   von   n    nicht    nur   die  absoluten  Werthe 

von  ii\  und  «, ,  sondern  auch  das  Verhültniss  --  beliebig  gross  machen 
können. 

Durch  Vergrösserung  der  kug(»lf()rmigen  Masse  fj  kann  also  jene 
kritische  Entfernung  x^  für  welche  die   Formel     14.)   eine   unendlich 
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ise  Beschleunigung  liefert,  beliebig  gross  gemacht  werden.  Gleich- 
ig wird  dabei  die  jener  Formel  zu  Grunde  liegende  Voraussetzung, 
>  die  Masse  1/  punktföi'niig  ^  dass  also  x  sehr  gross  sei  im  Ver- 
ch  zum  Radius  a  der  Masse  ?y,   mit  wachsender  Genauigkeit  er- 

sein,  —  weil  bei  jenem  Vergrösserungsprocess  von  tj  nicht  nur 
sondern  auch  ~  wächst. 

Wir  sehen  also,  dass  die  von  einer  elektrischen  Kugelfläche  dem 
;senpunkt  m  +  e  zuertheilte  Beschleunigung  unendlich  gross  hi^  falls 
1  nur  dem  Radius  der  Fläche  und  der  Centraldistanz  des  Punktes 
igaete  Werthe  giebt.  Mit  andern  Worten:  Wir  sehen,  dass  ein 
V  isser  Fall  existirt,  in  welchem  das  von  uns  zu  Grunde  gelegte 
frer'sche  Gesetz  zu  einer  wenig  acceptablen  Folgerung,  nämlich  zum 
ilreten  einer  unendlich  grossen  Beschleunigung  binleitet. 

Dieser  von  Helmholtz  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  erhobene 
wand  kann  durch  den  Hinweis  auf  eine  Modification,  deren  das 
setz  für  sehr  kleine  Entfernungen  bedürfe,  keineswegs  beseitigt 
irden;  denn  jener  Fall  lässt  sich  so  einrichten,  dass  nur  grosse 
tfemungen  in  Betracht  kommen.  Ebensowenig  kann  der  Einwand 
va  durch  den  Hinweis  darauf  entkräftet  werden,  dass  die  Elek- 
'itat  nicht  beliebig  hohe  Dichtigkeiten  anzunehmen  im  Stande  sei; 
on  jener  Fall  ist  herstellbar  ohne  Ueberschreitung  der  gewöhn- 
hen  Dichtigkeitsgrade. 

Bedenklich  aber  erscheint  bei  jenem  Einwände,  dass 
r  Radius  der  anzuwendenden  Kugel  fläche  wahrschein- 
b  ein  ungemein  grosser  sein  wird.  Von  Interesse  ist  es 
ber,  zu  untersuchen,  wie  gross  dieser  Radius  minde- 
ns  sein  muss.  Zu  diesem  Zweck  sind  die  im  vorher- 
beaden  §.  gefundenen  Formeln  (12.),  (IST.)  in  An- 
mdung  zu  bringen. 

Ist  X  die  Entfernung  des  Punktes  m  +  e  vom  Miltel- 
nkt  7j  der.  Kugelfläche,  und  bezeichnet  tj  zugleich  auch 
)  Gesammtmasse  der  auf  dieser  Fläche  vorhandenen 
iktricität,  ferner  a  ihren  Radius,  so  erhält  man  für  die 
1  f]  auf  m-he  ausgeübte  Kraft  X  die  in  (12'.)  aufge- 
rten  Werthe ;  und  durch  Substitution  dieser  W^erthe 
UDt  die  Differentialgleichung 


1}  f  (Rad.  =  o) 


X 


m-^ef  (Rad.  s  a) 


». 


(m  +  m,)  x"  =  X 


mg 
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jenachdem  der  Punkt  m  4-  e  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugelfläche 
liegt,  d.  i.  jenachdem  a?>a  oder  j?<a  ist,  eine  der  folgenden  bei- 
den Gestalten  an: 

(1 7.a)  [m+m.  -  ^  (l  -  J-g)]  ." :=  m,  +g  [l  -  ±* (l  -  ->-],  ,x>., 

(17.i)  [m  +  m,  -  §]  «"  =  nyy ,     (x  <  «)  , 

Die  Beschleunigung  o;"  wird  also  unendlich  gross ,  sobald  «  und  f 
der  Relation  entsprechen: 

(18.a)  ^  +  ^,  =  -^j5(l_!g), 

(18.i)  m  +  tn,  =  ^. 

Diese  Relation  kann,  weil  A^  =s  ^  ist,  auch  so  dargestellt  werdea: 

(i9.a)  „  +  m^  =  g|.(4_g), 

(<9-')  "»  +  "»«  =  £' 

und  folglich  dargestellt  werden  durch  die  Formel: 

(20.)     m  +  m,  =  ?^  ^  ,    wo  alsdann  iV  =  f  ^  "  ^  ö''  ''^'  ' 

Um  die  Vorstellungen  mehr  zu  fixiren,  wollen  wir  uns  den 
Massenpunkt  m  +  e  als  eine  kleine  Kugel  vom  Radius  a  und  von 
der  ponderablen  Masse  m  denken,  deren  Oberfläche  mit  der  Elek- 
tricitätsmenge  e  gleichmässig  belegt  ist.  Setzt  man  also  e  =  iitd^E^ 
so  bezeichnet  E  die  Dichtigkeit  der  Belegung. 

Ebenso  mag,  in  Betrefif  der  grossen  Kugel,  tj  =  4;ra^H  gesetzt  wer- 
den.    Alsdann  geht  die  Formel  (20.)  über  in: 

(21.)  m  +  m,  =  —    -3 ; 

und  hieraus  folgt  durch  Auflösung  nach  a  sofort: 


J^       c2  (m  -t-  m,) 

%N    a2.  hjiE.  knti' 


(22.)  a 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  kleine  Kugel  mit  den  ihr  zuge- 
hörigen Grössen  a,  e,  ^,  m,  m^  sei  gegeben.  Die  grosse  Kugel  mit 
den  ihr  zugehörigen  Grössen  a,  1;,  H,  sowie  auch  die  Entfernung  x 
solle  so  eingerichtet  werden ,  dass  der  zur  Entstehung  einer  unend- 
lich grossen  Beschleunigung  erforderlichen  Bedingung  (22.)  entspro- 
chen wird.  Wie  gross  muss  alsdann  der  Radius  a  mindestens  sein? 
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Um  dieses  Minimum  von  a  zu  erhalten,  ist  im  Ausdruck  (22.) 
die  im  Nenner  befindliche  Dichtigkeit  H  möglichst  gross  zu  machen. 
Bezeichnet  man  also  die  grössie  elektrische  Dichtigkeit,  welche  über- 
haupt auf  einer  Eugelfläche  hergestellt  werden  kann,  mit  A,  so  er- 
giebt  sich  aus  (22.): 

/<»Q  \  «  ^     '        c« (m -t- m J 

y^^')  ^  ^  iN  a2  .  knE  .  Kn^  ' 

Die  Kraft,  welche  die  gegebene  kleine  Kugel  [a^  e^  E)  auf  eine  andere 
gleichgrosse  Kugel  in  der  Entfernung  r  ausübt,  besitzt,  falls  man  letz- 
tere Kugel  mit  dem  Maximum  A  der  elektrischen  Dichtigkeit  geladen 

annimmt,  den  Werth:  -^ — -^ — .     Denkt  man  sich  diese  repulsive 

elektrische  Kraft  fUr  den  Specialfall  r  =  2a,  d.  i.  für  den  Fall  der 
Berührung  der  beiden  Kugeln  durch  ein  kleines  Gewicht  trlg  äqui- 
librirt,  so  wird: 

(23.  v)  ^^ =  mg, 

d.  i. 

(23.  w)  ■        «2  .  IknE  .  kn^  =  4m  j  ; 

wodurch  die  Formel  (23.)  folgende  Gestalt  erhält: 

(24.)  «  >  i«-^^^!^V^  , 

oder  was  dasselbe  ist,  folgende: 

Hier  bedeutet  JV,  nach  (20.),  eine  reine  Zahl;  ebenso  ?Lt^'.     Hin- 

gegen  bezeichnet  — ,  weil  c,  g  Längen  sind,  ebenfalls  eine  gewisse 
Länge. 

Nach  Weher  ist  c>  59000  Meilen;  femer  ist  jf  <  30  Fuss,  d.  i. 
9  <  vi-ir  Meilen.     Somit  folgt : 

^'>  (1000)^  Meilen; 

wodurch  die  Formel  (25.)  übergeht  in: 

(26.)  «  >  ^  "^^  (1 000)*  Meilen. 

Setzt  man  ~  =  *,  so  ist  iV=  3*  —  2*-%  nach  (20.).  Das  Maximum 
von  N  tritt  also  ein  für  *  =  )/^^,  und  ist  Y^-  Solches  gilt  für  den 
Fall  des  äussern  Punktes;  während  andererseits  im  Fall  des  innern 
Punktes  iVss  1  ist.  Somit  ergeben  sich  aus  (26.)  zur  Bestimmung 
Yon  er,  jenachdem  der  Punkt  m  +  e  ausserhalb  oder  innerhalb  der 
Kugelflache  liegen  soll,  folgende  Formeln: 
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i      m'^m. 


(27.a)  "  ^  W  ^P  ^^  ®®®)'  **®"®^  ' 


(27.i)  a  >         "^^  (1000)^  Meilen. 

Di>  Beschleunigung ,  welche  eine  gleichmässi^  mit  Elektricität  be- 
legte Kugel  fläche^  zufolge  des  Weber' sehen  Gesetzes^  einem  gegebetm 
Massenpunkt  m  +  e  zuertheilt^  kann  also  unendlich  werden^  sowohl 
dann^  wenn  der  Punkt  ausserhalb  ^  als  auch  dann^  wenn  derselbe  m- 
nerhalb  der  Kugelfläche  liegt;  und  zwar  kann  man  solches  {ohne  ausser- 
geu^öhtilich  grosse  elektrische  Dichtigkeiten  oder  ungewöhnlich  kleine  Efd- 
fernungen  anzuwenden)  einfach  dadurch  erreiclien^  dass  man  den  Radim 
a  jener  Kugelfläche  hitilänglich  gross  macht.  Die  erforderliche  Grösse 
von  a  bestimmt  sich  durch  die  Formeln  (27.  a,i),  bei  denen,  was  die 
Definition  des  Massenverhältnisses 


(28.) 


m-^m^ 


m' 


betrifft,  Folgendes  zu  merken  ist. 

Man  denke  sich  den  gegebenen  Massenpunkt  m  +  e  als  eine 
kleine  Kugel  (oder  Hohlkugel)  von  der  ponderablen  Masse  m,  an 
ihrer  Oberfläche  gleichmässig  belegt  mit  der  Elektricitätsmenge  c, 
und  bezeichne  die  Trägheitszahl  von  e  mit  m^,  mithin  diejenige  der 
ganzen  Kugel  mit  m  +  m« .  Diese  letztere  Zahl  oder  Masse  bildet  den 
Zähler  jenes  Bruches  (28.). 

Man  bezeichne  die  grösste  auf  einer  Kugelfläche  überhaupt  herstell- 
bare elektrische  Dichtigkeit  mit  A,  und  denke  sich  eine  mit  der  gege- 
benen Kugel  m  +  e  gleichgrosse  zweite  Kugel,  deren  Oberfläche  mit 
Elektricität  von  der  Dichtigkeit  A  gleichmässig  bedeckt  ist.  Endlich 
denke  man  sich  die  repulsive  Kraft,  welche  diese  beiden  Kugeln  im  Fall 
ihrer    gegenseitigen   Berührung    auf    einander  ausüben,   äquilibrirt*) 


*)  Wenn  wir  die  beiden  Kugeln  trotz  ihrer  grossen  Nähe  jede  als  gleich- 
massig  elektrisirt  uns  denken,  so  geschieht  das  nur,  um  an  Kürze  des  Ausdrucks 
zu  gewinnen.  Man  kann  n'ämlich  die  für  das  Gewicht  rng  gegebene  Formel  (23.  v) 
ofienbar  auch  so  schreiben : 


knä^E  .  kna!^^        m 


wo  p  eine  beliebige  Zahl  bedeutet.     Statt  also  den  Fall  der  Berührung  zu  nehmen, 
nämlich  p  s  I   zu   setzen ,    können    wir  ebenso  gut  auch  p  =  1 0  wählen.      Dann 

würde   die  Definition  der  Masse  m'  dahin  auszusprechen  sein ,    dass  j^  dasjenige 


durch  ein  kleines  Gewicht  m'g.  Die  so  definirte  Masse  m'  ist  der 
Nenner  des  Bruches  (28.). 

Von  Interesse  würde  es  sein  zu  wissen,  wie  weit  dieser  der  klei- 
nen Kugel  (oder  Hohlkugel)  m  +  e  zugehörige  Bruch  (28.)  durch  passende 
Einrichtung  derselben  sich  verringern  lässt.   Gesetzt  sein  Werth  Hesse 

sich  bis  auf  j^  hinabdrücken,  so  würde,  um  jenen  Fall  einer  unend- 
lichen Beschleunigung  zu  realisiren,  immer  noch  eine  elektrische  Eu- 
gelfldche  erforderlich  sein,  deren  Radius  a  (jenachdem  ihre  Wirkung 

nach  Aussen  oder  nach  Innen  benutzt  werden  soll)  grösser  als    ^^  , 

oder  grösser  als  (1000)^  Meilen  sein  müsste. 

Doch  dürfte  es  schwierig  sein,  über  den  Minimalwerth  des 
Bruches  (28.)  Genaueres  angeben  zu  wollen.  So  lange  das  aber  nicht 
geschehen  ist,  bleibt  es  zweifelhaft,  ob  jene  der  Bedingung  (27.  a,i) 
entsprechende  elektrische  Kugelflache  wirklich  realisirbar  ist. 

§4- 

Fortsetzung,     lieber  die  Prüfung  eines  physikalischen  Gesetzes  durch  Anwendung 

auf  specielle  Fälle. 

Wir  wollen  annehmen,  es  existire  eine  durch  den  ganzen  Welt- 
raum ausgebreitete  Materie  M,  welche  mit  überall  gleicher  Dichtig- 
keit nach  allen  Seiten  ins  Unendliche  reicht.  Alsdann  kann  ein  belie- 
higer  Punkt  als  Mittelpunkt  der  Materie  M,  und  eine  um  diesen  Punkt 
mit  unendlich  grossem  Radius  beschriebene  Kugelßächc  als  die  äussere 
Grenze  jener  Materie  angesehen  werden. 

Soll  nun  die  Wirkung  ermittelt  werden,  welche  M  bei  Zugrunde- 
legung des  iVeu^ton'schen  Gesetzes  auf  einen  gegebenen  Massenpunkt 
A  ausübt,  so  markire  man  zunächst  einen  beliebig  gewählten,  von  A 
beliebig  weit  entfernten  Punkt  C,  und  betrachte  diesen  als  jenen 
Mittelpunkt  von  M.  Alsdann  zerfällt  M  durch  eine  um  C  mit  dem 
Radius  CA  beschriebene  Kugelfläche  in  eine  innere  Kugel  und  in 
eine  äussere  Kugelschaale.  Die  gesuchte  von  M  auf  A  ausgeübte  Wir- 
kung reducirt  sich  daher  (weil  eine  homogene  Kugelschaale  auf  einen 
Punkt   an   ihrer   inneren  Begrenzungsfläche   keine  Kraft   ausübt)    auf 


Gewicht  vorstellen  soll ,  welches  oöthig  ist  um  die  repulsive  elektrische  Kraft  der 
beiden   Kugeln  bei  einer  Centraldistanz  von   4  0  Durchmessern  zu  äquilibriren. 
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diejenige,  welche  von  der  inneren  Kugel  herrührt.  Folglich  hat  jene 
Wirkung  die  Richtung  AC  und  eine  mit  der  Ldngö  AC  propocticoale 
Stärke.  Der  Punkt  C  konnte  aber  willkührlich  gewählt  werden;  und 
es  hat  daher  die  auf  den  gegebenen  Punkt  A  ausgeübte  Wirkung 
beliebige  Richtung  und  beliebige  Stärke. 

Nimmt  man  also  an,  das  Meer  der  Sterne  reiche  nach  allen 
Seiten  ins  Unendliche,  und  die  mittlere  Dichtigkeit  dieses  Meeres  sei 
constant,  so  wird,  bei  Zugrundelegimg  des  Newion'schen  Gesetzes  die 
von  .diesem  Sternenmecr  auf  unsere  Erdkugel  ausgeübte  Kraft  völlig 
unbestimmt  sein,  nämlich  jede  beliebige  Richtung  und  Stärke  haben 
können.  Das  Neuion'sche  Gesetz  führt  also  in  dem  vorausgesetzten 
Fall  zu  einem  absurden  Resultat,  und  ist  daher  auf  diesen  Fall  nicht 
anwendbar. 

Vielleicht  könnte  nun  Jemand  behaupten,  ein  physikalisches  Ge^tz 
müsse,  wenn  es  allgemein  gültig  sein  solle,  anwendbar  sein  auf  jecien 
überhaupt  denkbaren  Fall,  das  Ne^vlon  sehe  Gesetz  aber  entspreche  (wie 
eben  gezeigt)  dieser  Anforderung  nicht,  folglich  sei  das  Netvton'schc 
Gesetz  nicht  allgemein  gültig.  Einem  solchen  Räsonnement  wird  man 
schwerlich  beipflichten;  und  demgemUss  wird  man  also  von  einem 
physikalischen  Gesetz  nicht  verlangen  dürfen,  dass  es  in  allen  denk- 
baren, sondern  nur,  dass  es  in  allen  solchen  Fällen  sich  bewähre, 
deren  Wirklichkeit  ausser  Zweifel  sieht.     Mit  andern  Worten: 

Ah  Controle  eines  noch  hypothetischen  physikalischen  Gesetzes 
kimnen  nur  solche  Fälle  benutzt  werden,  deren  Wirklichkeit  oder 
Realisirbarkeit  nachgewiesen  ist.^) 


*)  Helmholtz  behauptet ,  dass  man  zur  Prüfung  irgend  eines  noch  hypothe- 
tischen Gesetzes,  welches  mit  der  Pr'atension  unumschränkter  Gültigkeit  auftrete, 
elektrische  Materie  von  beliebig  grosser  Dichtigkeit  anwenden  dürfe,  da  gar  kein 
allgemein  geltender  Grund  ersichtlich  sei,  durch  welchen  der  Grad  der  Dichtigkeit 
beschrankt  werde  (Borchardt's  Journal,  Bd.  75.  pg.  53)  ;  sollte  man  indessen  der 
elektrischen  Materie  ein  gewisses  Maximum  der  Dichtigkeit  zuzuschreiben  geneigt 
sein ,  mithin  als  Controle  eines  derartigen  Gesetzes  nur  solche  Objecte  gelten  las- 
sen, deren  elektrische  Dichtigkeit  ein  gewisses  Maass  nicht  überschreitet,  so  werde 
man  seiner  Ansicht  nach  doch  wenigstens  berechtigt  sein,  diesen  Objecten  die  denk" 
bar  grössten  Dimensionen  zuzuertheilen   (Borch.  Journal,  Bd.  75,  pg.  45). 

Ich  muss  gestehen,  dass  mir  diese  Ansicht  wenig  annehmbar  erscheint.  Denn 
wenn  man  in  Betreff  der  elektrischen  Dichtigkeit  eine  gewisse  Beschränkung  für 
geboten  oder  wenigstens  für  berechtigt  hHlt ,  so  geschieht  dies  doch  offenbar  nur 
desshaib,  weil  vielleicht  uns  noch  unbekannte  Gesetze  existiren  können,  in  Folge 
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IVürde  es  doch  auch  in  der  That  sehr  sonderbar  sein,  zu  einer  sol- 
chen Controle  Fälle  anzuwenden,  deren  Möglichkeit  durch  Nichts 
ndicirt,  deren  Eintreten  vielleicht  für  immer  inhibirt  ist  durch  irgend 
^velche  uns  noch  völlig  unbekannte  Gesetze. 

Der  von  Helmholtz  gegen  das  Weber^sche  Gesetz  erhobene  (im 
rarhergebenden  §.  besprochene)  Einwand  kann  daher  sehr  wohl  eine 
ernstliche  Bedeutung  haben.  Jedoch  wird  man  solches  nicht  früher 
mit  Bestimmtheit  zu  behaupten  im  Stande  sein,  als  bis  die  Realisir- 
barkeit '*^)  jener  elektrischen  Kugelschaale ,  auf  welche  der  Einwand 
sich  stutzt,  wirklich  dargethan  ist. 


§  ö. 

Fortsetzung,     Ueber  die  UnVollständigkeit  des  Weber'schen  Gesetzes, 

Bei  den  elektrischen  Erscheinungen  kommen  dreierlei  Wirkungen 
in  Betracht,   nämlich    erstens   die  Wirkung   der  elektrischen  Materie 
auf  sich  selber,  zweitens  diejenige,  welche  zwischen  elektrischer  und 
ponderabler  Materie   stattfindet,   endlich   drittens  diejenige  der  pon- 
derablen  Materie  auf  sich  selber;  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man 
von  der   letzten  Wirkung  abstrahiren  darf,  sobald  die   betreffenden 
ponderablen  Massen  als  vqjlkommen  starr  vorausgesetzt  werden.  Ein 
Gesetz,  welches  den  letzten  Grund  der  elektrischen  Erscheinungen  vollr- 
ständig  darzulegen  beansprucht^  muss  daher  Rechenschaft  geben  über 
alle  drei  Wirkungen,   oder,   falls  man  auf  starre  ponderable  Massen 
sich  beschränkt,  wenigstens  über  die  erste  und  zweite.  Das  Weber'sche 
Gesetz  hingegen   bezieht  sich  nur  auf  die  erste  Wirkung,  und  kann 
daher  einen  solchen  Anspruch  nicht  erheben.    Das  Weber'sche  Gesetz 
^i  also  an  und  für  sich  ein  unvollständiges^  welches   zu   seiner  Er- 
gänzung irgend  welcher  accessorischen  Annahmen  bedarf. 


<l«ren  gewisse  sehr  grosse  elektrische  Dichtigkeiten  unmöglich  sind.  Existiren  aber 
derartige  Gesetze,  so  können  ebenso  gut  auch  andere,  ebenfalls  uns  vorläufig  un- 
bekannte Gesetze  existiren,  denen  zufolge  Objecto  von  gewissen  sehr  grossen  Di- 
meosioneu  [z.  B.  Kugelschaalen  von   (1000)^  Meilen  Radius]  unmöglich  sind. 

*)  Günstiger  für  diesen  Zweck  (nämlich  für  den  Nachweis  der  Realisirbarkeit) 
wird  es  wahrscheinlich  sein,  nicht  eine  elektrische  Kugelschaale,  sondern  ein 
System  concentrischer  Schaalen  anzuwenden. 


1 00  Carl  Necmann, 

Hiemit    hängt    zusammen,   dass    das  Weber'sche  Gesetz   für  sich 
allein  wohl  schwerlich  irgend  eine  Folgerung  geben  dürfte,  die  mit 
der  Erfahrung    oder  Beobachtung    confrontirt   werden    kann.     Denn 
will  man  jenes  Gesetz  benutzen,  um  etwa  Auskunft  zu  erhalten  über 
irgend  eine  ponderomotorische  Wirkung,  so  bedarf  es  einer  accesso- 
rischen  Annahme  über  die  Art  und  Weise,  wie  die  auf  die  elektrische 
Materie  ausgeübten  Kräfte  auf  die  ponderable  Masse  sich  fibertragen; 
und   will   man   andererseits   das   Gesetz   benutzen,   um  Auskunft  zo 
erhalten    über  irgend   eine  elektromotorische  Wirkung,  so  bedarf  es 
einer    accessorischen    Annahme    über  den   sogenannten    elektrischen 
Widerstand^  d.  i.  über  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  ponderable 
Masse  auf  die  elektrische  Materie  einwirkt. 

Gesetzt  nun  aber,  man  gelangt  auf  Grund  des  Weber*schen  Ge- 
setzes, verbunden  mit  einer  solchen  accessorischen  Annahme,  zu  einem 
unbefriedigenden  Resultat,  z.  B.  zu  irgend  einem  Widerspruch  mit 
der  Erfahrung,  so  wird  es  immer  zweifelhaft  sein,  ob  die  Schuld 
dem  Webet^schen  Gesetze  oder  der  accessorischen  Annahme  aufzu- 
bürden ist. 

Das  Webet^Hche  Gesetz  dürfte  daher,  eben  in  Folge  seiner  Un- 
vollständigkeit,  ziemlich  unangreifbar  sein.  So  z.  B.  würde  auch  der 
von  Helmholtz  erhobene  Angriff  im  günstigsten  Fall  (d.  h.  wenn  die 
dabei  benutzte  elektrische  Kugelschaale  als  realisirbar  nachgewiesen 
ist)  nicht  das  Weber  sehe  Gesetz,  sondern  gewisse  Differentialglei- 
chungen [(17.  a,  i),  pg.  94]  treffen,  welche  allerdings  zum  Theil  auf 
dem  Webcr'scheii  Gesetz,  zum  andern  Theil  aber  auf  der  accesso- 
rischen Annahme  beruhen,  dass  die  auf  die  Elektricitdt  ausgeübten 
Kräfte  auf  die  ponderable  Masse  sich  unmittelbar  übertragen.  Sollte 
also  jener  Angriff  als  wirklich  stichhaltig  sich  erweisen,  so  würde 
strenge  genommen  immer  noch  die  Frage  offen  bleiben,  ob  derselbe 
vom  Weber'schen  Gesetz  nicht  vielleicht  abzuwenden  sei  durch  eine 
passende  Abänderung  jener  accessorischen  Annahme. 

Uebrigens  scheint  Uelmhollz  [\g\.  Borchardt's  J.  Bd.  75,  pg.  45'i  haupt- 
siichlich  nur  die  Ansicht  bekämpfen  zu  wollen,  da^s  das  Webersck 
iiesetz  ein  wirklich  elementares^  ein  solches  sei^  welches  deti  letztem 
Grund  der  betreffenden  Erscheinungen  vollständig  ausspreche.  Dass 
ich  HKiinerseils  diese  von  Helmholtz  bekämpfte  Ansicht  ebenfalls  für 
unzulässig  halte,  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden. 
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§6. 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  Enet^ffie. 

Es  sei  gegeben  ein  System  von  unendlich  vielen  Massenpunkten, 
jeder  von  der  Form  w  +  e,  d.  h.  jeder  bestehend  aus  einer  ponde- 
rablen  Masse  m,  die  unlöslich  verbunden  ist  mit  einer  elektrischen 
Masse  e.  Zwischen  je  zwei  Theilchen  Wo  +  e^  und  m,  +  Ci  werden 
im  Allgemeinen  zweierlei  Kräfte  in  Thätigkeit  sein,  eine  welche  her- 
rührt von  der  gegenseitigen  Einwirkung  zwischen  m^  und  m^,  eine 
andere^  welche  entsteht  durch  die  Wirkung  zwischen  e^  und  e^.  Die 
erslere  wird  zu  bezeichnen  sein  als  eine  Kraft  ordinären,  die  letz- 
tere als  eine  Kraft  elektrischen  Ursprungs.  Ausser  diesen  innem 
Kräften  mögen  auch  noch  irgend  welche  äussere  Kräfte  auf  das  System 
einwirken.  —  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diejenige  Arbeit 

zu  berechnen,  welche  von  den  Innern  Kräften  elektrischen  Ursprungs 
während  einer  gegebenen  Zeit  dt  verrichtet  wird,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  diese  Kräfte  dem  Weber'schen  Gesetz  entsprechen. 

Sind  a?o,  y©»  ^o  ^^d  a?i,  yi,  z,  die  Coordinaten  der  beiden  Theil- 
chen Wo  +  Co  ^^  ^1  +  ^1 9  und  setzt  man : 

|  =  a:o  — x-t,    t^  =  yo  — yn     £=^o  —  h^    r^=z^^  +  v^  +  ^, 

so  lassen  sich  die  Componenten  Xi,  2)ü9  So  der  von  mi  +  Cj  auf 
ii»o  +  Co  ausgeübten  elektrischen  Kraft  nach  dem  Wcfrer'schen  Gesetz 
so  darstellen  [vgl.  (6.),  pg.  88]: 

Vi ^  ^  f     ^  (y  •»-  ^)  _i_  ^  ö«"^ 

(3.)  2)J  =  e«e.  (-  Ü^  +  I  ^^,)  , 

Sind  (ii^o,  «{^0  9  ^^o  ^^^  ^^it  dy^^  dz^  die  Verschiebungen  der 
lieiden  Theilchen  mo  +  Co  und  m|-f-c,  während  der  Zeit  di,  so  wer- 
den die  von  dem  zweiten  auf  das  erste  und  umgekehrt  von  dem 
ersten  auf  das  zweite  ausgeübten  Arbeiten  elektrischen  Ursprungs 
die  Werthe  haben: 
, .  ^  (diSJ).,.UB  =  $J  dx^  +  g)J  dyo  +  3i  dz^   i 

'^  '^  (rfS?).,^,  =  -  (3fi(te,  +  2)Uyi  +  3W^i) ; 
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hieraus  folgt  durch  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  (2.): 
(5.)  (t/Si  +  dS?).,„.=   Sldi  +  ^Idv  +  ^dS  , 

=  [XW  -h  ^Iv  +  Bin  dt . 

Substituirt  man  die  Werthe  (3.),  so  folgt: 

(6.)  {dSl  +  dS?) ,,  „,  =  e„c.  (n  -  ^)  Ä  ; 

hier  hat  FI  die  Bedeutung: 

ri ft'^p^^M,     ^    tk'  A'??.  _i_     ^ 

und  kann  daher  auch  so  geschrieben  werden: 

^  —  dt\^W  '^  '  '  y  ~  V    dj^  "*"  •  •  •)  ~  v'  "^  "*"  *  *  7 ' 
oder  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so: 

*'  —  div^^)  ~  IT  —  W  ' 
Somit  folgt: 

(7.)  (dSJ  H-  dSJ) ,,.  ü.  =  ^0^1  (der  —  d(p)  , 

=  d  [^0^1  (or  —  y)]  . 
Summirt  man  diese  Formel  über  alle  Theilchenpaare  des  gegebenen 
Systems,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Arbeit  (1.)  den  Werth:        ' 

(8.)  (dS)e,.üs  =  d(P-  f/)  , 

wo  U  und  P  die  Potentiale  des  Sysleins  auf  sich  selber  vorstellen*): 

(7  =  4-22  (co^,  (p)  , 
^•^•^  P  =  4-22  (eoe^Gx)  . 

Wir  gelangen  daher  zu  folgendem  Satz: 

(10.)  Diejenige  Arbeit^  welche  in  dem  System  von  den  inneni  Kräf- 

ten elektrischen  Ursprungs   wahrend   eines  Zeitelementes  di  ver- 
richtet wird^   ist  ein  vollständiges  Differential,  nämüA 
s=d{P — t/),  wo  U  das   elektrostatische  und  P  das  elekirodf- 
namische  Potential  des  System  es  auf  sich  selber  bezeichnet. 
Somit  ergiebt  sich  also,  dass  das  in  Betreff  jener  Kräfte  zu  Grunde 
gelegte  Wi^frer'sche  Gesetz  in   vollem  Einklang  steht  mit  dem  allge- 
meinen Princip  oder  Axiom  der  Energie. 

*]  In  diesen  Formeln  (9.)  sind  die  Summationcn  so  ausgeführt  zu  denken, 
dass  fo  alle  Theilchen  des  ganzen  Systems  durchläuft,  desgleichen  e^ .  Demgemäss 
wird  jedes  gegebene  Paar  Bq  y  e^  doppelt  vorkommen  im  Ausdruck  22  j  hingegen 
nur  einmal  enthalten  sein  im  Ausdruck  4-22 . 
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Bezeichnet  T  die  lebendige  Kraft  des  Systemes,  so  wird  be- 
mntlich  der  Zuwachs  dT,  den  dieses  T  während  irgend  eines  Zeit- 
ementes  erfährt,  gleich  sein  der  Summe  sämmtlicher  Arbeiten,  die 
Sihrend  des  Zeitelementes  von  den  einwirkenden  Kräften  verrichtet 
nd.  Die  genannte  Summe  von  Arbeiten  reducirt  sich  aber,  falls 
;ine  andern  Kräfte  als  die  von  uns  vorausgesetzten  inneren  elek- 
ischen  Kräfte  vorhanden  sind,  auf  die  in  (8.)  berechnete  Arbeit 
f'^ei.us^  s^  d^^s  lu^^  i^  diesem  Falle  also  erhält: 

dT  =  (dS)ei.u»  , 
.  i. 

dT=d{P-  U); 

roraus  sofort  folgt: 

H.)  T  +  U  —  P=  Const. 

i^ir  gelangen  daher  zu  folgendem  Satz: 

2.)  Wirken    auf  ein    System    materieller   Punkte    keine    äussern 

Kräfte  ein^  und  entsprechen  die  darin  vorhandenen  innem  Kräfte 
dem  Weber'schen  Gesetz^  so  mrd  die  lebendige  Kraß  des  Systems^ 
vermehrt  um  das  statische  und  vermindert  um  das  dynamische 
Potential^  während  der  Betvegung  des  Systems  constant  bleiben. 

Fast  genau  in  derselben  Form  habe  ich  diesen  Satz  bereits  im 
hre  1868  ausgesprochen.*) 

§7- 

Anwendung  des  Princips  der  Energie  auf  einen  speciellen  Fall. 

Es  sei  gegeben  eine  gleichmässig  mit  Elektricität  belegte  und 
si  aufgestellte  Kugelschaale  (vom  Radius  a).  Im  Innern  dieser 
liaale  befinde  sich  ein  mit  Elektricität  belegter  oder  von  Eleklri- 
W  durchdrungener  Cylinder  (vom  Radius  a) ,  welcher  drehbar  ist 
Q  seine  fest  aufgestellte  horizontale  Axe.**)  Auf  diesen  Cylinder  sei 
n  Faden  aufgewickelt,  und  das  freie  Ende  dieses  Fadens  mit  einem 

*)  Nämlich  io  einem  Programm  der  Tübinger  Universität  (betitelt  die  Princi- 
}D  der  Elektrodynamik,  Juli,  4  868.),  daselbst  pg.  37.  Der  einzige  Unterschied  be- 
ht  darin,  dass  ich  das  dynamische  Potential  damals  etwas  anders,  nämlich  motorisches 
tentiai  nannte. 

**]    Selbstverständlich    soll    diese  Drehungsaxe   zusammenfallen  mit  der  geome- 
ehen  Axe  des  Cylinders. 
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Gewicht  Mg  beschwert.  —  Es  soll 
die  Bewegung,  welche  der  Cylin- 
der  unter  der  Einwirkung  der  elek- 
trischen Kugelschaale  einerseits  und 
unter  der  Einwirkung  des  Gewichts 
Mg  andererseits  annehmen  wird,  nä- 
her untersucht  werden. 

Dabei  soll  vorausgesetzt  sein, 
dass  der  Cylinder  mit  der  in  ihm  vor- 
handenen elektrischen  Materie  starr 
und  unlöslich  verbunden  sei,  und 
dass  Gleiches  auch  stattfinde  bei  der 
Kugelschaale. 

Bezeichnet  man  mit  Dio  ein  Ele- 
ment der  Kugelfläche,  mit  H  die 
Dichtigkeit  ihrer  elektrischen  Bele- 
gung, also  mit eJJtpllDa)  und  eJfmHD(o 
die  von  der  Flache  auf  irgend  einen 
elektrischen  Massenpunkt  e  {x^  j/,  z) 
ausgeübten  Potentiale;  so  ist,  falls  e  innerhalb  der  Fläche  liegt: 

effn^HDa,  =  ^f  (o:'^  +  ,/^  +  z'^)  , 

vvo  a  den  Radius  der  Kugelfläche  und  7j  =^Jf}iD(o  die  Gesamai 
masse  ihrer  Belegung  vorstellt.  Diese  schon  früher  [vergl.  (8.1,  [<1 
pg.  89,  90]  abgeleiteten  Formeln  können,  weil  tj  =  4;ra^H  ist,  ai* 
so  geschrieben  werden: 

eJfq)l{Dvj  =  4;raHe  , 

eJfüjHDw  =  A^  .  iTtaUe  {x"'  +  y^  +  z^)  . 
Versteht  man  nun  unter  e  irgend  ein  im  Cylinder  befindliches  The 
chen,  unter  r  den  Abstand  dieses  Theilchens  von  der  Drehungsa: 
und  unter  &  den  Drehungsvvinkel  des  Cylinders,  so  ist  off'enbar 

c(a;"2  +  t/'2  +  z'2)  =  £jrVP. 
Somit  erhält  man  für  die  von  der  elektrischen  Kugelschaale  auf  ( 
Cylinder  ausgeübten  Potentiale  Uj,c  und  P,,c  folgende  Werthe: 

^^  *•■'  P,,  =  A^  .  inaH  {ler^)»'^  , 


(13.) 
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0  ^e  und  ^er^  ausgedehnt  zu  denken  sind  über  sämrotliche  Elek- 
icitatstheilchen  des  Gvlinders. 

Bezeichnet  man  nun  das  aus  Kugelschaale  und  Cylinder  beste- 
ende  System  mit  (ft,  c),  und  die  Potentiale  dieses  Systems  auf  sich 
über  mit  V  und  P,  so  ist  bekanntlich: 

p=p^  +  p,  +  p,, 

0  Uj^^  Pj^  die  Potentiale  der  Kugelschaale  auf  sich  selber,  und  ebenso 
,  Pc  diejenigen  des  Cylinders  auf  sich  selbst  vorstellen.  Da  nach 
serer  Voraussetzung  die  elektrischen  Theilchen  e  mit  dem  Cylinder 
i  verbunden  sind,  so  haben  die  Potentiale  U^,  P^  constante  Werthe. 
taloges  gilt  von  Uj^^  i\.     Somit  folgt  aus  (14.)  und  (15.): 

1/  =s  4;raH(2c)  +  Const, 

P  =  AK  i7raH(2^2j  ^'2  ^  Consl. 

Solches   vorausgeschickt,    wollen   wir   nun    die    Differentialglei- 
ung  bilden  für  die  Bewegung  des  Cylinders.     Die  lebendige  Kraft 
des  gegebenen  Systems  [k,  0,  M)  hat,  weil  die  Kugelschaale  k  un- 
weglich  ist,  den  Werth: 

ci  3R  das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  bezeichnet.  Der  Zuwachs 
r,  den  diese  lebendige  Kraft  während  eines  Zeitelementes  dt  erfährt, 
:  gleich  der  von  sämmtlichen  Kräften  während  der  Zeit  dt  verrich- 
ten Arbeit.  Die  in  Betraqht  kommenden  Kräfte  sind  aber  theils  die 

1  Systeme  (ä,  c)  vorhandenen  elektrischen  Kräfte,  theils  die  auf  M 
Dwirkende  Schwerkraft.  Die  Arbeit  der  erstem  Kräfte  hat  nach  (1 0.) 

50  Werth 

d{P-U); 

flhrend  die  Arbeit  der  Schwerkraft  sich  darstellt  durch 

Mgad&  . 
Mnit  folgt: 

8.)  dT  =  d[P—  V)  +  Mgadfh  , 

ler  was  dasselbe  ist: 

9.)  T  =  P—U  +  Mga&  +  Const. 

bstituirt  man  hier  die  Werthe  (16.),  (17.),  so  entsteht: 


JLrt 


.-^ 
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(20.)        ^^^^  *'»  =  A^l7iaH{ler^)»'^  +  Mga&  +  Const.  ;  ■'  ' 

denn   es   ist  zu   beachten,   dass  H  und  2e,  also  auch  17  (16.)  coi- I    , 
stant  sind. 

Man  erhalt  also  schliesslich: 

(21.)  LO-'^  =  Mga&  +  Const.  , 

oder,  falls  man  nach  /  diSerenzirt: 

(22.)  iL»"  =  Mga  , 

wo  die  Constante  L  folgenden  Werth  hat: 

i^^O  ^  =  — i i^ —  ' 

denn  es  ist  zu  beachten ,  dass  A^  =  ^  . 

Ist  die  Constante  L  =  pos. ,  so  wird  das  angehängte  Gewichl 
Mg  mit  beschleunigter  Geschwindigkeit  sinken^  zufolge  (22.).  ki 
L  =  0 ,  so  entsteht  eine  unendlich  grosse  Beschleunigung.  Ist  endlich 
L  =  neg.,  so  wird  jenes  Gewicht  mit  beschleunigter  Geschwindig- 
keit gehoben  werden.  In  diesem  letztern  Fall  könnte,  falls  man  den 
Faden  unendlich  lang  annimmt,  das  Gewicht  unendlich  hoch  empor- 
gehoben, also  unendlich  grosse  Arbeit  geleistet  werden. 

Untersucht  man  aber,  ob  die  Fälle  L  =  0  und  L  =s  neg.  wirk- 
lich eintreten  können,  so  stösst  man  auf  dieselben  Schwierigkeiten 
wie  früher  bei  einer  ähnlichen  Betrachtung  (§  3,  pg.  97.). 

§  8. 

Reduction  des  Weber' sehen  Gesetzes  auf  ein  gewisses  Potential  y  durch  Anwen- 
dung des  Hamilton' sehen  Princips. 

•Das  Hamilton  sehe  Princip  ßndet  bekanntlich  seinen  Ausdruck  in 
der  Formel: 

(1.)  df[{Leb,  Kraa)   —  (Polenlial)]  dl  ^  0  ^ 

wo  die  Integration  sich  erstreckt  über  einen  beliebig  zu  wählenden 
Zeitraum,  und  wo  d  die  innere  Variation^  nämlich  eine  Variation  be- 
zeichnet, welche  nicht  die  Grenzen,  sondern  nur  das  Innere  jenes 
Zeitraumes  betrifft. 

Es  fragt  sich,  ob  das  Weber'sche  Gesetz  diesem  //amt/foft*schen 
Princip  subordinirt  werden  kann.  Mit  andern  Worten:  Es  fragt  sich 
ob  das  Potential   in  der  Formel  (1.)  so  definirt  werden  kann,  dass 
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die   aus    der  Formel  resultirenden  Differentialgleichungen    identisch 
sind  mit  denen,  die  aus  dem  Weber'schen  Gesetz  sich  ergeben. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  betrachten  wir  den  Fall  von 
nur  zwei  Punkten  tn  +  e  und  /ti  +  fj.  Bezeichnen  wir  die  Trägheits- 
zahlen dieser  Punkte  mit  m  +  m^  und  /ti  +  iti  ^  ferner  ihre  Coordi- 
naien  mit  j?,  j/,  z  und  {,  t;,  ^,  und  endlich  das  noch  zu  ermittelnde 
Potential  mit  w,  so  nimmt  die  Formel   (1.)  folgende  Gestalt  an: 

Benken  wir  uns  nun  das  Potential  w  als  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X,  y,  z,  x\  y\  z'  und  f,  ts  f,  f',  v'  f,  so  ergeben  sich  aus 
(2.),  durch  Ausführung  der  Variation  d  im  Ganzen  6  Differential- 
gleichungen, von  denen  die  3  ersten  so  lauten: 

/o  *  /        m        \    ff  bw     ,     d    bw 

(3-;  {fn-*-fn,)y    «_^  +  -^, 

/        .         \     /#  bw     ^     d    bw 

{m-i-m,)z    =  -  "5^  +  5  "S^r  ; 

wahrend  die  3  andern  von  analoger  Gestalt  sind. 

Andererseits  sind  die  bei  Zugrundelegung  des  Weber'schen  Ge- 
setzes sich  ergebenden  Differentialgleichungen  zufolge  unserer  früheren 
Untersuchungen  [vergl.  (6.),  pg.  88]  folgende: 

/        .  \     "  /         b{q>-^w),dbw\ 

(m  +  m,)x    =  eti  (^ !^  +  äi  w)  ^ 

/  £  \  /        .         N     "  /        b{w-^w),d-bw\ 

(4.)  ^»-1-»».)^    «  «?  (^- -^V^  +  5 -37;  ' 

/        .  N     /f  /        b  {q)-^m)     ,     d    bm\ 

WO  in   der  letzten  Colonne   statt   m  auch    {(p  +  ta)  gesetzt  werden 
darf,  weil  y  von  x\  y\  z    unabhängig  ist. 

Die  aus  dem  Hamt/ton  sehen  Princip  entspringenden  Differential- 
gleichungen (3.)  werden  also  mit  den  aus  dem  Wefccr'schen  Gesetz 
sich  ergebenden  Differentialgleichungen  (4.)  identisch  sein,  sobald 
man  für  w  den  Werth  nimmt: 

(5.a)  u;  =  e^  (9)  -I-  nr), 

J.b)         .-.,  [^  +  SA-C^)']  =  «,[,  + i  (i|)T  ; 

einen  Werth,  welcher  für  den  Fall  fte<rd!cA//«cÄ^  Entferaungen  überseht  in : 
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(5.C)  „  =  e,[i.H.£(S)>e,[i-  +  ^,Ci)']. 

Wir  können  also  sagen: 

(6.)  Bei  Zugrundelegung  des  Hamilton' sehen  Princips  ist  äe  Aih 

nähme  des  Weber  sehen  Gesetzes  äquivalent  mit  der  Amakm 
eines  gemssefi  Potentials,  Dabei  ist  es  einerlei  ob  man  äem 
Potential  den  Werlh: 

oder  den  allgemeineren  Werth: 

r        .      4    /rfi//Vl      .  dX 

w  =  efi[fp  +  -^[^)\+eri^ 

zuerlheill ,  wo  X  eine  wülkührliche  Function  von  r,  r',  r", . . . 
sein  kann. 

Die  Zufügung   des  Gliedes  et]-^  bringt  nämlich   in  der  Formel 

(2.)  des  Hamilton  sehen  Princips  nicht  die  mindeste  Aenderung  her- 
vor. Denn  setzt  man  in  dem  Integral  /[(Leb.  Kraft)  — w]dt  fürtpsuc- 
cessive  zwei  Werthe  von  der  Form: 

w  =  erjf , 

w  =  ejif  +  erj-^, 

so  werden  die  correspondirenden  Werthe  des  Integrals  durch  erjl-jj^ä, 

d.  i.  durch  etj  [l^  —  A,)  von  einander  abweichen ,  wo  ki  und  X%  die 
Werthe  von  A  an  den  beiden  Grenzen  des  Integrals  vorstellen.  Un- 
terwirft man  also  das  Integral  der  durch  d  angedeuteten  inneren 
Variation,  so  wird  man  in  beiden  Fällen  zu  demselben  Resultat 
gelangen. 

Die  in  (6.)  angegebene  Rcduction  des  Weber'schen  Gesetzes  auf 
ein  gewisses  Potential  ist  von  mir  im  Jahre  1865  ausgeführt,  und 
1868  publicirt  worden  (Programm  der  Tübinger  Universität  vom 
Jahre  1868,  pg.  2  und  pg.  24—28). 


§  9. 

Fortsetzung,     Reduction    des   erhaltenen   Potentials  auf  ein  einfacheres^  durct* 

Annahme  einer  zeitlichen  Transmission. 

Es  soll  gezeigt  werden,  dass  das  für  die  beiden  elektrischeo 
Massenpunkte  e  und  tj  so  eben  erhaltene  Potential  w  (5.  a,b,c)  ß^' 
setzt  werden  kann  durch  das  einfachere  Potential 
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.)  eijip     oder     erjq){r)  , 

ibald  man  annimmt,  dass  dieses  letztere  ein  Bewegungsantrieb  oder 
D  Befehl  sei,  der  von  dem  einen  Punkte  gegeben  und  emittirt,  von 
m  andern  recipirt  und  befolgt  wird,  und  ferner  annimmt,  dass 
3ser  Befehl  einer  gewissen  Zeit  bedürfe,  um  vom  Orte  der  Emis- 
m  hinzugelangen  zum  Orte  der  Reception. 

Versteht  man  unter  r^  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  ein- 
der  zur  Zeit  t^,  so  sind  die  Vorstellungen,  von  denen  wir  ausgehen 
illen,  folgende:  Im  Augenblick  t^  wird  von  dem  einen  Punkt  ein 
wisser  Befehl  gegeben,  und  zwar  gegeben  mit  Rücksicht  auf  die 
genblicklielien  Verhältnisse,  d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  augenblickliche 
itfernung  r»;  demgemäss  lautet  der  Befehl: 

?geben  und  emittirt  zur  Zeit  /«,  durchläuft  dieser  Befehl  den  Raum 
vischen  beiden  Punkten,  ohne  unterwegs  irgend  welche  Aenderung 
I  erleiden;  er  wird  daher,  weil  zur  Durchlaufung  jenes  Zwischen- 
umes  eine  gewisse  Zeit  erforderlich  ist,  von  dem  gehorchenden 
inkte  recipirt  und  befolgt  werden  nicht  zur  Zeit  /„,  sondern  zu 
ner  etwas  spätem  Zeit  /,  also  zu  einer  Zeit,  wo  die  gegenseitige 
Dtfernung  der  beiden  Punkte  nicht  niehr  den  Werth  lo,  sondern 
ireils  einen  etwas  andern  Werth  r  besitzt. 

Der  Befehl  oder  Potentialwerth  (8.)  kann  demgemHss  einerseits 
zeichnet  werden  als  das  der  Zeit  /o  entsprechende  emisme  Poten- 
il,  und  andererseits  auch  bezeichnet  werden  als  das  der  Zeit  / 
lisprechende  receplive  Potential.  Zur  Zeit  /o  wird  der  Befehl  gege- 
5n,  zur  Zeit  /  tritt  er  in  Kraft. 

Die  Zwischenzeit  t  —  /„  ist  diejenige,  deren  der  Befehl  bedarf, 
Q  den  Raum  zwischen  beiden  Punkten  zu  durchlaufen.  In  Betreif 
^er  Durchlaufung  wollen  wir  diejenige  Vorstellung  zu  Grunde  legen, 
Hche  sich  als  die  einfachste  darbietet,  nUmlich  annehmen,  dass  der 
'fehl  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  c  vorwärts  schreitet  auf 
iQjenigen  Radiusvector,  dessen  Anfangspunkt  der  befehlende,  und 
ssen  Endpunkt  der  gehorchende  Punkt  ist.  Die  mit  c  benannte 
!$chwindigkeit  bezieht  sich  also  auf  eine  relative  Bewegung;  denn 
r  Radiusvector,  auf  welchem  der  Befehl  entlang  geht,  befindet 
h  setter  in  Bewegung,  fortgetragen  durch  die  auf  irgend  welchen 
bnen  dahinlaufenden  Punkte. 

kbkandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wisiensch.  XYIII.  8 
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Der  zur  Zeit  t  vom  gehorchenden  Punkt  recipirte  Befehl  ,8. 
hat  nun  otfenbar  diejenige  Radiusvector-I^nge  zu  durchlaufen  geliak 
welche  vorhanden  ist  im  Augenblick  seiner  Iteceplion^  also  zu  diircli- 
laufen  gehabt  die  zur  Zeil  l  vorhandene  Radiusvector-Liinge  r.  Üic 
hiezu  erforderliche  Zeit  ist  aber  — ;  folglich : 

(9.)  /  -  /,  =  -^  . 

Bezeichnen  wir  den  zur  Zeil  l  recipirten  und  zur  seihen  Zeit  in 
Kraft  tretenden  Potentiahverlh  (8.)  kurzvveji;  mil  «•,  so  hab(*n  wir  also 
folgende  Formeln: 

(1 0.)  w  =5  eii(p{r^)  ,  /  —  ^«  =  ^  ; 

Diese  Formeln   aber  nehmen^   falls  wir  /«  =  / — A/  und  r^y^szr^^ 
setzen,  folgende  Gestalt  an: 
(11.)  w  =  ei^(p[r  —  Ar)  ,  A/  = 

Ks  handelt  sich  nun  um  eine  nähere  Bestimmung  des  Werthes  ir. 
Setzt  man  ' 

'•  =  m . 

so  reprHsentirt  f  eine  Function,  die  ebenso  unbekannt  ist,  wie  über-  \ 

haupt  die  Bewegung  der  beiden  Punkte.     Jedenfalls  wird  dann  aber  I 

auch  zu  setzen  sein: 

r  — Ar  ^f[t  —  ^t)  , 

oder  was  dasselbe  ist: 

r- Ar  =  m  -  ^f'lC.  +  ^V"(0  -  +  .  .  . 

Diese  letzte  Formel  nimmt  mit  Hülfe  der   aus  r  =  f{i)   entspringen- 
den  Relationen 

r'  =  f'(fi  ,  r"  =  f'(/)  ,  r'"  =  ['"(f) 

folgende  Gestalt  an : 


r 


r  —  Ar  =  r  — 


1     "*"    1 .  i 


oder  mil  Rücksicht  auf  (11.)  folgende: 
(12.;  r  -  Ar  =  r  -  ^-''-  +  -^ 


Dieser  Werlh    von   r  —  Ar   ist   in    dem  Ausdruck  w  (II.)  zu  suhsli- 

hiiren.  Vorher  indessen  sei  bemeikt,  dass  jener  Auscbcick  so  darge- 
slcllt  wiM'den  kann: 

wo  (f  für  (f(r]   sieht.     Subslituirt  man   hier  nun  den  aus  (12.)  enl- 
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»pringenden  Werlh  von  Ar,  und   vemaclüägmß  die  dvitte  Potenz   von 
^,  80  folgt: 

(U.  W  =  ef^  [y  +  (^_ -.  _j  -t  +  -5^  j^J  , 

oder  nach  leichter  UiDgeslaltiing  : 

J.).;        IP  —   «J  [V  —    ^    A-J  ^  *''  (tt  L         ^  "^  Tc»  dr J  ' 

wofür  einfacher  geschrieben  werden  mag: 

Soll  nun  dieser  zur  Zeit  /  in  Kraft  tretende  PotentiaKverth  ir 
die  verlangte  Form  (6.  besitzen,  so  miiss  zwischen  (p  und  i/»  die 
Belation  stattfinden: 

Biese  Relation    aber    ist    wenigstens    für    betrachtliche   Entfernungen 

in  der  That   erfüllt;  denn   für  solche  ist   y  =  --  und  i/»  =  |/^r.     Mit 

andern  Worten:  Sie  ist  so  w^it  erfüllt,  als  unsere  Konntniss  über  die 
Functionen  ^,  u;  überhaupt  reicht.  Wir  gelangen  also  zu  folgendem 
Resultat : 

Die  complicirte  Form  den  gefundenen  Potentials    C.  : 

kann    durch   die   Annahme   erklärt  werden^  daxa  das    Potetttial 
zu   seiner    Tranmnission    vom   einen    Punkte    zum    andern   eimr 
gewissen  Zeit  bedürfe.  Durch  diese  Annahme  reducirt  sich  ndni- 
lieh  Jetten  Potential  auf: 
19.)  ejjy  , 

d.  f.  auf  das  gewöhnliche  statische  Potential. 

Dabei  ist  narausgesetzt^  dass  die  Weber  sehe  Constante  c  iU'ven 
Werth  über  59000  Meilen  beträgt*  zugleich  die  Geschwindig- 
keit der  genanntefi  Transmission  reprasentirt ;  ferner  vorausge- 
setzt^ dass  r  klein  gegen  c  bleibt^  und  dass  also  die  dritte  Po- 
tenz  von  —  vemachtässigt  werden  darf;  endlich  vorausgesetzt^ 
dass  die  zwischen  den  Functionen  ff  und  t"  ffir  beträchtliche 
Entfernungen  stattfindende  Relation 

auch  noch  erfüllt  sei  für  äusserst  kleine  Entfernungen, 

8* 
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Die  hier  über  dies  Potential  gemachten  Suppositionen  zeigen  den 
Gesetzen  des  Lichtes  gegenüber  eine  überaus  grosse  Yerschiedenbeil. 
So  fallen  z.  B.,  was  die  Emission,  Transmission  und  Reception  be- 
trilTt,  unmittelbar  folgende  DifTerefizen  ins  Auge:  Das  von  einem 
leuchtenden  KCirper  emittirte  Licht  ist  unabhängig  von  dem  beleuch- 
teten Körper;  hingegen  ist  das  in  irgend  einem  Augenblick  vod 
einem  anziehenden  Punkt  emittirte  Potential  in  strictesler  Wei^e  ak- 
hängig   von  der  augenblickliclim  Lage  des  angezogenen  Punktes;  es  isl 

dasselbe  nümlich  =  ej^tpir)^  respective  =  — ,  wo  r  die  augenblick- 
liche Entfernung  bedeutet.  Ferner:  Das  von  dem  leuchtenden  Körper 
in  einem  gegebenen  Zeilaugenblick  emittirte  Licht   verliert  an  loten- 
sitüt,  je  weiter  es  sich  vom  Körper  entfernt;   das  emittirte  Potential 
hingegen    lUuft   ohne   irgend   welche  Abändening   seinem   urspnlnglicbe^ 
Wei^thes  bis  zum  angezogenen  Punkt.  Endlich:  Das  von  dem  beleuch- 
teten  K()r[)er  recipirtc   ^d.  i.  absorbirto^   Licht  ist  im  Allgemeinen  ein 
Bruchtheil   des   auffallenden  Lichtes;    hingegen   ist  das  von  dem  an- 
{gezogenen  Punkt  lecipirte  Potential  identisch   (d.  i.  gleiehwerlhig)  mi* 
dem  ankommenden  Potential. 

Die  Gesetze,   nach   denen  das  Potential   von   einem  Punkt  zun* 
andern  transmittirt  wird,  sind  also,  zufolge  der  hier  gemachten  Sup^ 
Positionen,  von  den  entsprechenden  Gesetzen  des  Lichtes  so  ausser- 
ordentlich verschieden,   dass  von  einer  Aehnlichkeit  kaum  die  Rede 
sein   kann.     Wenigstens  wilre  nur   ein   einziger  Umstand   geltend  z^ 
machen,    in    Bezug    auf   welchen   eine   Art  Aehnliclikeit   stattfinde!. 
Dieser  besteht  darin,  dass  Licht  wie  Potential  mit  einer  sehr  grossen 
con^lanten  Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen;  und  auch  diese  Aehnlich- 
keit   ist   keine   vollkommene;    denn  jene   constante  Gesch windigkeil 
besitzt  für  Potential  und  Licht  verschiedene  Werthe,  und  bezieht  sicli 
beim  Licht  auf  eine  absolute,  beim  Potential  aber  auf  eine  relative 
Bewegung. 

Ich  habe  mich  im  gegenwärtigen  §.  bemüht,  dasjenige  einiger- 
massen  anschaulich  zusammenzustellen ,  was  früher  schon  bnich- 
slückweise  von  mir  veröffentlicht  worden  ist,  theils  in  dem  erwilhnlen 
Tübinger  Programm  von  1868,  theils  (als  Erwiederung  auf  einen 
von  Clausins  erhobenen  Einwand  in  den  Mathematischen  Annalcn 
H<1.  I,  pg.  317. 
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§  10. 

cüpitiUalhn,     Bemerkung  über  die  magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene 

des  Lichtes, 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  folgt,  dass  das  We6ei*'sche 
!setz  abgeleitet  werden  kann  aus  der  Annahme  eines  gewöhnlichen 
r  von  der  Entfernung  abhängenden  Potentiales,  unter  Voraussetzung 
ler  gewissen  nichlmomentanen  Transmission  und  unter  Voraussetzung 
s  Hamilton  sehen  Prindps.  In  der  That  haben  wir  gezeigt,  dass 
5  Weber'sche  Gesetz 

lucirt  werden  kann  auf  das  Potential 

l)  eri(p{r)  , 

»ald  man  annimmt,  dass  die  beiden  Functionen  (p  und  ip  durch  die 
ation 

■;  --S  +  Ks)'"» 

einander  verbunden  sind. 
Wir  können  nun  die  Formel  (21.)  auch  so  schreiben: 

«  —  ^  r_  ^  -I-  A  ^  ^  r"^  -I.  i-  /"^Y  r"l 

^  —  «^  [         dr    ^  c^   dr    dr^  ^       ^  c2  \drj    '    J  ' 

r\  r"  die  Ableitungen  von  r  nach  der  Zeit  vorstellen.  Substi- 
en  wir  hier  für  ~  den  aus  (23.;  entspringenden  Werth,  so 
Ingen  wir  zu  folgendem  Endresultat: 

Unter  Annahme  einer  gewissen  nichtmomentanen  Transmission 
und  unter  Anmihme  des  Ilamillon  sehen  Prineips  kann  das  We- 
ber sehe  Gesetz  abgeleitet  werden  am  einem  gewöhnlichen^  nur 
von  der  Entfernung  abhängenden  Potential: 

.)  ^wi^) ; 

und  zwar  ergiebl  sich  dabei  jenes  Gesetz  in  folgender  Gestalt: 

Jt  —   —  t'V  [dT  ^   c"2  Tr\!  H^)^      +  c2    dr  ^   J  ' 

WO  c  die  Geschwindigkeit  der  Transmission  bezeichnet,  —  Dabei 
ist  vorausgesetzt^  dass  r  klein  gegen  c  sei. 

Dieses  Gesetz   (23.),  welches  für  beträchtliche  Entfernungen,  d.  i. 
^  =  —  in  die  bekannte  von  Weber  selbst  gegebene  Formel : 
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w  —    n     ^"^  j-  ?iüi 

^  —  ^^lr2  ~  c^r^  "*"  c2rj 

übergeht  (vergl.  pg.  86),  Htiinint  merkwürdiger  Weise  vollkomiiieo 
überein  mit  demjenigen  Gesetz,  welches  ich  schon  viel  früher  im 
Jahre  1858,  zur  Erklärung  der  magnetischen  Drehung  der  Polarisa- 
tionsebene des  Lichtes,  für  die  Wirkung  zwischen  einem  ddUmcken 
Theilvhen  tj  und  einem  Aelherlheilehen  e  supponirt  habe.  Denn  scboH 
damals  sali  ich  mich  aus  bestimmten  und  naheliegenden  Gründen  zn 
der  Annahme  veranlasst,  dass  das  We6£?r'sche  Gesetz  für  sehr  kkine 
Entfernungen  einer  gewissen  Modification  bedürfe.  Deiugemdss  Dahm 
ich  jenes  Gesetz  in  folgender  Form  an: 
(26. a  9t  =  e/y  [F  +  W  +  (Pr"i  ; 

alsdann  aber    ergab   sich   die  Nothwendigkeit ,    zwischen  den  beiden 
Funclionen  ^'  und  0  die  Relation  zu  sup|K)niren: 

(26.  b,  *-  =  4-S- 

Vei'filvichl  man  nun  dieme  Formeln  ^il6.a,b  mit  der  Formel  ; 25/,  ^^ 
ze'uji  sich  rolle  Vebereimtimmumj ;  denn  jene  Helalion  zwischen  ^'  ww' 
0)  isl  in  (25.)   erfüllL 

In  Betrefl*  der  Gründe,  welche  damals  zur  Annahme  einer  >lo- 
ditication  des  VVefter'schen  Gesetzes,  vsowie  zur  Annahme  der  Relation 
(26.  b;   mich  nöthigten,  verweise  ich  auf  meine  betreHbnden  Publicsi^ 
(ionen,    nämlich    auf    meine    Habilitationsschrift:     Explicare   lenlalu^'» 
quomodo  jial^  tU   lucis  planum  polarisalionis  per   vires    ehctricas  vel 
mmjnelicas  declinelur^    Halis  Saxonum,  1858,   und   ferner   auf  meine» 
ausführlichere  Schrift:  Die  magnetische  Ihehumj  der  Volarisaiionsehene 
des  Lichtes,  Halle,  Verlag   des  Waisenhauses,    1863.     Dabei  sei  l)e- 
merkt,  dass  in  letzter  Schrift*)  zwischen  den  Functionen  F,  V,  0  noch 
eine  zweite,  mit   (25.)  mcA^  übereinstimmende  Relation :  F=  —  j^ 
su|)ponirt  wurde;    zugleich  aber  sei  betont,  dass  die  Annahme  dieser 
Relation  dort    wie  man  sehr  leicht  erkennen  wird)  ganz  unnölhig  war, 
und  nur  durch  den  Wunsch,  in  der  äussern  Form  eine  grössere  Ein- 
fachheit zu  erzielen,  herbeigeführt  wurde. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  jene  schon  im  Jahre  1858  von  mir 
für  nothwendig  befundene  Moditication  des  Weber' sehen  Gesetzes  in 
gleicher  Weise   sich   auch   vortindel    in    meinem  Tübinger  Progranun 


*)    Man  blickt»  daselbst  auf  die   ronn.  (i.  ,    pg.  7 
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von  1868.  Wenn  daher  HelmhoUz  (Borchardt's  Journal,  Bd.  75,  pg.  39) 

der  Meinung  ist,  dass  diese  Modification  eine  neue,  eine  erst  im  Jahre 

1871   von  mir  eingeführte   sei,   und  dass   sie  lediglich   den  Zweck 

habe,  die  von  ihm  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  erhobenen  Einwände 

zu  beseitigen,  so  beruht  eine  solche  Ansicht  auf  Irrthuni. 

§  H. 
i|  Ueber  das  von  Weber  eingeführte  Potential. 

Das  von  mir,  unter  Anwendung  des  Hamilton  fachen  Princips, 
eingeführte  Potential  ;r,  welches  bezogen  auf  beträchtliche  Entfer- 
nungen, den  Werth  hat  (pg.  108): 

ff.)  w  =  efj  i(p  +  ar)  =  etj  [1  +  ^j  , 

ist  >Yesentlich  verschieden .  von  dem  schon  1848  von  Weber  einge- 
führten Potential  (Poggendorffs  Annalen,  Bd.  73,  pg.  229);  dieses 
letztere  lautet  nämlich: 

(2.)  W  =  ß//  (y  —  ar)  =  ei?  [y  —  ^  . 

Die  Theorie  des  W(p6er'schen  Potentials  ist  folgende: 
Man  denke  sich  die  beiden  Theilchen  e  und  tj  in  irgend  welcher 
Bewegung,  dann  sind  r  und  r'  Functionen  von  l.  Nun  kann  offenbar 
^  ^  falls  man  t  durch  r  ausdrückt,  auch  als  Function  von  r  angesehen 
^^rden;  bei  solcher  Auffassung  wird  alsdann  W  ein  Ausdruck  sein, 
^^r  nur   von   r  abhängt,   und   dessen  Differentialquotient  nach  r  zu 

^^rechnen  ist  mit  Hülfe  der  Formel: 

dW  w 

dr  r'   ' 

^vo  die  Accente  Differentiationen  nach  t  anzeigen!     Somit  folgt: 

f  dW^  ^^\        \  .j^^Jl ?!I^1 

Denigemäss  erhält  man  für  die  von  tj  auf  e  ausgeübte  repulsive  Kraft 
3f  i|>g.  86"^  folgende  Darstellung: 

.3.}  «  =  -  '^  • 

Bewegen  sich  also  zwei  Massenpunkte "^j  m  +  e  und  ^  +  //  nach 
dem  Wipfeer' sehen  Gesetz,  so  wird,  wie  aus  (3.)  unmittelbar  folgt, 
die  Gleichung  gelten: 


*)    Aehnlich   wie   früher,  sollen  nUmlich  m  und  fA  die  mit  e  und  rj  verbun- 
denen ponderabien  Massen  bezeichnen. 
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i.)  T  +W=  Const., 

welche  mit  Rücksicht  auf  (2.)  auch  so  geschrieben  werden  kann. 
•  5.)  T  +  erjg>  —  etjm  =  Const.  ; 

dabei  bezeichnet  T  die  lebendige  Kraft  der  beiden  Punkte. 

Nennt  man  also,  ebenso  wie  früher,  etjcp  das  statische  und  er^ 
(las  dynamische  Potential,  so  gelangt  man  zu  dem  Satz,  dass  ik 
lebendiye  Krafl^  vermehrt  um  das  slatuche  und  vermindert  um  dais  rfy- 
namische  Potential^  conslant  bleibt. 

Dehnt  man  diesen  Satz,  was  ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann, 
auf  ein  System  von  beliebig  vielen  Punkten  aus,  so  erhält  man  das 
Princip  der  Energie  genau  in  derselben  Form,  in  welcher  es  früher 
■^pg.  103)  auf  anderem  Wege  gefunden  war. 

Diese  Gleichung  des  Princips  der  Energie  ist  also  Weber  :a«i- 
schreihen^  insofern  sie  sich  unmittelbar  ergiebt  aus  dem  von  Weber  m 
Jahre  1848  bemerkten  Potential  (2.).  Irrthümlicher  Weise  habeich 
in  einem  früheren  Aufsatz  (Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Oclob. 
1871,  [>g.  476)  die  Aufstellung  dieser  Gleichung  mir  selber  vindicirt. 
Zu  meiner  Entschuldigung  sei  bemerkt,  dass  jenes  Weber'sche  Poten- 
tial (2.)  in  den  ausführlichen  Aufsätzen*)  von  Weber  sich  mckl 
vorfindet,  sondern  nur  in  jenem  Auszuge  in  Poggendorff's  Annalen; 
diesen  Auszug  aber  durchzusehen  hatte  ich  nicht  für  nöthig  eracbteU 
in  der  Meinung,  dass  dort  nur  solche  Sachen  zu  finden  seien,  die 
in  der  ausführlichen  Abhandlung  ebenfalls  enthalten  wären. 


Zweiter  Abschnitt. 

Das  Weber'sche  Gesetz  unter  Zugrundelegung  der 
gewöhnlichen  dualistischen  Anschauungsweise. 

§  I- 

Anicendunff  des  Weher' sehen  Gesetzes  auf  f/l eich fdrm  ige  Strötne. 

Ist  ein  linearer  Leiter  von  einem  elektrischen  Strome  durchflös- 
sen, so  bewegen  sich,  nach  der  gewölinlichen  dualistischen  Vorslel- 


')   iiäiulicli  in  (leiijeiiigen ,   welche  in  den  Abhundlungcn  der  Kgl.  Sachs.  Ges. 
d.  Wiss.    public! rt  sind. 
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uDgsweise,  gleiche  Quanta  positiver  und  negativer  Elektricität  mit 
deichen  Geschwindigkeiten  in  entgegengesetzten  Richtungen.  Ist  also 
rD«  irgend  ein  Element  des  gegebenen  linearen  Leiters,  nämlich  q 
ler  Querschnitt  und  Ds  die  Länge  des  Elementes,  so  werden  die  in 
rgeod  einem  Augenblick  innerhalb  dieses  Elementes  in  Bewegung 
gegriffenen  Quanta  mit 
I.)  c  =  EqÜs     und     —  e  ss  —  EqDs 

in  bezeichnen,  und  E  die  Dichtigkeit  der  strömenden  Elektricität 'zu 
lenoen  sein. 

Ist  s'  die  Geschwindigkeit  der  positiven  Elektricität,  so  wird  das 
durch  einen  gegebenen  Querschnitt  q  während  der  Zeit  dt  fliessende 
Quantum  positiver  Elektricität  den  Raum  eines  Cylinders  von  der  Ba- 
sis q  und  der  Höhe  sdt  erfüllen,  folglich,  weil  seine  Dichtigkeit  mit 
E  bezeichnet  wurde,  den  Werth  haben 

li  fi  =:  Eqsdt . 

Das  gleichzeitig  durch  q  fliessende  Quantum  negativer  Elektricität  ist 

gerechnet  in  entgegengesetzter  Richtung  =  —  /i ,  also  gerechnet  in  der 

Wifrunglichen  Richtung  =  +  ^.  Die  algebraische  Summe  der  in  jener 

umprunglichen  Richtung    durch    q    fliessenden   Quanta  positiver   und 

negativer  ElektricilUt  ist  daher 

;3.;>  =  2^  =  2 Eqsdt  . 

Diese  algebraische  Summe  mag  nun  mit  Jdt  benannt  werden;  die  in 

solcher  Weise  definirte  Stromstärke^)  J  hat  alsdann  den  Werth: 

i  ;  J  =  2Eqs'  . 

Durch  Division  von   (1.)   und   (i.)   folgt: 

e  Ds 

1  ~  IF  ' 
^er  was  dasselbe  ist: 
5.a:  JDs  =  2s  e  . 

Oaloge  Bedeutung  mag  für  irgend  einen  zweiten  linearen  Leiter  die 
ormel 

*  Diese  Detinilion  der  Slrorastarke.i  ist  idenlisch  mit  der  von  Helmholtz  he- 
tzten, und  übereinstimmend  mit  derjenigen,  welche  die  Commission  der  British 
^ociation  für  Bestimmung  des  Widerstandsmaasses  gewählt  hat  (vergl.  Grelles 
irrial.  Bd.  72,  pg.  7  2;.  Bezeichnet  man  die  elektrische  Stromstärke,  beurtheill 
h   ^Vebers  mechanischem  Maass  mit   (i),  so  ist: 


Ed  jfoll  nun.  unter  Zugniodekguiig  des  Wftirr'scbeD  Gesetzes, 
diejeiiiiEee  pofwlerrxnolori^che  und  eiektromolorigche  Wirkung  berech- 
net Pferden.  \%elrbe  die  Siromelenienle  Ih  und  Ito  auf  einander  aus- 
utien.  Datiei  .sei  %orau>ge;*etzl.  da»»  die  beiden  Leiter  in  relatirer 
Be%%efrtinfc  ?»ich  tietinden.  und  e$  »ei  /»  derjenige  Parameter,  durch 
weichen  ihre  relative  Lage  zu  einander  in  irgend  eioetn  Augenblick 
hieb  bestinifnl. 

Die  gegeni»eitige  Entfernung  r  der  in  den  Elementen  Ih  und 
Do  enthaltenen  Quanta  positiver  Elektricitdt  e  und  ij  isl  offenbar  ans 
mehrfachem  Grunde  eine  Funciion  der  Zeit,  einmal  weil  e  und  i;  osH 
g«;\viHt^n  fjes$ch windigkeiten  tf'  und  o'  in  ihren  Sirombahneo  fort' 
s<rhreil^;n,  andererseits,  weil  der  Parameter  p.  von  welchem  die  rela- 
tive Lage  dies45r  tn^iden  Stronibabnen  abhängt,  von  Augenblick  zu 
Augenblick  sich  ändert.     Somit  folgt: 

wo  h'  =s  - '  und  n  =  .y  die  genannten  Geschwindigkeiten  vorstel- 
len, lind  ebenso  //=  J^  ist.  —  Analoges  gilt  für  die  von  uns  inil 
i/i  bezeichnete  Function    Kr.     .Man  erhält: 

und  fnlls  man  nochmals  ditrcrcnzirt,  und  die  betreffenden  Ableilun- 
g(4i  von  s^  a,  p  Siels  durch  Accentc  bezeichnet: 


r      » 


.     bw     ff    .     öl/'     ft    .     dl//     // 

Dil»  von  (l(»m  positiven  Quantum  ;^  auf  das  positive  Quantum  e  aus- 
fi;eül)l(»  Kraa  JH"*^  hat  (liiluM*  (vrgl.   pg.  86)   den  Werth: 

WO  ilii»  in   .  )  geslelllen  (Ilieder  den  Ausdruck  (7.)  andeuten  sollen. 
Tm  die  Wirkung  5H^"^  des  in  Da  enthaltenen  negativen  Fluidums 
^ — ff  ,  ehenlalls  auf  (\  zu  erhalten,  hat  man  nur  jj  mit   ( — 1^\  und 
gleichzeitig  a\  a'  iiiil     — a'  ,     — a'    zu  vertauschen.     Also: 
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»(»)        p  /         \  r       ^    -.  ii2^ /derselbe  Ausdruck,  wie  in  (8.)  nur\"l 
^     =  ^  l       Vll        dr  '^  *^    dr  \a\  (y"init  -a',  -cf"  vertauscht/ J  * 

)urch  Addition  von  (8.)  und  (9.)  ergiebt  sich  diejenige  Kraft 
velcbe  das  ganze  Stromelenienl  Da  auf  die  Masse  e  austtbt; 
3rbält  also: 

n  ähnlicher  Weise  kann  man  diejenige  Kraft  9{„  berechnen, 
e  das  Stromelement  Do  auf  die  in  Ds  enthaltene  negative  Elek- 
t  ( — e)  ausübt;    man   findet  dieselbe  aus  (10.)    durch  Vertau- 

g  von  p,  «',  s"  mit   ( — e),   ( — ^'),   ( — h").     Also: 

<Iach  der  üblichen  Annahme  übertragen  sich  nun  die  auf  e  und 
ausgeübten  Kräfte  91^  und  fü^  unmittelbar  auf  die  ponderable 
.  Demgemäss  ist  die  von  Do  auf  Ds  ausgeübte  panderomotorische 
9)  gleich  der  Summe  9lp-h9tn;  während  Andererseits  die  von 
if  Ds  ausgeübte  elekltvmolorischc  Kraft  91  proportional  ist  mit 
ifferenz  jener  beiden  Kräfte  91^  —  9t„. 
Vir  erhalten  somit  aus  (10.),   (H.): 

9l  =  %  +  9t-  =  «'/-32A^g£«V, 
ndererseits 

einen   noch  zu  bestimmenden  constanten  Factor  vorstellt.     In 
tzten  Formel  ist  der  Divisor  e  erforderlich,  um  die  elektromo- 
le  Kraft  ?I   zu  beziehen  auf  die  elektrische  MasseneinAei/ ,   wie 
s  üblich, 
lubslituirt  man   in     lü.},   (13.)   die  aus   ^5.a,by    entspringenden 

e:  *  • 

es  =  i  JDs  , 


/ya'  =  I  \Do  ,  tjo"  =  Y  rf-i  '^<J  ^ 


?t: 


9»  =  8^^5?£:'«>^'^-' 


118  Carl  Neumann, 

(5.b}  Wa=  2a  tj 

besitzen. 

Es  soll  nun,   unter  Zugrundelegung  des    Weberf^chen  Geseizes^r 
diejenige   ponderomotorische  und  elektromotoriBche  Wirkung  berech- 
net werden,  weiche  die  Slromelenionte  Üs  und  Dg  auf  einander  aus^ 
üben.     Dabei   sei   vorausgesetzt,   dass  die  beiden  Leiter  in  relativer 
Bewegung  sich   beKnden,    und  es  sei  p  derjenige  Parameter,  durcti 
weichen  ihre  relative  Lage  zu  einander  in  irgend  eiqem  AugeDblick 
sich  bestimmt. 

Die  gegenseitige  Entfernung  r  der  in  den  Elementen  Ds  uod 
Do  enthaltenen  Quanta  positiver  Ellektricitat  e  und  //  ist  offenbar  aus 
mehrfachem  Grunde  eine  Function  der  Zeit,  einmal  weil  e  und  j;/  mit 
gewissen  Geschwindigkeiten  s'  und  a  in  ihren  Strombahnen  fort- 
schreiten, andererseits,  weil  der  Parameter  p^  von  welchem  die  rela- 
tive Lage  dieser  beiden  Strombahnen  abhängt,  von  Augenblick  zu 
Augenblick  sich  ändert.     Somit  folgt: 

dr  ^^   br     '  _.     ^^     '  _,     bf     ' 

WO  a'  =  ^*  und  a  =  -^  die  genannten  Geschwindigkeiten  vorstel- 
len ,  und  ebenso  //  =  j.  ist.  —  Analoges  gilt  für  die  von  uns  mit 
4'  bezeichnete  Function    Kr.     Man  erhält: 

und    falls  man  nochmals  dillerenzirt ,  und  die  betreffenden  AbleilL'»^^^' 
gen  von  s^  a,  p  stets  durch  Accentc  bezeichnet: 

.       bw       n      .       öl/'       n     .       b\p       ft 

-^Ts'   ^Ji^   -^^pP    ' 
Die  von  dem  [)ositiven  Quantum  ;^  auf  das  positive  Quantum  c  bmj^^' 
geübte  Kraft  SR^^^  hat  daher  (vrgl.  |)g.  86)   den  Wi^rth : 

.8.;    5R^^=e/,[--,^-hiA^,-^(J*'/+...25^.sa  +  ...^*'  +...)]• 

wo  die  in  ( )  gestellten  Glieder  den  Ausdruck  (7.)  andeuten  sollen. 
Um  die  Wirkung  JR^"^  des  in  Do  enthaltenen  negativen  Fluidums 
; — 1/  ,  ebenfalls  auf  c,  zu  erhalten,  hat  man  nur  t^  mit  ( — »/),  und 
gleichzeitig  a\  a'  mit    ' — a'',   ; — o']  zu  vertauschen.     Also: 
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Diese  auf  Ds  einwirkenden  Kräfte  fH  und  91  sind  beide  gerechnet  in 
repulsiver  Richtung,  d.  i.  in  der  Richtung  {Da  Wüh-^  Ds),  Die  in  der 
letztem  noch  vorhandene  unbekannte  Constante  g  wird  im  folgenden 
§.  bestimmt  werden. 

§2. 

Fortsetzung.     Ableitung  der  Integrulgesetze. 

Es  seien  (5,  J)  und  (a,  I)  zwei  gteichfonnige  Stromringe;  so  dass 
also  J  und  I  nur  Functionen  der  Zeit  (nicht  aber  der  BogenlängeDi 
sind.     Zur  Abkürzung  mag  gesetzt  werden: 

P=  J\Q  ,     und 

(16.) 


Q=U'll(^^^DsDa), 


die  Integration  erstreckt  über  alle  Elemente  der  beiden  Ringe. 

Befinden  sich  die  beiden  Ringe  in  irgend  welcher  Bewegung. 
und  denkt  man  sich  ihre  relative  Lage  wiederum  abhängig  von  einen) 
sich  ändernden  Parameter  p^  so  wird  die  zwischen  den  pondernblen 
Massen  zweier  Stromelemente  Ds  und  Da  vorhandene  Entfernung  r 
lediglich  eine  Function  von  p  sein,  mithin: 

^''  =  Ij  ^i^  • 

Ist  also  JH  (1  i.)  die  zwischen  den  beiden  Elementen  vorhandene  pon- 
deromotorische  Kraft,  so  wird  die  während  der  Zeit  dl  von  den  bei- 
den  p]lementen  auf  einander  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeil  den 
Werlh  haben: 

mr  =  fR^  dp  , 
also,  mit  Rücksicht  auf  (14.)   ausdrückbar  sein  durch: 

Die  von  den  gegebenen  Stromringen  auf  einander  ausgeübte  pondero- 
motorische  Arbeit  hat  daher  den  Werth: 

;i  7.)  )Limr  =  iA^JUip  .  i:^:  (2  Ij  ^^  Dsüo  , 

die  liilegration  ausgedehnt   über  beide  Ringe. 

Diese  Formel     17.     gewinnt,    mit  Rücksicht    auf  die   identische 
Gleichung: 
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g  d^J^  d«^   _^    d   /bfff  bifß\  ^(^^P   ^^\  ^  (^  di/^\ 

dp  5fda         57  V'SflT   dp  /  da  \'Jf   "Sp  y  dp  \  di   ^/  ' 

nit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Ströme  geschlossene  sind,  die  ein- 
re  Gestalt: 

lieraus  folgt  bei  Benutzung  der  Bezeichnungen  (16.)  sofort: 

SSMrfr  =  -  JI  ^  rfp  , 

SSJRrfr  =  —  JUQ  .  ^ 

Vennt  man  den  Ausdruck  P=iJ]Q  (16.)  das  Potential  der  bei- 
linge  auf  einander,  so  sagt  die  Formel  (20.)  aus,  dass  die  von 
eiden  Ringen  während  eines  Zeitelementes  auf  einamler  ausgeübte 
romotorische  Arbeit  gleich  ist  dem  negativen  partiellen  Zuwachs 
^otentials^  genommen  nach  der  räumlichen  Lage.  —  Dies  aber  ist 
onderomotorische  Integralgesetz.  ^) 

Jnter  der  Summe  der  auf  den  Ring  («,  J)  ausgeübten  elektro- 
ischen  Kräfte  versteht  man  bekanntlich^"^)  die  Summe  sämmt- 
Bogenelemenle  Ds^  jedes  multiplicirt  mit  der  in  ihm  hervor- 
men .  und  in  seiner  Richtung  gerechneten  elektromotorischen 
Die  Summe  der  von  (n,  I)  auf  («,  J)  ausgeübten  elektromo- 
hen  Kräfte  ist  daher  dargestellt  durch  das  über  beide  Ringe 
dehnte  Integral: 

SS?I  cosdD«, 

die  Kraft  (15.),  und  &  den  Neigungswinkel  dieser  Kraft  gegen 
dement  Ds  bezeichnet. 


[)ie  Kraft  91  ist  aber  gerechnet  in  der  Richtung  r  {Do  ■■►— >  Ds); 
'h  cos  *  =s  / ;  und  also : 

SS  91  cos  »  Ds  =  22«  |j  Ds  , 
nit  Rücksicht  auf  (15): 
22  «  cos,'//)«  =  8f,A^22  ^(2  g^.p'I  +  ^|!)  DsDo  , 
nit  Rucksicht  auf  (-16.): 
22  «  cos^D«  =  SgAyi 22  (2  |J ^^^  DsDa  +  2g^Q  . 

']    Vergl.  mein  Werk  »Die  elektrischen  Kräfte v    Leipzig,  bei  Teuboer,  4  873), 
.  Form.  (5i.  g). 
)    I.   c.   p.  4  04. 
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Diese  Formel  nimmt,  mit  Rücksicht  auf  die  identische  Gleichung: 

lit  bpba  ""  5p  ySii  ^J  "**  5ä  \^  hpj  bs  \5ä  ^/ 

und  mit  Rücksicht  darauf,   dass  die  Str()mo   geschlossene  sind,  die 
einfachere  Gestalt  an: 

(22.)   YS:^cos»Ds^»gAyi^^(ll^^^£n»Da)  +  2jJ>; 
hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  (16.;   sofort: 
(43.)   SS  a  C0S9D,  =  %I  gp'  +  äsOi;  , 

also  schliesslich: 

(24.)   11  %  cos  &D8  =  2»^. 

Das  so  erhaltene  Resultat  ist,  bei  gehöriger  Bestimmung  des  noch 
unbekannten  Factors  ^,  identisch  mit  dem  eleklromotnmchen  Integral- 
(fesetz.*)  Denn  dieses  sagt  aus  dass  die  Summe  der  während  der  Zeit  il 
vom  Ringe  (a,  I)  im  Ringe  (ä,  J]  induciriefi  eleklromotorischen  Kräfk 
gleich  dem  vollständigen  Zitivacha  von  \Q  sei^  und  drückt  sicli  also  m 
dui*ch  die  Formel: 

(22  %  cos  ^Ds)  dt  =  d(\Q)  . 
Somit  ergiebt  sich  für  die  Conslante  g  der  Werth: 
(25.;  2//  =  1  , 

§3. 

Fortsetzung,     Transformation  der  Elementargesetze, 

Die  Elementargesetze  sind  ausgedrückt  durch  die  Formeln  (Uj^ 
(15.),  welche  gegenwärtig  mit  Rücksicht  auf  das  Ergebniss  [ih] 
folgende  Gestalt  annehmen: 

(26.)  9l  =  8A^SJ^^/D«ID«, 

(27.)         «  =  *A-^^;K^£t'-»-5l9'>- 

Es    handelt    sich    hier    um    gewisse    Transformationen    dieser   Aus- 
drücke; wobei  zu  beachten,  dass  \p  =  Yr  ist. 

Sind  if,  //,  die  Winkel,  unter  welchen  die  Richtung  r  (Da  3K>—>D«; 

*)   I.   c.    p.   107. 
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gen  die  Kiemente  Ds^  Do  geneigt  ist,  und  ist  €  der  Neigimgswin- 
1  der  Elemente  Ds,  Da  gegeneinander,  so  erhielt  man  leicht: 


dl/;  4 

bifß          cos* 

bip  —  cos  9i 

^r  ~  %y7  ' 

dcy          ayr 

bhiß    3  cos*  cos  *i  —  «cos« 


Ssha 


krYr 


(l  hieraus  ergiebt  sich  für  die  ponderomotorische  Kraft  JR  (26.) 
gender  Ausdruck: 

9.  JR    =    A'  ^COS*COS*,~iCOS.  jf^^  [^^ 

r- 

is  aber  ist  das  Ampere  sehe  Elemenlargeselz.'^) 

Andererseits   hat  nach  (27.)  die  elektromotorische  Kraft  9(  den 
erth : 

IS  hier  auftretende  Differential 

dpba    ' 

präsentirt  offenbar  diejenige  Aenderung,  welche  der  Ausdruck 

öl//    ___    —  COS  *| 

ährend  der  Zeit  dl  erleidet.  Diese  Aenderung  aber  ist  vollkommen 
^stimmt,  sobald  die  relative  Geschwindigkeit  des  ponderablen  Mas- 
mpunktes  x,  y^  z  in  Bezug  auf  das  Element  Do  ihrer  brösse  und 
ichtung  nach  bekannt  ist.  In  der  That  findet  man  durch  leichte 
'chnung : 

j  \  b'i  \jj  dp  ___  r(8  cx)s  &i  cos  e  —  t  cos  g) 

'^  bpba  dt  hryV  ' 

>  V  die  genannte  relative  Geschwindigkeit  bezeichnet,  und  q  und  g 
-jenigen  Winkel  vorstellen,  unter  denen  V  gegen  r  {Da  ■■►— >  Ds) 
d  gegen  Da  geneigt  ist. 


*,   I.  c.  pg.  45.  —  Setzt  man  für  Ä^  seinen  Werlh  -j ,  ausserilem  /=  i{J) 

i  ]=2[I;,  wo  alsdann  [J)  und  (I)  die  Stromstärken  nach  ^VeberA  mechani- 
tem  Maass  (Note  pg.  1 1 7)  vorstellen ,  so  erhält  man : 

9t  =  i  »  eos  »  e<.s  g.  -  a  cos  .  ._,j^^  ^j.^^  . 

i  in  dieser  Gestalt  stimmt  die  Formel  auch  hinsichtlich  des  constanlen  Factors 
ständig  überein  mit  der  von  Weher  gegebenen  (vgl.  IVeber^s  Elekt.  Maaasbesi. 
io,   pg.  268).     Bezeichnet  man  also  die  ponderomotorische  Kraft  im  W$k€r'achen 

le  mit  (Ä) .   so  ist : 

9t  ==  (Ä)  . 
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Substituirt  man  die  Werthe  (28.)   und  (31.)  in  die  Fonnel  (27.), 
so  folgt  sofort: 

zog  \  W   -«  ^2  /r (8  cos (^i  cos p  -  t  cos  g)   I   COSt»t  dl\   w^     . 

und   dies  ist  in  der  Tbat  das  von  Weber  aufgeslellle  elektrofnotori$che 
Elementargeselz^  abgesehen  von  einem  gewissen  Zahlenfaelor.*; 

Es  sei  wiederholt,  dass  diese  von  Da  auf  Ds  ausgeübten  Krttfle 
91  (29.)  und  ^  (32.)  zusammmen fallen  mit  der  Verbindungslinie  r, 
und  repuhiv  gerechnet  sind. 

Bemerkung.  —   Um    das  Weber  sehe  Gesetz  (32.)  mit   dem  ent- 
sprechenden Gesetz  meines  Vaters  vergleichen  zu  können,  rauss  man 
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*)  Webers  Elektrod.  Maassbesl.  4  856,  pg.  268.  —  Setzt  man  nämlich  i4*  =  ^ 
und  1  =  2(1),  (vrgl.  die  Note  pg.  f  nj,  so  nimmt  die  Fonnel  (32.)  folgende  Gestalt  an  : 

q,  ^  /K(8  cos  &i  cos  p  —  >  cos  g)    ,|.         cos^  d(l)\  ^ 

c8  \  r2  ^  ^  r       dt  )        ' 

und  dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  Weherschen  noch  durch  einen 
Factor  2.  Bezeichnet  man  nämlich  die  elektromotorische  Kraft  im  Weher  ^\%eik  Sinne 
mit   (9)  y   so  flndet  man : 

«  =  *(«). 

Hiebei  mag  eine  gelegentliche  Bemerkung  über  das  Maass  des  Widerstandes 
zugefügt  werden.  Nach  dem  OAm'schen  Gesetz  ist  die  Stromstärke  J  in  einem 
linearen  Leiter  s=  ^ ,    falls    man    nämlich    die    im  ganzen  Ringe   (in  der  Richtung 

desselben)  Mrkende  elektromotorische  Kraft  mit  9 ,   und  den  Widerstand  des  Ring^^ 

mit  tO' bezeichnet.     Es  ist  also 

a  =  Ad  ; 

und  in  der  That  pflegt  man  allgemein,  welchem  Maasssystem  man  auch  beipflichlea 
mag,  diese  O^m^sche  Formel  aufrecht  zu  erhalten,  nämlich  das  Hineintreten  irgend 
eines  Zahlenfactors  in  dieselbe  zu  vermeiden.  Bezeichnet  man  also  elektromolo- 
rische  Kraft,  Stromstärke  und  Widerstand  im  Sinne  Weberei  respective  mit  (9Jt 
[J)   und   (lo),  so  ist  ebenfalls: 

(«)  =  (-')  (»)  • 

Hieraus  folgt  durch  Division  : 

»)    ""    (^)   (TO)    • 

Nun  ist  aber,  wie  wir  bereits  gesehen  haben : 
Somit  folgt: 

»  =  i  {»)  ; 

und  hieraus  folgt  weiter ,  falls  man  die  Leitungsfähigkeit  im  Sinne  des  hier  K^' 
brauchten  Maasssystems  und  im  Weber  fichen  Sinne  respective  mit  k  und  [k]  be- 
zeichnet : 

A'  »  4  (k)   . 
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?achlen,  dass  letzteres  nicht  91  selber,  sondern  nur  die  Compoitenle 
)n  %  nach  Ds  liefert.     Nun  ist  nach  (32.) 

13.)     a  cos  ^  =  A"  (^""'^  ^'  "^'  ''yr  ^  "  '  ""^  ^M  -  ^"^  ^'';"'  ^'  g)  Da  . 

idererseits  aber  hat  91  cos  ly  nach  dem  von  meinem  Vater  propo- 
rten  Gesetz  [vrgl.  mein  Werk :  Die  eleklrischen  Kräfte.  Leipzig,  1 873, 
5-221*)]  folgenden  Werth: 

14.)         «  cos  *  =  —  \Dg  .  VP  cos  (V,P)  +  J^  /M  .  d)  , 

o  P,  cos(V,P)   und  0  die  Bedeutung  haben: 

PA2  3  cos  &  cos  ^i   —  -2  cos  6  f  i'i  cos  ^  cos  ^1 

=   A     ^ ,  —  A  -  , 

15.)  (&  = 

cos  (V,  P)    =  COS  p  ,  .  [ —  Ä^  ^^  . 

lein  Vater  hat  nämlich  für  den  Ausdruck  0  beide  Werthe  angege- 
en,  ohne  bestimmte  Entscheidung  zu  Gunsten  des  einen  oder  an- 
era.  Substituirt  man  nun  die  Ausdrücke  (35.),  indem  man  für  0 
len  ersten  Werth  wählt,  so  folgt: 

36.)    g  COS^  =  A^  /Fcosp  (-  8  cosyos,7,  4-  i  COS.)  j  _  cos^cos^t  dl^^^^ 

Äan  sieht,  dass  die  Gesetze  (33.)  und  (36.)  ausserordentlich  ver- 
schieden sind. 

§4. 

Portsetzung,     Prüfung  der  Elementargesetze. 

Sind  die  in  einem  materiellen  System  vorhandenen  innem  Kräfte 
^nso  wie  die  auf  dasselbe  einwirkenden  äusseren  Kräfte  theils  ordi- 
Aren,  theils  elektrostatischen,  theils  elektrodynamischen  Ursprungs, 
0  wird  dasjenige  Quantum  lebendiger  Kraft  und  Wärme: 

solches  im  System  während  der  Zeit  dl  speciell  in  Folge  der  innem 
^htrodynamischen  Kräfte  sich  entwickelt,  ein  vollständiges  Differen- 
2il  sein. 

Wir  wollen  untersuchen,  in  wie  weit  dieser  aus  dem  allgemei- 
nen Axiom  der  lebendigen  Kraft  sich  ergebende  Satz  (Abh.  d.  Kgl. 
Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1 873,  Bd.  X,  pg.  468)  in  Einklang  ist  mit  den 
So  eben  besprochenen  Elementargesetzen. 

Es  seien  gegeben  zwei  Stromringe  (J,  s)  und  (I,  a),  welche  be- 

*)   Die  Componente  9  cos^  ist  dort  mit  @  bezeichnet. 

Abhandl.  d.  K.  8.  OetelUcli.  d.  WiaMDSch.  XYIII.  q 
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griffen  sind  in  irgend  welcher  Bewegung.  Auch  mag  vorausges 
werden,  dass  auf  diese  Ringe  irgend  welche  äussern  elektronv 
rischen  Kräfte  einwirken,  so  dass  die  Stromstärken  J  und  1  umjh 
förmig  sind.  Diejenigen  Quanta  lebendiger  Krall,  welche  o  in  v 
s  in  a  während  der  Zeit  dl  hervorbringt,  haben  zusammengenoin 
den  Werth:*) 

(38.)  {dT:  +  dn»)eidy.u«  =  ^2  mr . 

Hierausfolgt,  wenn  man  analog  verfahrt,  wie  in  (17.),   (I8.;,je( 
beachtet,  dass  J  und  I  im  gegenwärtigen  Falle  ungleichförmig, 
Functionen  der  Bogenlängen  sind: 

WO  ts  r,  W  zu  Abkürzung  stehen  für: 

(40.)       f/  =  J^|j',  V=^fJ|,  VV=^|,1. 

Ferner  C|'liiUt  man  für  die  vuii  a  in  s  wiiliriMxl  der  Zeil  dl  ii 
vorgebraclite  Warmernengp,  d(Mi  Werlli:"' 

Hieraus  folgt,   wenn  man  für  %  seinen  Wcrth   (15.)   substiluiil,  " 
dabei  beachtet,  dass  </  =  i   ist  [vgl.  (25.)]: 

(42.)      TOe«,.c,  =  U?N:Sj|f  [2  ^  p'\  +  ^1  J-l]  DsDadt , 

\vu  W  die  Bedoiiliing  (40.)  hat.  —  Somit  erliUlt  man: 

(43.)     (dir,  +  dQiU,. „,  =  iA'Jl  [2 «'l  d yy  +  VVW(JI  ]  DsDg  , 

=  4>l^Si:  i(/  71 W,  +  JI(/  Ml  Ds  Da  . 

Nunmehr  folg!  durch  Addition  von  (39.)  und  (43.): 

(44.)    dT:  +  '/r;  +  <i(r,  +  rf(>^:.,a>..ü,  = 

■''.  Vj;!.  inoiii  Werk  :  Die  elektrischen  Kräfte  [Leipzig,  I  87  3),  pg.  55,  Fonn.  '^o' 
••    Vgl.  Die  elektrischen  Kräfte  (Leipzig,   1873,,  pg.  lOo  Form.  (83.). 
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0  P„  das  Integral  reprüsentirt: 

5.)  P,,=  iA'.lKJiW)  , 

il  (44.)  analoge  Formeln  ergeben  sich  für  diejenigen  Quantitäten 
wendiger  Kraft  und  Wärme,  welche  jeder  der  beiden  Hinge  in  sich 
Iber  hervorruft.  Setzt  man  voraus,  dass  jeder  der  beiden  Ringe 
(/rist,  so  werden  diese  Formeln  bei  analoger  Bezeichnung  so  lauten: 

Nunmehr  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Formeln  (44.),  (46.), 
?.)  für  das  eigentlich  zu  berechnende  Quantum  (37.)  folgender 
Jrlli : 

ser  Ausdruck  ist  ein  vollständiges  DiiTerential ,  sobald  das  Glied 
Mter  Zeile  verschwindet;  das  aber  wird  im  Allgemeinen  nicht  der 

sein,  sondern  nur  dann,  wenn  J  und  I  yleichförmiij  (d.  i.  unab- 
gig  von  den  Bogenlängen)  sind. 

Die  beiden  Elementargesetze  fuhren  also  zusammengenommen 
einem  Resultat  (48.),  welches  mit  dem  Axiom  der  lebendigen 
ift  oder  vielmehr  mit  dem  daraus  abgeleiteten  Satz  (37.)  nur  dann 
Einklang  ist,  wenn  die  betrachteten  Ströme  gleichförmig  sind; 
^lich  wird  das  eine  oder  andere  jener  beiden  Gesetze  einer  Um- 
lerung  bedürfen,  falls  der  Einklang  vollständig  sein  soll. 

Obwohl  also  das  Weber'sche  Gesetz  selber,  wie  wir  früher  (pg.  1 02) 
sehen  haben,  mit  dem  Axiom  oder  Princip  der  lebendigen  Kraft 
Einklang  ist,  erfreuen  sich  dennoch  die  aus  ihm  abgeleiteten 
äraentargesetze  eines  solchen  Einklanges  nicht  immer^  sondern  nur 
nn,  wenn  die  betrachteten  Ströme  gleichförmig  sind.  Dieser  eigen- 
Imliche  Umstand^)  dürfte  seinen  Grund  haben  in  der  Art  und 
?ise,  wie  jene  Elementargesetze  aus  dem  Weber'schen  Gesetz  dedu- 


*)    Auf  diesen  Umstand  habe   ich  schon  früher  (jedoch  ohne  nähere  Ausfüh- 
;)  aufmerksam  gemacht,  in  den  Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  August,  4  872,  pg.  154, 
13  der  Separatabzüge),  auch  in  den  Muthem.  Annalen,  Bd.  V,   pg.  GH.  - 

9* 
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cirt  worden  sind.  In  der  Thal  leidet  diese  Deduction  an  mancherlei 
accessorischen  Annahnion,  welche  wenigstens  für  den  Fall  wngleicli- 
fönniger  Ströme  sehr  bedenklich  erscheinen ;  —  wie  solches  aus  den 
Auseinandersetzungen  der  folgenden  §§.  hervorgehen  wird. 

Uebrigens  wird  man  geneigt  sein,  das  erste  derbeiden  Elemea- 
targesetze,  nUmlich  das  Ampere' sehe  ^  für  richtig  zu  halten,  und  also 
die  Schuld  jenes  Mangels  an  Uebereinstimmung  dem  zweiten  d.  i.  dem 
Weber' sehen  aufzubürden.  Demgemäss  dürfte  über  die  verschiedenen 
Versuche ,  das  Elementargesetz  der  elektromotorischen  Wirkungen 
festzustellen,  Folgendes  zu  bemerken  sein. 

1)  Das  von  Weber  aufgestellte  elektromotorische  Elementargesetz 
steht,,  falls  man  das  Ampere'scho  ponderomotorische  ElementargeseU 
als  richtig  gelten  iHsst,  nur  für  gleichförmige,  nicht  aber  für  ungleich- 
förmige Ströme  in  Einklang  ujit  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

2)  Das  von  meinem  Vater  aufgestellte  elektromotorische  Elemen- 
largesetz  steht  mit  dem  ebenfalls  von  ihm  aufgestellten  und  durch 
sorgfältige  Beobachtungen  constatirten  Integralgesetz  nicht  in  Einklang, 
sobald  der  inducirende  Strom  mit  Gleitstellen  behaftet  ist.*) 

3)  Das  von  mir  selber  aufgestellte  elektromotorische  Elementar- 
gesetz'*^*)  ist  allerdings  frei  von  den  eben  genannten  UebelstdndeD, 
leidet  aber  an  dem  bedenklichen  Umstände,  dass  ihm  zufolge  die 
elektromotorische  Kraft  nicht  zusamment^llt  mit  der  Verbindungslinie. 

§  5. 

Anwendung  des  Weber'scheji  Gesetzes  auf  beliebige  (gleichförmige  oder  ungleich- 
förmige)   Strömungen.     Voraussetzungen   über  die  Natur  der  elektrischen 

Bewegungen, 

Bei  der  mathematischen  Behandlung  beliebiger  elektrischer  Be- 
wegimgen  in  linearen  oder  körperlichen  Leitern  ist  man,  theils  um 
das  Webersehe  Gesetz  überhaupt  anwendbar  zu  machen ,  theils  um 
die  Complicirtheit  der  resultirenden  Formeln  einigermassen  zu  mil- 
dern, zu  zahlreichen  accessorischen  Annahmen  über  die  innere  Mecha- 
nik  des   elektrischen  Stromes  genöthigl.     Da   sich  Weber  über  diese 


♦)   Math.   Annalen,   Bd.  V,   pg.  624 — 624;    ferner   vgl.   man   Die  ehktrischei^ 
Kräfte   (Leipzig,  4  873),  pg.  229. 

')    Vgl.   Die  elektrischen  Kräfte,   pg.  4  93. 
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nere  Mechanik  ziemlich  unbestimmt  und  reservirt  ausgesprochen 
)l  (vgl.  z.  B.  seine  elektrodynamischen  Maassbestimmungen,  1846, 
g.  368,  etc.) ,  so  wollen  wir ,  um  nicht  gleich  von  Anfang  einen 
chwankenden  Boden  unter  den  Füssen  zu  haben,  derjenigen  kate- 
prischen  Annahme  beipflichten,  welche  —  wenigstens  nach  der  An- 
licht  von  Helmhollz  (Borch.  J.  Bd.  75,  pg.  55)  —  den  Kirchho/f* sehen 
Jnlersuchungen  (Poggendorff 's  Ann.  Bd.  1 00  u.  i  02)  zu  Grunde  liegt, 
lämlich  voraussetzen, 

A.)  das8  bei  einer  beliebigen  ekklrischen  Bewegung  {mag  sie  gleich- 

förmig oder  ungleichförmig  sein)  in  jedem  Volumelemenl  gleich- 
grosse  Quanla  posilivei*  und  negativer  Eleklricitäi  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten  in  entgegengesetzten  Richtungen  fliessen, 

Weser  Vorstellung  entsprechend  werden  die  in  Bewegung  begriffenen 
Slektricitäten,  weil  ihre  algebraische  Summe  für  jedes  Volumelement 
»tets  Null  bleibt,  als  ein  neutrales  Gemisch^  oder  kürzer  als  neutrale 
fUeJUricitäl  zu  bezeichnen  sein. 

Es  sei  DxDyDz  ein  kleines  Parallelepipedum  im  Innern  des  be- 
rachleten  Conductors;  und  es  seien  gdt  und  hdt  die  durch  zwei 
Jinander  gegenüberliegende  Seitenflächen  des  Parallelepipedums  wöh- 
■end  der  Zeit  dt  fliessenden  Mengen  positiver  Elektricilät.  Alsdann 
äöd,  auf  Grund  der  Annahme  (A.),  die  während  derselben  Zeit  durch 
ene  Flächen  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fliessenden  Mengen 
'egativer  Elektricilät  gleich  ^- gdt  und  —hdt: 


hdt 

.  gdt  t     tliilf  "^  ~  ft<i^ 


Richtung  der  positiven  aj-Achse. 


laloge  Bedeutungen  mögen  j/^  A   und  j/^^  h^  für  die  beiden  andern 
ichenpaare  haben;  ferner  sei  g'\'g  +  g=G  und  Ä-f-A-f-A,=  ii. 
Sind   also  die  innerhalb  DxDyDz  befindlichen  Mengen  positiver 
i   negativer  Elektricität  zur  Zeit  t  gleich 
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so  werden  dieselben  zur  Zeit  l  +  dl  die  Werthe  haben: 

+  ,j  +  Gdl  -  Hdl=  +  [ii  +  {G  —  Hj  dl]  , 

^  ^  ^  —tj-Hdt+Gdt  =  —  [t]  —  {G  —  H)  dt]  . 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  willen  ist  es  zweckmiissig,  diese  Quan- 
titäten (V^iiJ^)  ihrem  a&^o/t/Zen  J?e(r(7(/e  nach  hinzuschreiben.  Die  einen 
lauten  alsdann: 

(^■')  :; : 

die  andern: 

{2.b)  *'■*-"' 

wo  a  zur  Abkürzung  steht  für  (G  —  U)  dl . 

Sind  also  die  in  dem  Element  DxDyDz  vorhandenen  Eleklrici- 
tätsmengen  zur  Zeit  t  von  (jleichet^  Grösse,  so  werden  dieselben  zur 
Zeit  l  -♦-  dl  (falls  nicht  zuPdUiger  Weise  «  =  0,  d.  i.  G=^  H  sein  sollte; 
von  ungleicher  Grösse  sein.  Die  Annahme  (A.)  verlangt  aber,  da&j 
die  in  Bewegung  begriffenen  Quantitäten  fortdauernd  gleich  gross 
sein  sollen,  und  zw  ingt  uns  also  zu  der  w  eiteren  Annahme,  dass  in 
jedem  Volumelement  ausser  den  (jleich  grossen  Quantitäten  slrömendff 
Elektricität  auch  noch  irgend  welche  Quantitäten  ruhender  Eleklriciläl 
sich  vorfinden,  und  dass  diese  letzlern  im  Allgemeinen  ungleich  sind. 

Demgemäss  werden  die  zur  Zeil  t  in  DxDyDz  vorhandenen 
Elektricitäten,  falls  man  die  nöthige  Allgemeinheit  wahren  will,  nicht 
durch  (2.a),  sondern  durch 

zu  bezeichnen  sein,  wo  (>,  (/  die  ruhenden^  und  //,  i/  die  rfrömewrf» 
Quantitäten  andeuten  sollen.   Hieraus  folgt  alsdann,  dass  die  zur  Zeit 
l-h  dl  in  DxDyDz  befindlichen  Elektricilälen  dargestellt  sind  durch: 
(3.b''  (>  +  //  +  «=  {i)  +  a  —  i'i)  +  {rj+fl)  , 

Q    -f.    fl    —    «   =    ((/_«  —  /?)     -f.    (//+/?)   , 

WO  a  die  schon  genannte  Bedeutung  besitzt,  ß  aber  eine  mllkühtikk 
gewählte  Zahl  vorstellt. 

Um  die  Vorslellung  zu  lixiren,  wollen  wir  die  Zahlen  «,  /!  und 
a  —  (i  als  poaitiv  ansehen.  Die  Formeln  (3.b)  sagen  alsdann  aus,  dass 
die  Ä7nii/<e'W(/67<  EleklricitiUen  zur  Zeit  t  +  dl  durch  //-f-/^?,  i^-f- /Jaus- 
gedrückt sind,  und  dass  innlerermtff  die  ruhenden  Elektricitälen  p,  ^ 
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während  der  Zeit  dt  gewisse  Aenderungen  erfahren  haben,  dass  ndni- 
lieh  Q  um  a  —  ß  gewachsen  ist,  und  (>'  um  a  +  ß  abgenommen  hat. 
Diese  Aenderungen  der  ruhenden  ElektricitiHten  zwingen  uns  zu  der 
Annahme,  dass  zwischen  diesen  und  den  strömenden  Elektricitäten 
ein  gewisser  Tauschverkehr  stattfinde,  dass  nämlich  im  gegenwärtigen 
Fall  ein  gewisser  Theil  a  —  ß  der  das  Volumen  DxDyDz  durchflies- 
senden  positiven  ElektricitUt  während  der  Zeit  dl  sich  niedergeschlagen 
und  in  solcher  Weise  dem  q  sich  beigesellt  habe,  und  dass  andererseits 
ein  gewisser  Theil  a-f-/?  der  in  DxDyDz  befindlichen  ruhenden  ne- 
gativen Elektricität  (*'  während  der  Zeit  dl  in  die  Bewegung  der  hin- 
durchslrömenden  negativen  Elektricität  hineingerissen,  und  in  solcher 
Weise  dem  Volumen  DxDyDz  entzogen  sei.  —  Die  Annahme  (A.) 
nöthigt  uns  also  zu  der  weiteren  Annahme, 

(B.)  dass  in  jedem  Volumelement  ausser  den  gleich  grossen  Quan- 

tiläten  strömender  Eleklridläl  aui:h  noch  irgend  welche  Quan- 
liläten  ruhender  Elektricildl  vorhanden  seien ^  und  dass  diese 
ruhende  Elektricität  mit  der  strömenden  in  einem  gewissen 
Tauschverkehr  stehe^  der  Arl^  dass  bald  Theilchen  der  einen 
in  die  Beu^egung  der  andern  hineingerlssen  werden^  bald  um- 
gekehrt Theilchen  der  letztern  aus  der  Bewegung  ausscheiden^ 
um  der  erstem  sich  beiztigesellen, 

Damit  diese  durch  die  Voraussetzung  (A.)  gebotene  Anschauungsweise 
eine  völlig  bestimmte  sei,  bedarf  es  noch  in  zweierlei  Beziehungen 
^'ner  näheren  Determination. 

Die  eine  betrifft  die  Willkührlichkeit  von  ß.  Wir  wollen  (um 
"^^  Einfachste  zu  wählen)  annehmen,  dass  /i?  stets  =  0  ist;  wodurch 
"'^  Formeln  (3.a,b)   übergehen  respective  in 

(i.a)  <'  +  '?' 

•"«i    in: 

w  —  «)  ■+•  V  • 

^^Uann  werden  die  Quantitäten  der  innerhalb  des  Vohunens  DxDyDz 
^^  Strömung  begriffenen  Eleklricitäten  im  zweiten  Augenblick  wie  im 
^'^tcn,  mitbin  auch  in  jedem  spätem  Augenblick  durch  i^,  ly  darge- 
'^^Ut,  also  der  Zeit  nach  unveränderlich  sein.  Folglich  werden   (falls 
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der  betrachtete  Körper  homogen  ist)  die  Picbtigkeiten  der  strömen- 
den Elektricitäten  nicht  nur  einander  gleich,  sondern  auch  an  alleo 
Stellen  des  Körpers  und  zu  allen  Zeiten  ein  und  dieselben  sein. 

Eine  zweite  Determination  ist  hinzuzufügen  in  BetreflF  der  Art 
und  Weise  der  Bewegung  der  Quantitäten  ^y,  tj.  Es  wäre  nämlich 
denkbar  und  würde  mit  der  Voraussetzung  (A.)  in  Einklang  sein, 
wenn  die  einzelnen  Theilchen,  aus  denen  diese  Quantitäten  bestehen, 
hinsichtlich  ihrer  Geschwindigkeiten  eine  gewisse  Abstufung  zeigten.* 
Alsdann  würde  die  Bewegung  der  positiven  Quantität  tj  etwa  aus 
n  Strömen  von  verschiedenen  Geschwindigkeiten ,  und  diejenige  der 
negativen  Quantität  //  aus  n  entsprechenden  Strömen  von  den  ent- 
gegengesetzten Geschwindigkeiten  bestehen.  Wir  wollen  auch  hier 
der  einfachsten  Vorstellung  den  Vorzug  geben,  nämlich  annehmen^ 
dass  eine  solche  Abstufung  nicht  stattfinde,  dass  also  sämmtlicbe 
Theilchen  der  einen  Quantität  dicuelbe^  und  sämmtlicbe  Theiichen  der 
andern  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  besitzen.  Alsdann  be- 
steht der  vorhin  genannte  Tauschverkehr  zwischen  der  ruhenden  und 
strömenden  Elektricität  in  sehr  schnellen,  fast  momentanen  Geschwin- 
digkeitsänderungen.  Denn  [vgl.  (4.  a,  b)]  die  positive  Quantität  o, 
welche  zu  Anfang  der  Zeit  dl  noch  der  strömenden  EleklricilSit  an- 
gehörte, ist  zu  Ende  dieser  Zeit  bereits  der  ruhenden  einverleibt; 
und  das  negative  Quantum  «,  welches  zu  Anfang  der  Zeit  dt  noch 
der  ruhenden  Elektricität  angehörte,  ist  zu  Ende  dieser  Zeit  bereits 
der  strömenden  einverleibt;  so  dass  also  während  der  Zeit  dt  theils 
ein  Geschwindigkeits-Uebergang  von  V^  zu  0 ,  theils  auch  ein  lleber- 
gang  von  0  zu  V  stattgefunden  hat,  wo  V  die  Geschwindigkeit  der 
strömenden  Elektricität  bezeichnet. 

Bei  Hinzufügung  dieser  neuen  Annahmen  gewinnt  nun  die  durch  (A.) 
uiul(B.)  angedeutete  Anschauungsweise  folgende  bestimmtere  Gestaltung: 

(C.)  Bei  einem  homogenen  Körper  ist  die  Dichtigkeit  der  strömen- 

den Elektricität  nicht  nur  für  die  beiderlei  Elektricitaten ,  son- 
dern  auch  an  allen  Stellen  und  zu  allen  Zeiten  ein  und  du- 
selbe j  —    also   eine   dem    Körper   eigenthümliche    Constanle, 
welche  mit  E  bezeichnet  werden  mag,  Demgemihs  sind  die  in  einm 
gegebenen    Volumclement     Ihv  Dg  Dz     in    Strömung     begriffenen 
Elektricitälen  unter  allen  Umständen  durch  +EDxDyDzdarge' 
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slellty   also   der    Quantität   nach   constant;  jedoch   der  Ge- 
schwindigkeit nach  variabel. 

Mit  den  elektrischen  Strömungen  stehen  die  in  dem  Volumele- 
ment DxDyDz  ruhenden  Elektricitaten  in  einem  gewissen 
Tauschverkehr.  Denn  während  jedes  Zeitelementes  wird  im  All- 
gemeinen die  eine  dieser  beideti  Elektricitaten  durch  einen  Nie- 
derschlag aus  der  gleichnamigen  Strömung  um  ein  gewisses  Quan- 
tum wachsen^  die  andere  aber  durch  ein  Ilineingerissefiwerden 
in  die  andere  Strömung  um  ein  gleich  grosses  Qtmntum  abnehmen. 
Demgemäss  bewegen  sich  bei  diesem  Tauschverkehr  gleich  grosse 
Quantitäten  positiver  und  negativer  Elektricität  in  entgegenge- 
setzten Richtungen. 

Dieser  Anschauungsweise  zufolge  ist  die  algebraische  Summe 
!r  strömenden  Elektricitöten  stets  =  0;  folglich  kann  die  soge- 
iDDle  freie  Elektricität  nichts  Anderes  sein  als  die  algebraische  Summe 
ir  ruhendefi  Elektricitaten. 

Definirt  man  wie  früher  (pg.  117)  festgesetzt  wurde  die  elek- 
ische  Stromstärke  als  die  algebraische  Summe  derjenigen  Elektrici- 
tsmengen,  welche  durch  einen  gegebenen  zur  Bewegungsrichtung 
okrecbten  Querschnitt  während  der  Zeiteinheit  hindurch fliessen,  fer- 
)T  die  Strömung  i  als  die  dem  Querschnitt  Eins  entsprechende 
it)mstärke,  und  bezeichnet  man  endlich  die  Gomponenten  von  i  mit 
9,  IT,  so  ergeben  sich  die  Formeln 

u  =  2JS:a  , 

L)  i;  =  2£6  , 

w  =  ^Ec  , 

lls  man  nämlich  unter  a,  6,  c  die  Geschwindigkeit  der  strömenden 
«itiven  Elektricität,  und  unter  E  ihre  constante  Dichtigkeit  versteht, 
ilt  man  fest  an  den  früher  eingeführten  Bezeichnungen  (pg.  1 29) ,  so 
irden,  wie  beiläufig  bemerkt  sein  mag,  u^  v^  w  proportional  mit 
g,j  9^  sein,  nämlich  den  Formeln  entsprechen: 

uDyDzdt  =  2gdt  , 
x)  vDzDxdt  =  ^gdt  , 

wDxDydt  =  %gß  . 


134  Carl  Neumann, 


§  6. 

Fortsetzung,     lieber  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität. 

Der  Anschauungsweise  (A.),  (B.),  (C.)  entsprechend  wird  offen- 
bar anzunehmen  sein, 

(D.)  dass  die  sogenannte  freie  Elektricität  ^  mag  »ie  $iun  im  In- 

nern oder  an  der  Oberfläche  den  Körpers  sich  befinden^  steU  tu 
Ruhe  sei^  und  dass  sie  also  ihre  Variation  nicht  irgend  welcher 
eigenen  Betvegung ,  sondern  nur  ihrem  Tauschverkehr  mit  der 
strömenden  Elektricität  verdanke.*) 

Die  in  dem  Volumen  DxDgDz  zu  den  Zeiten  /  und  l  +  dt  vor- 
handenen Elektricitätsmengen  sind,  was  ihre  algebrtUschen  Werlhe  be- 
trifft, ausgedruckt  durch: 

(6.a)  +9  +  V^ 

—  C  —  '/  ' 
und  durch 

+  [?-«-(G-//)rf/H-i7, 

wie  sich  aus  (4.a,b)  sofort  ergiebt,  falls  iwan  für  a  seine  eigent- 
liche Bedeutung  substituirt.  —  Die  algebraische  Summe  der  Quanti- 
täten (6.a)  ist: 

C  —  (>'  ^ 
und  diejenige  der  Quantitäten  (6.  b) : 

(j  —  ()'+  2[G  —  11)  dt  . 

Bezeichnet  man  daher  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  zu  den 
Zeiten  t  und  t-^-dt  mit  6  und  ^-^de^  so  wird: 

eDxDyDz  =  (>  —  (>'  , 
'{€  -♦-  de)  DxüyDz  =  (>  —  ^'  +  2(G  —  H)dt, 

folglich : 

(6.x)  {dt)DxDgDz  =  26  —  //)(//; 


*)  Diesen  Tauschverkelir  als  eine  Bewegung  freier  Elektricität  bezeichnen  lo 
wollen  ,  würde  nämlich  unzulässig  sein ,  weil  bei  demselben  gleich  grosse  QuaoU 
positiver  und  negativer  Elektricität  in  entgcyciKjeseizien  Richtungen  sich  bewegen. 
[Vrgl.   die  Schlussbemerkung  in   (C.)]. 
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nd  hieraus  ergiebt  sich,  falls  man  {G^^H)dt  vermittelst  der  elek- 
•ischen  Strömungen  u^v^w  ausdrückt  [vrgl.  (5.  x)],  die  bekannte  Formel: 

Bezeichnet  man  andererseits  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektrici- 
it  an  der  Oberfläche  des  Körpers  mit  c,  so  gelangt  man,  ebenfalls 
I  bekannter  Weise,  zu  der  Formel: 

I.)       -jj  Ä  —  [u  cos  [N,x)  H-  V  cos  {N,y)  H-  w  cos  [N^z)]  , 

0  N  die  innere  Normale  der  Oberfläche  vorstellt ;  dabei  ist  voraus- 
jsetzt,  dass  der  Körper  überall  von  einem  isolirenden  Medium  um- 
5ben  sei.  —  Es  mag  mir  gestattet  sein,  zwei  Bemerkungen  in  Betreff 
eser  Formel  (8.)  hier  hinzuzufügen. 

Erste  Bemerkung,  —  Man  könnte  gegen  die  Formel  (8.)  den  Ein- 
aod  machen,  dass  an  der  Oberfläche  des  Conductors  im  Allgemeinen 
veierlei  Processe  stattfänden,  nämlich  erstens  die  elektrische  Com- 
unication  zwischen  je  einem  Oberflächenelement  und  dem  angren- 
jnden  Volumelement,  zweitens  die  Communication  zwischen  je  zwei 
leinandergrenzenden  Oberflächenelemenlen,  dass  aber  bei  Ableitung 
ner  Formel  nur  auf  den  ersten  Process  Rücksicht  genommen  sei.  Hier- 
if  ist  zu  erwidern,  dass  der  zweite  Process  in  Wirklichkeit  nicht  statt- 
idet.  Denn  zufolge  (D.)  kann  die  an  der  Oberfläche  ausgebreitete 
3ie  Elektricität  ihre  Variation  nicht  irgend  welcher  eigenen  Bewegung, 
ndem  nur  demjenigen  Tauschverkehr  verdanken,  welcher  zwischen 
*  und  den  Strömungen  im  Innern  stattfindet.. 

Zweite  Bemerkung.  —  Bringt  man  die  Formel  (8.)  in  Anwen- 
ng  auf  eine  isolirte  und  fest  aufgestellte  Metallkugel  ÜT,  um  welche 

1  elektrischer  Massenpunkl  Q  (etwa  der  Mittelpunkt  einer  gleich- 
Issig  mit  Elektricität  beladenen  Schelllackkugel)  langsam  und  mit 
%stanter  Geschwindigkeit  im  Kreise  herumläuft,  so  scheint  ein  ge- 
sser  Widerspruch  sich  einzustellen.  ^)  Denn  man  wird  geneigt  sein 
zunehmen,  dass  unter  diesen  Umständen  nach  Eintritt  des  statio- 
ren  Zustandes  dieselbe  elektrische  Oberflächenbelegung  vorhanden 
in  wird,  als  wenn  Q  ruhte,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jene 


*)   Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,   dass  die  Kreisbahn  des  Punktes  Q 
der  Kugel  K  concentrisch  sein   soll,    und  dass  ausser  diesem  Punkte  Q  keine 
feren  Kräfte  auf  die  Kugel  einwirken  sollen. 


1 36  Carl  Neumann, 

Belegung  im  gegenwärtigen  Fall  Tbeil  nimmt  an  der  Bew^;uDg  von 
Q;  demnach  würde  die  elektrische  Bewegung  während  des  statio- 
nären ZuStandes  überall  tangential  (also  senkrecht  zu  N)  sein;  hieraus 
aber  würde  mit  Rücksicht  auf  (8.)  folgen,  dass 

mithin  e  selber  constani  sei.  Trotzdem  kann  andererseits  kein  Zweifel 
darüber  stattfinden,  dass  die  Dichtigkeit  e  an  irgend  einer  Stelle  der 
Kugeloberfläche  in  Folge  der  Bewegung  von  Q  fortwährend  (und 
zwar  periodisch)  variirt.  —  Dieser  Widerspruch  kann  nur  durch  die 
Vorstellung  beseitigt  werden,  dass  der  eintretende  stationäre  Zustand 
(trotz  der  vorausgesetzten  langsamen  Bewegung  des  Punktes)  wesentlich 
verschieden  sei  von  demjenigen  Zustand,  welcher  dem  ruhehdeti  Punkt 
entspricht.*) 

§  ^■ 

Fortsetzung,     Berechnung  der  vorhandenen  Krdfte, 

Sind  a^  b^  c   und    «,  /?,  y  beliebige  Grössen,   so  mögen  unter 
^'(a),  Q(a^),  Q{aa)  folgende  Ausdrücke  verstanden  werden: 

(9.)  Q(«^)   =ga^  +....  +  g|2fcc  + 

2M  =  ^ ««  +  ••••  +  siTS  (''>'■♦• /*^')  ■♦••••• ' 

so  dass  also  z.  B.  bei  d^r  Entwicklung  von  t/;(a;-f-a,  j/  +  6,  z^^c] 
nach  Potenzen  von  a,  6,  c  die  Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung 
respective  durch  V(a)  und  iQ(rt^)  dargestellt  sein  würden.  Uebrigens 
soll  unter  yj  stets  die  im  Weber^ sehen  Gesetz  vorhandene  Function 
\p{r)    verstanden    werden,    welche    für    beträchtliche    Entfernungen 

=  l^r  ist. 

Solches  vorangeschickt,  seien  nun  DxDyÜz  und  Da^^Dy^Dzi  zwei 
unendlich  kleine  Parallelepi[)eda  im  Innern  des  gegebenen  homoge- 
nen Conductors,  gelegen  au  den  Orten  «r,  y,  z  und  o?, ,  yi,  z^.    Die 


*)  Uebrigens  dürfte  es  uicbt  leiclil  sein ,  über  den  eintretenden  slalionärcn 
Zustand  eine  deutliche  und  mit  der  Formel  (8.)  verträgliche  Vorstellung  sich  lU 
bilden.  Ich  begnüge  mich ,  auf  diesen  (wie  mir  scheint)  dunklen  Punkt  hiensH 
aufmerksam  gemacht  zu  haben. 
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n  diesen  Elementen  zur  Zeit  t  vorhandenen  Massen  positiven 
•luidums,  sowie  die  augenblicklichen  Geschwindigkeiten  und  Be- 
«hleunigungen  dieser  Massen  seien  bezeichnet  mit  r/,  x\  y\  %\  x\ 
f^  z"  und  jji,  Xx^  y,',  z,',  x^\  y/',  2;/'.  Nach  dem  W(p6^'schen  Ge- 
Ätz  (pg.  86) : 

ind  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  (9.)  findet  man  alsdann  Tür  die 
on  ryi  auf  t]  ausgeübte  Kraft  91^^^  den  Werth : 

Zufolge  unserer  Voraussetzungen  (A.),  (B.),  (C.)  sind  die  zur 
eil  i  in  DxDyDz  enthaltenen  Quanta  positiven  und  negativen  Flui- 
ums  gleich  7j  und  —  /y,  und  ihre  Geschwindigkeiten  gleich  o?',  y\  z 
nd  —  x\  —  y\  —  z.  Hieraus  aber  schliessen  zu  wollen,  dass  ihre 
eschleunigungen  ebenfalls  gleich  x\  y\  z  und  —  x\  —  y\  —  z 
3ien,  würde  {ahch  sein.  Betrachtet  man  nämlich  (wie  in  der  Hydro- 
vnaniik)  die  Geschwindigkeiten  als  Functionen  der  Coordinaten  und 

er  Zeit: 

.r'=  a{x,  y,  z,  t)  , 

y  =  b  {x,  y,  z,  t)  , 
z=  c{x,  j/,  z,  i)  , 
0  wird  bekanntlich: 


II         ba 
dx 

ba   j^    ^     ba         .  ^fl 

by  "  "•■  -57  '^  "•■  "sr ' 

^bb 

bb    ,    ^     bb          .      bb 

z"^   ?  a  + 

OX 

bc   i^    ^     bc         ■   öc 

Brtauscht  man  aber  hier  a^  b^  c  mit  — a,  —6,  — c,  so  schlagen 
ie  Beschleunigungen  o?",  y'\  z"  keinestvegs  in  ihr  Gegentheil  um. 
diglich  sind  die  Beschleunigungen  der  Massen  fj  und  —  tj  keines- 
6gs  einander  entgegengesetzt,  vielmehr  unter  Umständen  sogar  ein- 
ider  gleich.  In  der  That  wird  der  Fall  der  Gleichheit  stets  eintre- 
D,  sobald  a,  b,  c  unabhängig  von  t  sind,  d.  i.  sobald  der  elektrische 
römungszustand  stationär  geworden  ist. 

Wollen  wir  also  diejenige  Kraft  91^"^  haben,  welche  das  in 
\DyiDzi  enthaltene  negative  Fluidum  —  i^i  auf  die  schon  betrach- 
ö  Masse  7j  ausübt,  so  haben  wir  im  Ausdruck  (1  i .)  iy,  mit  —  tjx , 


1 38  Carl  Nbumann, 

ebenso  ^/,  j//,  z^  mit  —  x^,  —  y/,  —  z^,  hingegen  x^\  y(\  z," 
mit  X,",  y/',  Z/'  zu  vertauschen,  wo  die  drei  letzten  Grössen  die 
unbekannten  Beschleunigungen  von  —  lyi  vorstellen.     Somit  folgt: 

(12.)  9l<-^=  t/(-t/,)[-^  +  i^^g'PK'- AV)  +  U^S Q((x'+<f)]. 
also  durch  Addition  von  (11.)  und  (12.): 

vgl.  die  in   (9.)  getroffenen  Festsetzungen. 

Die  zur  Zeit  t  im  Volumen  DxDyDz  vorhandene  freie  Elektricilät 
(d.  i.  die  algebraische  Summe  der  darin  enthaltenen  ruhemlen  Eiek- 
tricitUten)  sei  bezeichnet  mit  ?/-^^ ;  desgleichen  die  in  Dxjhfjizx  vor- 
handene mit  7iy\ 

Sind  nun  91^"^  9l^''\  91^-^^  die  von  ^y^,  —  ^^i,  i//-^>   auf  iy  ausge- 
übten Kräfte,  so  besitzen  91^''^,  9t^"^  die  bereits  besprochenen  Werthe; 
ferner  wird  ^^^^  aus  (1 1 .)   dadurch  zu  erhalten  sein ,  dass  man  da- 
selbst ?^i  mit  'iix^\  sodann  a;/,  y/,  z/  mit  0,  0,  0,  endlich  o;/',  y/',  ix 
ebenfalls  mit  0,  0,  0  vertauscht.     Also: 

Hicmit  aber   ist   die  Wirkung   von  Dx^Dy^Dzi   auf  die  Masse»; 
noch    nicht  erschöpft.     Denn   während    der   Zeit   dt   erleidet  die  in 
Dx^Dy^Dzi   enthaltene   freie   Elektricitüt   jy/*^^   eine  gewisse  Variation 
diiy\  in  Folge  ihres  von  plötzlichen  GeschwindigkeitsUnderungen  be- 
gleiteten Tauschverkehrs  mit  der  strömenden  ElektricitUt.    Wir  habeo 
daher  noch  diejenigen  Kräfte  in  Rechnung  zu  bringen,  welche  durch 
diese  plötzlichen  Geschwindigkeitsänderungen  erzeugt  werden. 

Es  seien  ähnlich  wie  früher  (pg.  129)  G^dt  und  Hidt  diejenigeO 
Quanta  positiven  Fluidums,  welche   während  der  Zeit  dt  in  das  Vck 
lumen  Dx^Dy^Dz^  hinein-  und  aus  demselben  herausströmen;  unde^ 
sei,  um   die  Vorstellung   zu  fixiren,  G^'^H^.     Dann  wird  währeo^i 
der  Zeit  dt  das  Quantum  (G^  —  H^)  dt  positiven   Fluidums   innerhalb 
des   Volumens   hängen   bleiben,    mithin   die   Geschwindigkeit  dieses 
Quantums   während  der  Zeit  dt  von  x/,  y/,  z^'  auf  0,  0,  0  herald 
sinken.  Die  Kraft  9l^"^d<,  welche  dieses  Quantum  (Gi  —  H^)  dt  währQpd 
der  Zeit  dt  auf  die  Masse  ?/  ausübt,  hat  nach  dem  W66er  sebeo  Ge- 
setz (10.)   den  Werth: 
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lind  durch  die  Indices  /  und  t  +  dt  diejenigen  Werthe  angedeu- 
velche  }p'  (d.  i.  -^j  in  jenen  beiden  Zeitaugenblicken  besitzt; 
3mäss  ist: 

*  =  |j(^'-0)     +|^(y'-0)    +^(^'-0)    =¥(a;'~0). 
olglich : 

9l'"rf<  =  y  (G.  -  //.)  dt  [-'^di  +  4A^  ^  V  (x/)]  , 

weil  das  erste  Glied  in  der  eckigen  Klammer  gegen  das  zweite 
I windend  klein  ist: 

jR<">  =  y  (G,  _  //,)  .iA'^^  (xO  . 

» 

andererseits  wird  während  der  Zeit  dt  das  Quantum  — {G^ — H^)dt 
»er  Elektricitüt  aus  der  in  OxiDy^Dzi  ruhenden  Elektricität  aus- 
en  und  in  die  Bewegung  des  negativen  Fluidums  hioeingeris- 
werden,  seine  Geschwindigkeit  also  während  der  Zeit  dt  vom 
e  0,  0,  0  zum  Werthe  — a:/,  — y/,  — z/  übergehen.  Die 
9l^*^^(//,  welche  dieses  Quantum  währfend  der  Zeit  dt  auf  tj  aus- 
;t  daher  ausgedrückt  durch: 

yt  =  -  y  (G.  -  //.)  dt  [-^dt  +  W"  ^  (v^U^  -  Vi)]  , 

esmai : 

y,',  =  <If  (x'-O)  , 

s  folgt: 

US  den  Formeln  (15.)   und  (16.)  folgt*)  durch  Addition  sofort: 

lie  Formeln  (15.),   (16.),   (17.)  an  die  vorläufige  Voraussetzung: 
f,  nicht  gebunden,  sondern  allgemein  gültig  sind,  erkennt  man 


In  diesen  Formeln  ist  übrigens,  wie  aus  (6.x)   folgt: 

n   nämlich   unter   6^  die  Dichtigkeit   der   in  DxxDyiDzi    enthaltenen  freien 
4ki  versteht. 
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Versteht  man  unter 
(18.)  M,,        9l„,        % 

diejenigen  Kräfte,   welche  Da^iDt/iDzi   auf  die  drei  in  DxDyDz  ^ni- 
haltenen  Massen  7j ,  —  // ,  //-^^  ausübt,  so  hat  die  erste  dieser  Kralle 

den  Werth: 

(1 9.)  91^  =  9l^>  +  {«<''>  +  {R^^>  +  3l<->  +  9l<^>  ; 

woraus  durch  Substitution  der  Ausdrücke  (13.),  (14.)  und  (17.)  folgt: 

(20.)  SR,  =  -  nr^r  t  +  VVr  ■  *^'  $  [^  (^")  +  2  (x  VJ 

-  ,,y.  .  4A*  $  [V  (X."-  X/')  +  42  (XX. 

Hieraus  erhält  man  die  Kraft  91,,  durch  Vertauschung  von  ^  mit— 5, 
von  x\  y\  z  mit  —  x\  —  y\  —  z  und  von  x\  y\  z  mit  X\  1\  Z*, 
falls  man  nämlich  unter  den  letzten  drei  Grösse»  die  Beschleunigun- 
gen der  Masse  — ?;  versteht.     Also: 

(2i.)  «„=*  +  tpiy'  t  -  w-  4^^  ^  [«^ (A'")  +  ö  (x'^] 

Aus  (20.),  (21.)  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 
(22.)    9l,+  SR„=       fi^i.^'UA' ^  W  {X- X') 

-  Tjf],  .  4A^  $  .  82  (o^'x/)  , 

(23.)   9l,-9l„=  -  2W'^$+W-  4A»g[V(x  +  X')+2Q'y')' 

-,;,a4A^^.2qf(a;;-.x;). 

Was  endlich  die  dritte  der  Kräfte  (18.)  betrifft,  so  ergiebl  si 
diese,  sobald  man  im  Ausdruck  (20.)  tj  mit  i/-^\  ferner  x,  y,  %  nA 
0,  0,  0,  endlich  x\  y",  z  ebenfalls  mit  0,  0,0  vertauscht.  .M« 
erhält  also: 

(24.)        Ä,  =  -  r^ny^  t  -  '/''''/.  *A^  t  ^  (^1  -  ^')  ■ 


§  8. 

Fürtsetzuny.     lieber  die  theils  'ponderomotovische  theils  elektromoton'sche  Wirbt^ 

der  vorhandenen  Kräfte, 

Nach   der  Voraussetzung  (A.)  sollen    bei  einer  elektrischen  Be- 
wegung —  wie  die  einwirkenden  Kräfte  auch  boschaflTen  sein  mügen  - 
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stets  gleiche  Quanta  der  l)ei(lerlei  Elektricitäton  mit  gleichen  Geschwin- 
digkeiten in  entgegengesetzten  Richtungen  fliessen.  Somit  wird  anzu- 
nehmen sein  9  dass  die  positiven  und  negativen  Elektricitätstheilchen 
durch  einen  gewissen  Mechanismus  verbunden  sind,  welcher  bewirkt, 
dass  die  Theilchen  immer  nur  paarweise  sich  bewegen  können,  wel- 
cher also  z.  B.  bewirkt,  dass  kein  positives  Thöilchen  7y  eine  Bewe- 
gung ausfuhren  kann,  ohne  dass  gleichzeitig  ein  an  derselben  Stelle 
befindliches  negatives  Theilchen  —  tj  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
die  entgegengesetzte  Bewegung  erleidet. 

In  Folge  dieses  Mechanismus  werden  zwei  auf  tj  und  —  rj  ein- 
wirkende Krilfle  von  gleicher  Stärke,  falls  beide  in  derselben  Richtung 
wirken,  keine  innere  Bewegung,  sondern  nur  eine  Bewegung  des 
ganzen  Körpers  hervorzuiiifen  im  Stande  sein.  Mit  andern  Worten: 
Zwei  gleich  starke  Kräfte  könnc^n,  falls  sie  von  gleicher  Richtung 
sind,  keinen  elektromotorischen,  sondern  nur  einen  ponderomoto- 
rischen  Effect  haben;  und  umgekehrt  werden  sie,  im  Fall  entgegen- 
gesetzter Richtung,  keinen  ponderomolorischen,  sondern  lediglich  einen 
elektromotorischen  Effect  haben. 

Bezeichnet  man  also  (was  das  von  uns  betrachtete  Volumelement 
lixDyDz  betrifft)  die  auf  7j  und  —  t]  einwirkenden  Kräfte  mit  91^ 
u'^dJR^,  und  zerlegt  man  dieselben  nach  dem  Schema: 

(25.)  ^1»""       «       "•"       2       ' 

qa     ^^^  %tp  -¥•  gjn    ^^^  oip  ~  Btfi 
fi  2  2 

SO  werden  die  beiden  Krüfle  ?£-±-^  nur  einen  ponderomotorischen, 

andererseits    die  beiden  KrUft^  ^jlZL^»   nur  einen  elektromotorischen 
•^^ffecl  hallen. 

Da  ferner  zufolge  jenes  Mechanismus  die  Theilchen  nur  paar- 
^veise  sich  bewegen  können,  so  wird  der  an  irgend  einer  Sterile  be- 
findh'che  Ueberschuss  d.  i.  die  sogenannte  freie  Elektricitüt  als  un- 
beweglich anzusehen  sein,  mithin  anzunehmen  sein,  dass  die  auf  diese 
freie  Elektricität  einwirkenden  Kräfte  keinen  elektromotorischen,  son- 
dern nur  einen  ponderomotorischen  Effect  haben;  folglich  ist  der  auf 
die  Masse  tj^-^^  einwirkenden  Kraft 

(26.)  9t^ 

lediglich  ein  ponderomotorischer  Effect  zuzuschreiben. 

AbkMdl.  d.  K.  S.  OeMllsch.  d.  WiMansch.  XVIII.  I  0 


1 42  Carl  Nkumann, 

Bezeichnen  wir  nun  die  ponderoniotorische  Wirkung  der  drei 
auf  DxDyDz  einwirkenden  Krüfte  SH^,  91^^,  91  kurzweg  mit  JR,  ande- 
rerseits ihre  elektromotorische  Wirkung  mit  ?l,  so  ist  nach  (25.),    26. . 

(27.a)  jR  =  gi^  +  5l    ^.gi^^ 

(27.  b)  ?l  =  g^?^^, 

wo  g  einen  noch  unbestimmten  Factor  bezeichnet.  .  Diese  Formeln 
(27.a,b)  entsprechen  den  früher  bei  gleichförmigen  Strömen  aufge- 
slelllen  (12.),  (13.)  auf  pg.  119;  und  der  Factor  g  wird  daher  wahr- 
scheinlich ebenso  wie  dort  den  Werth  -    haben. 

Das  Unsichere  und  Schwankende  dieser  Betrachtungen  hat  sei- 
nen Grund  in  d(*r  Natur  der  gemachten  PrUmissen.  Denn  so  lange 
wir  uns  mit  Priimissen  begnügen,  welche,  wie  die  Voraussetzungen 
(A.),  (B.),  'C.;,  ;D.),  nur  gewisse  Sj/mpiome  der  inneren  Mechanik, 
nicht  aber  die  eigenlliclie  Einrichtung  derselben  betreffen,  werden 
wir  den  Effect,  welchen  gegebene  Krlifle  in  Folge  dieser  inneren 
Mechanik  hervorbringen,  mi!  einiger  Sicherheit  zu  beurtheilen,  ausser 
Stande  sein.  Das  Resultat  unserer  Betrachtungen  wird  daher  strenge 
genommen  nicht  als  ein  Satz,  sondern  als  eine  Hypothese  anzusehen 
sein,  die  etwa  so  auszuspr(»chen  ist: 

iE.^  Werden  die  in  einem  gegebenen  Yolumeleme?it  DxDyDz  vor- 

handenen FAekirieiUiien  7j,  — /^,  i/-^^  der  Reihe  nach  von  drei 
Kräften  JK^,,  j)l,^,  5H.  sollicitirt^  welche  sämmtlich  dieselbe  Rich- 
tung l)esit:en^  so  sott  angenommen  werden^  dass  die  pondeiomo- 
torische  Wirtxung  })t  und  die  elektromotorische  Wirkung  ?l  dieser 
drei  Kräfte  dargestellt  seien  durch: 

(28.  a)  })t  =  ;H^  +  SR    .,.  jit^  ^ 

(28.  b)  "?(  =  ?^-  . 

Settfstverständlich  sind  dalm  unter  ?j ,  —  /^  die  in  dem  Vo/ww- 
element  enthaltenen  Fluida,  und  unter  r^^  das  daseihat  t^- 
handene  Quantum  freier  FAektricität  zu  verstehen. 

V\\\  die  ponderoinotorische  und  elektromotorische  Wirkung  von 
/Ar, %, />:,  :iuf  DxDgDz  zu  erhalten,  sind  nun  für  9t^-|-9{„,  J»^-*. 
und  JH^  die  Werlhe  22,),  '23.  ,  (24.'  zu  substiluiren.  Alsdann  er- 
ijliebl  sich: 
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(29.  a)     9t  =  -  fjfj,  .  4^^  '£  8Q  (x'^/)  +  ,/,//^'  W^  J  W  (/-  X") 

(29.1)^      «R  =  -  »;/■''  f  +  ri^^  .  kA^  g  [1  ¥  (a-"+  X")  +  Q'ar'^}] 

Die  ponderomotorische  Kraft  91  (29. a)  entspricht  dem  Princip  der 
Gleichheit  der  Action  und  Reaclion,  Denn  es  ist  zu  beachten,  dass 
der  Ausdruck  S''  [vrgl.  (9.)]  linear  ist  in  Bezug  auf  ^ ,  j^ ,  ^' ,  und 
dass  diese  Grössen  bei  einer  Vertauschung  von  o?,  y,  ::  mit  j*,,  j/i,  ::i 
ihr  Vorzeichen  wechseln.  —  Uebrigens  wird  im  gegenwürtigen  Fall, 
wo  DxlhjDz  und  l)xxDii\Dz\  demselben  Körper  angehören,  die  pon- 
deromotorische Kraft.  SH  annullirt  durch  die  Starrheit  der  ponderablen 
Masse. 

§  9. 
Fortsetzung.     Ableitung  der  Kirchhoff' sehen  Di/ferenticdyleichungen, 

Bezeichnet  E  die  constanie  Dichtigkeit  der  strömenden  Elektri- 
cilüt  [vrgl.  (C.)],  und  *,  respective  6,  die  variable  Dichtigkeit  der 
freien  Elektricitüt,  so  ist: 

,g^  ^  7/    =  EDxDyDz  ,  ^/i     =  EDx^Dy.Dz^  , 

ferner  ergiebt  sich  |vrgl.  (5.)]: 


iy     I 


ir  =  äEz'  ,  u\  =  ^Ezy  , 

wo  M,  r,  !/•  und  Wi ,  v, ,  ii'i  die  elektrischen  Strömungen  bezeichnen. 
Setzt  man   fvrgl.  pg.  137]: 

x'^a  {a\  y,  z,  /)  ,  y  =  etc.  , 

so  wird : 

undliierans  folgt  A"  durch  Vertauschung  von  «,  /',  c  mit  —  a,  — fc,  — c; 


substituirt  man  nun  für  die  Geschwindigkeiten  a,  6,  c  oder  x\  y\ : 
die  aus  (31.)  entspringenden  Werthe,  und  beachtet,  dass  E  eine 
Constante  ist  [vrgl.  (C.)],  so  folgt: 

(33.)       «■-  r  =  ^  (i)  =  ±  I; , 

WO  A  zur  augenblicklichen  Abkürzung  dienen  soll.    Analog  mit  (33.) 
ergiebt  sich  die  Formel: 

(34.)       V'-x;=^(|)  =  i^. 

Substituirt  man  in  (29.  b)  die  Werthe  von  tj^,  tj^^  (30.)  ferner 
die  Werthe  von  x\  x  +  X\  x^'—X^"  (31.),  (32.),  (34.),  so  folgt 
sofort : 

(35.)        5t  =  -  ^  e,Dx,I>y,Dz,  +  |  4^^  Jj  [M  +  mj  Dx.Dy.Dz. 

Um  nun  zu  den  Kirchhoff'schen  Differentialgleichungen  zu  gelangen, 
muss  man,  wie  übrigens  schon  von  Weber  und  später  von  Lorherg 
betont  worden  ist,  die  Voraussetzung  eintreten  lassen, 

(F.)  dass   die  Dichtigkeit   der  freieji  Eleklriinlät^  sowohl  im  Jf^ 

nern  wie  an  dei'  Oberfläche^  stets  äusserst  klein  bleibt  gegenüber 
derjenigen  dei'  strömenden  Elektricität, 

Alsdann  wird  -^,  ebenso  auch  ^  äusserst  klein  sein,  so  dass  di^ 
mit  einem  solchen  Bruch  behafteten  Glieder  zu  vernachlässigen  sind. 
Hiedurch  geht  die  Formel   (35.)   über  in: 

(36.)        51  =  -  g  e,Dx,Dy,Dz,  -  KA^  g  ^ (^^)  Dx,Dy,Dz,  . 

Es  sei  Doi  ein  Oberflächenelement  des  Körpers,  und  et  die  Diel*- 
tigkeit  der  auf  Doi  vorhandenen  freien  Elektricität.  Die  elektromoto- 
rische Kraft  ?l,  welche  die  Elektricitätsmenge  CiDoi  auf  DxDyt^^ 
ausübt,  kann  man,  ausgehend  von  der  Formel  (29. b),  leicht  Ub^^' 
sehen.     Man  findet  mit  Rücksicht  auf  (D.)   und   (F.): 

(37.)        %  =-'^e,Do,. 


Ueber  das  Weber  sche  Gesetz.  1 45 

Aus   (36.)    und   (37.)    ergeben   sich    die   x  Componenten    dieser 
*ifle  durch  Multiplication  mit  ^^*  =  j^  .     Also : 

1er  etwas  anders  geschrieben: 

^x  =  -  i  [q>^iDx,Dy,Dz,]  -  A^  ^  h  J|  W{u,)  Dx,Dy,Dz^  , 

^'  =  ""  155^  [ycißoi]  ; 
abei  wird  dann  allerdings  festzuhalten  sein,  dass  fortan  (abweichend 
om  bisherigen  Gebrauch)   unter  x^  y^  z^  Xi^  yi^  Zi  die  Goordinaten 
1er  ponderablen  Massenpunkte,   also  Grössen  zu  verstehen  sind,  die 
'OD  t  unabhängig  sind. 

Fügt   man   endlich   zu   den   schon    gemachten   Voraussetzungen 
loch  die  bekannte  Annahme  hinzu, 

G.)  dass  die  Componenlen  m,  i^,  w  der  elektrischen  Strömung  den 

ComponetUen  der  einwirkenden  elektromotorischen  Kraß  stets  pro- 
portional sind, 

»0  erhält  man  die  Formeln 

40.)  u  =  k  [S[f%  +  Sf%)  ,  t;  ==  etc.  , 

lie  Integrationen  ausgedehnt  über  alle  Elemente  DxiDyiDzi  resp.  Doi 
les  gegebenen  Körpers.  Hieraus  folgen  nun  schliesslich  durch  Sub- 
ilitulion  der  Werthe  (39.)  die  Kirchhoff" sehen  Differentialgleichungen: 

• 

n  denen  Q  das  elektrostatische  Potential  bezeichnet: 
'}t)  Q  =  ffftptYDxiDyvDzi  +  Jf(peiDoi  , 

wahrend  l/,  V,  W  die  Werthe  besitzen : 
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tlübei    repridenlirt    k    eine  Constante,    die    sogenannte    Leilung^N- 

rähi^keit.' 

•_< 

Bemerkumj.    Wollte    man    in   der  Hvdrodvnaniik  bei  Einführmm 
der  Bedingungsgleichung    ^"  -i-  -^^  -i-  -^  =s  o   die  gleichzeitige  Ein- 
führung der  entsprechenden  Kräfte  j^  ^  5^  ^  ^^  unterlassen,  so  würde 
man   zu    Formeln    gelangen,    die    mit    sich    selber    in    Widerspruch 
sind.  —   Veberhaupl  wird^  falls  ein  materielleis  System  injend  welchen 
Bedingumjen  unterworfen  yedacht  werden  soll^  nicht  nur  die  Einfühmnj 
der  Bedintfumjen    selber^  sondern   auch   die   Einführung  von  Kräften 
erforderlich  sein,  welche  für  die  Aufrechterhaltung  jener  Bedingungen  Sorge 
Iragen,'''')     Adoplirt  man   also   z.  B.    die   in    (A.)    genannte   Voraujr 
selzung,   dass  in  einem  elektrischen  Strome  stets  gleiche  Quanta  der 
beiderlei  Elektricitaien    mit   gleichen  Geschwindigkeiten  in    entgegen- 
gesetzten Richtungen  fliessen,  so  dUrft^e  man  gezwungen  sein,  daneben 
auch    gewisse   Kräfte   zu  adopliren,  welche   für  ein   solches  Gleich-- 
sein  Sorge   tragen;   und   diese   neuen  Kräfte  würden  alsdann  in  den 
DilTerentialgleichungen   (il.)   noch  hinzuzufügen  sein.   Allerdings  wird 
man    die    analytischen   Ausdrücke    dieser   KrUfte    nicht  gut  angebe/i 

•)    Für  l)etrU(liHicliü  r  ist  qp  =  —  und  i/;=Vr,  mithio: 

IHn  \oii  Kirchhoff  niil  w,  v,  w,  T,  K,  JK,  k  benannten  Grossen  haben  eine  etwa? 
Miidon^  BiMloiilung.  Bezeichnet  man  diese  Kirchhoff' »chen  Grössen  zur  Unterschei- 
(liing  mit   (m),  Mi  H*  CO»  [^)y  [^^)>  (^)y   «<>  »»»   >rgl.  die  Note  pg.  Mi,: 

.(III.)       M  ■■  *(<*)  »  ^  =  ^'^*^>  •  '^  =  ^^'**')  »  *  —  ^^^  » 

ilno  mit  RückHirht  auf  (II.)  auch: 

j,y^)  (/-«('/),  K=2iK^,  fK=2(W^). 

Hübutitulrt    man   diese  VVerlhe   in    die   obigen   Formehi  (4t.i,    und   setzt  zugleich 

Jfl  m  \  ,  HO  orhUlt  man  sofort : 

fv.)  w  =  -  -'''\ji^-^  -drj' 

dlnn  lihfir  iMt  «nnau  die  von  Kirchhoff  ^ei^ebenc  Formel  (Poggendorff's  Ann.  Bd.  10  2. 

IMrI.  ««'r.  <ää7,   PK.  »'»«7). 

••)    (J|i«lchnM    habe    ich    sclion    früher   bei   einer   anderen  Gelegenheit  bemerkt 

/||j,iliiim.   Annahm,   Bd.  VI,  pg.  336). 
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können,  so  lange  man  über  jene  Voraussetzung  (A.)  keine  deutlicheren 
Vorstellungen  als  bisher  sich  gebildet  hat. 

§  10. 
Veber  die  betreffenden  Aeusserungen  vo7i  Helmholtz, 

Gelegentlich  meiner  eleklrodjnamischen  Untersuchungen  von  1871 
(Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.,  üclober  1871,  pg.  477)  war  von 
mir  bemerkt  worden,  dass  die  ÄiVcAAo/r'schen  Diirerentialgleichungen 
ausser  auf  dem  Weber  sehen  Gesetz  noch  auf  mancherlei  andern  acces- 
sorischen  Annahmen  beruhen,  dass  es  auch  nicht  ganz  leicht  sein 
werde,  diese  letztern  mit  der  erforderhchen  Schürfe  auszusprechen, 
und  dass  also  das  Weber  sehe  Gesetz  durch  ein  gegen  diese  Diire- 
rentialgleichungen geäussertes  Bedenken  nicht  erschüttert  werden 
könne. 

Mit  Bezug  hierauf  bemerkte  sodann  Herr  Helmhollz  (Borchardt's 
J.  Bd.  75,  pg.  55),  jene  accessorischen  Annahmen  seien  aus  der  be- 
ireffenden KirchhofI" sehen  Arbeit  leicht  herauszulesen,  und  äusserte 
sich  über  dieselben  mit  folgenden  Worten: 

(I.)  Derselbe    (Kirc/ihoff)    ])enulzt    den    von    Herrn    W,    Weber   selbst 

gegebenen  Werth  für  die  elektrodynannsch  inducirlcn  elektromoto- 
rischen Kräfte,  welchen  dieser  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet 
hat,  dass  in  jede/n  elektrischen  Strome  gleich  grosse  Quanta  positiver 
und  negativer  Elektricität  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  in  entgegengesetz- 
ten Richtungen  fliessen.  Aus  dieser  Voraussetzung  können  die  von  Herrn 
AYrcÄÄo//* gebrauchten  Ausdrücke  in  der  Form,  wie  er  sie  braucht,  nach 
bekannten  Methoden  ohne  Schwierigkeit  hergeleitet  werden.  Diese 
Annahme  fallt  übrigens  mit  der  andern  zusammen,  dass  an  jeder 
Stelle  eines  Leiters  die  absolute  Menge  beider  elektrischen  Fluida  zu- 
sammengenommen stets  constant  ist.  Dieselbe  Annahme  bedingt  auch 
weiter,  dass  alle  Anziehungskräfte,  welche  gleichzeitig  auf  die  posi- 
tive und  negative  Elektricität  des  Leiters  ausgeübt  werden,  diesen 
selbst  zu  bewegen  streben  müssen,  da  die  beiden  Eleklricitäten  nicht 
gleichzeitig  ihren  Ort  verlassen  können. 

•)  Es   wird  vorausgesetzt,    dass  die  elektrischen  Fluida  in  dem  Leiter 

continuirlich  verbreitet  sind  j  und  ihre  Geschwindigkeiten  continuirliche 
Functionen  der  Coordinaten  sind.  Diese  Voraussetzung  liegt  der  Aus- 
führbarkeit der  über  den  Raum  erstreckten  Integrationen  zu  Grunde. 
Es  werden  die  Grundhypothesen  des  Ohm'schen  Gesetzes  gemacht, 
dass  nämlich  in  jedem  Augenblick  die  elektrische  Strömung  so  hoch 
5tei|;e,  bis  die  durch  den  Leitungswiderstand  erzeugte  Gegenkraft  der 


3-) 
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treibenden  elektromotorischen  Kraft  gleich  sei.   Es  liegt  darin  die  An- 
nahme, dass  die  elektrischen  Fluida  keine  träge  Masse  haben. 

Es  mag  geslallet  sein,  auf  den  Charakter  dieser  HelmhoUz'sc\i^ 
Voraussetzungen  (1.),  (2.),  (3.)  etwas  näher  einzugehen. 

Aus  der  Voraussetzung  (1 .),  welche  Übereinstimmend  ist  mit  der 
von  mir  gemachten  Voraussetzung  (A.),  pg.  129,  folgt,  dass  in  jedem 
Volumelement  ausser  den  gleich  grossen  Quantitäten  strömender  Elek- 
tricität  auch  noch  irgend  welche  Quantitäten  ruhender  ElektriciUt 
vorhanden  sind,  und  dass  die  algebraische  Summe  dieser  letztem 
die  sogenannte  freie  Elektricitüt  repräsentirt;  sodann  folgt  aus  jener 
Voraussetzung,  dass  zwischen  der  ruhenden  und  strömenden  Elektri- 
cilät  ein  gewisser  Tauschverkehr  stattfindet,  der  Art,  dass  bald  Theil- 
chen  der  erstem  in  die  Bewegung  der  letztern  hineingerissen  wer- 
den, bald  umgekehrt  Theilchen  aus  der  letztern  ausscheiden,  um  der 
ruhenden  Elektricilät  sich  beizugesellen;  vrgl.  (B.)  pg.  131. 

In  BelrefiF  dieses  Tauschverkehrs  bedarf  es  nun  aber,  um  der 
Rechnung  das  erforderliche  Fundament  zu  geben,  nothwendiger  Weise 
noch  weilerer  Voraussetzungen.  Diese  können  —  eine  gewisse 
Willkühr  ist  bei  ihrer  Wahl  nicht  zu  vermeiden  —  etwa  darin  be- 
stehen, dass  die  Dichtigkeit  der  strömenden  Elektricität  conslanl  bleibt, 
und  dass  ferner  jener  Tauschverkehr  durch  plötzHche,  fast  momen- 
tan erfolgende  Geschwindigkeil^änderungen  der  betreffenden  Theilchen 
bewirkt  werde;  vrgl.  (C.)  pg.  132.  Derartige  Voraussetzimgen  sind 
von  Uelmholtz  nicht  genannt. 

Die  Uelmholtz' sehe  Voraussetzung  (1.)  führt  zu  der  Vorstellung, 
dass  die  sogenannte  freie  Elektricität  (im  Innern  oder  an  der  Oberfläche 
i\cs  Körpers)  sich  stets  in  Ruhe  befindet,  dass  sie  also  ihre  Variation 
nicht  irgend  welcher  eignen  Bewegung,  sondern  nur  ihrem  Tausch- 
verkehr mit  der  strömenden  Elektricität  verdanke;  vi^l.  (D.)  pg.  13i. 
Sind  nun  aber  +  //,  —  //  und  //-^^  die  in  irgend  einem  Augen- 
blick in  einem  Volumelement  vorhandenen  Quantitäten  strömender 
und  freier  Elektricität,  und  wirken  auf  diese  Massen  in  ein  und  der- 
selben Richtung  irgend  welche  Kräfte  91^,  9t^  und  91^  ein,  so  bedarf 
es  um  das  für  die  Rechnung  erforderliche  Fundament  zu  gewinnen, 
weiterer  Voraussetzungen  über  die  theils  ponderomotorische  theik 
"riromotorische  Wirkungsweise  dieser  Kräfte.    In  dieser  Beziehung 

man  etwa  —  eine  gewisse  Willkühr  ist  dabei  wiederum  nicht 
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u  vermeiden  —  annehmen,  dass  die  elektromotorische  Wirkung  der 
irüfte  JR  ,  91^  proportional  mit  ihrer  Differenz^  und  dass  andererseits 
lie  elektromotorische  Wirkung  von  91^  (jleich  Null  sei;  vrgl.  ^^E.), 
)g.  Ii2.  Von  diesen  Annahmen  ist  die  erstere  von  HelmhoUz  in 
1.)  allerdings  angedeutet,  die  letztere  aber  nichl  genannt  worden. 

Sodann  bedarf  es,  um  zu  den  Kirchhoff* &chen  Differentialglei- 
ihungen  zu  gelangen,  der  Vernachlässigung  gewisser  Glieder,  die  in 
tezug  auf  die  elektrischen  Strömungen  quadratisch  sind.  Hiezu  aber 
)edarf  es  der  Voraussetzung,  dass  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektri- 
litäl  stets  äusserst  klein  bleibe  gegenüber  derjenigen  der  slrämend^n 
Mtricität,  vrgl.  (F.),  pg.  144.  Diese  Voraussetzung  ist  von  Helm- 
u>hz  nichl  genannt  worden. 

Was  schliesslich  die  Helmhollz'schen  Voraussetzungen  (2.)  und 
3.)  betrifft,  so  habe  ich  nur  noch  zu  bemerken,  dass  (3.)  in  Ueber- 
linstimmung  steht  mit  der  auch  von  mir  genannten  Voraussetzung 
G.),  pg.  145. 

Am  diesen  Expositionen  geht  hervor^  dass  jene  von  HelmhoUz  namhaft 
\machten  Voraussetzungen  (1.),  (2.),  (3.)  in  mehr  als  einer  Beziehung  zur 
ibleilung  der  Kirchhoff*schen  Differentialgleichungen  unzureichend  sind. 


§  11- 

Ueber  die  betreffenden  Aeusserungen  von  Weber  und  Lorberg. 

Will  man  jene  accessorischen  Voraussetzungen,  welche  abge- 
sehen vom  Weberschen  Gesetz  den  Kirchhoff' sehen  Differentialglei- 
chungen zu  Grunde  liegen,  in  erschöpfender  Weise  angeben,  so  wird 
labei,  wie  mehrfach  betont  wurde,  eine  gewisse  Willkuhr,  eine  gewisse 
^ahl  zwischen  vielleicht  gleich  berechtigten,  gleich  gut  sich  eignenden 
Vorstellungen  schwerlich  zu  vermeiden  sein.  So  erklärt  sich  z.  B.,  dass 
l'e  von  Weber  und  Lorberg  gewählten  Voraussetzungen  von  den  von 
Hr proponirten  (A.) ,  (B.),  ...  (G.)  wesentlich  verschieden  sind.  Nach 
^d>er  (Elektrodynam.  Maassbest.  1864,  pg.  581)  bestehen  nämlich 
ie  zur  Ableitung  der  Kirchhoff' sehen  Differentialgleichungen  erforder- 
Cihen  Voraussetzungen 

.]  in  der  Annahme,  dass  in  allen  Thcilen  des  Leiters  gleiche  Mengen 

von  positiver  und  negativer  Elektricität  enthalten  wären  oder  genauer 
(da  dies  streng  genommen  so  viel  heissen  würde ,  als  dass  die  Dich- 
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ti[;keit  der  freien  Elektricitüt  iiu  Innern  und  an  der  Oberflache  de:» 
Leiters  stels  Nnll  sein  sollle,  was  nicht  der  Fall  ist],  dass  wenigstens 
die  vorhandene  freie  Elektricitdt  }:egen  die  Menge  des  an  derselben 
Stelle  vorhandenen  neutralen  Gemisches  beider  Eiektricitäten  stets  als 
verschwindend  klein  bc»trachtet  werden  dürfe; 

(11.}  in  der  Annahme,  dass  durch  jeden  Quersi*hnitt  gleichzeitii:  immer 

gleiche  Mengen  positiver  und  negativer  Elektricität  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  durchgehen,  was  nur  dann  anzunehmen  gestattet  ist, 
nenn  man  überall  eine  beliebige  Bewegung  des  neutralen  Fluidums 
hin  Züge/ iigt  denken  darf,  aus  dem  Grunde  nämlich,  weil  eine  solche 
hinzugefügte  Bewegung  des  neutralen  Fluidums,  wenn  sie  widlidi 
vorhanden  wäre,  gar  keinen  Einfluss  auf  die  Bettbachtungen  babeo 
\\  Unle ; 

(111.  in   der  Annahme   einer  allgemeineren  Geltung  des  OA //«'sehen  Ge- 

setzes, welche  auf  die  Annahme  zurückgeführt  werden  kann,  dass  die 
Masse  des  eleklrisdien  Fluidums  gegen  die  Masse  seines  ponderablfo 
'Irjigers  ülnTall  völlig  verschwinde,  was  allerdings  allgemein  angenom- 
men zu  werilen  pflegt: 

inrnt^r   i.Nl   nach   Lorhvnj    Borch.  Journal.    1869,  Bd.  71,  pg.  35   die- 
M«n  AiuuilinuMi  noch  eine  vierte  beizufügen«  darin  bestehend, 

'IV.)  dass   die  Dichtigkeit  der  positiven  sowie  der  negativen  strömenit^ 

MIeWtncität  unabhanui::  von  der  Zeil  sei. 

\\s  JUssl  sielt  uIkm'  >olcho  Voraussetzungen ,  so  lange  nichl,  mit 
drnM'IJM»»  llami  in  lUuuK  die  Ableitung  der  belreflcnden  Gleichuujj^eo 
wiiklitl)  (liirt^hi*e(uhrt  wii^K  nur  M^hwer  urtheilen;  und  ich  nuiss  mich 
iliihn  Im'I  riitrin  VoiuliMrli  der  MWKT-L<ir6erj/'schen  Voraussetzungen 
I  ,  11.  ,  111.  ,  IV.  mit  di-n  von  mir  in  den  vorhergehenden  §§. 
|nn|Hihiiii'u  Vi>rau>>ot^unc»^n  A.  •  B.  •  C.  •  D.  ,  ^K.),  (F.),  ;G. ■  auf 
i'iiii^p  <ilu»rllarhliche  Beim^kunuen  be^hrilnken. 

Hin  Yor/iii:  diT  W<+fr-Li«rfr«^rj/*M"hen  Voraussetzungen  gegenüber 
ih'ii  nioiiiifion  dtirfte  darin  l^esiehon,  da>s  bei  jenen  die  freie  Elek- 
liinlat  an  der  Bowe^tuii:  iinmittoIL^r  Theü  zu  nehmen  scheint,  und 
iliihrr  die  Annahme  eine^  von  plötzlichen  Geschwindigkeit sänderungeo 
lM*f^lt»ileh»n  rausch\erkohr>  zwi>chen  ruhender  und  strömender  Elek- 
li Intal  tticht  erlorderlioh  i>t.  rniiiekehrl  dürfte  ein  Vorzug  der  von 
lim  proponirton  Voiatisselzunjren  ge^renuber  den  Weber- Lorberg sc\0 
iliinik  lM»stt»hon,  dass  ich  der  w<inii:  ansprechenden  Hinzufügungein^ 
llf wt'j^iini;  noulralon  Fluiilums  nicht  bedarf. 

Man  >*»'"^  "^"^  '^^^^'^  •^^**''^  "'^^'"  ^^'^'^^  accessorischenVoraussetzungeB, 
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welche,  abgesehen  vom  VV(?6er'schen  Gesetz,  zur  Ableitung  der  Kirch- 
hof ^hen  Differentialgleichungen  erforderlich  sind,  verschiedener  An- 
sicht sein,  —  jedenfalls  wird  man  einräumen,  dass  dieselben  nicht 
minder  hypothetisch  sind  als  das  Weber  sehe  Gesetz  selber;  und  es 
bleibt  daher  immer  die  Frage,  ob  der  von  IlehnhoUz  gegen  die  Kirchr- 
iojf' sehen  Differentialgleichungen  erhobene  Einwand "")  dem  Weber  sehen 
Gesetz  oder  jenen  accessorischen  Voraussetzungen  aufzubürden  ist. 


Dritter  Abschnitt. 

Das  Weber'sche  Gesetz  unter  Zugrundelegung  einer 
gewissen  unitarischen  VorsteUungsweise. 

§  I. 

Nähere  Determination  dieser  unitarischen  Anschawniysweise, 

Wir  gehen  aus  von  einer  gewissen  «////(//m^t'w  Anschauungs- 
weise, nämlich  von  der  Annahme,  dass  die  negative  Elektricität  mit 
der  ponderablen  Masse  unlöslich  verbunden,  die  positive  Elektricität 
hingegen  ein  Fluidum  sei,  welches  durch  die  Poren  der  ponderablen 
Masse  in  beliebiger  Weise  sich  bewegen  kann.  Die  kleinsten  Theil- 
chen  der  aus  ponderabler  Masse  und  negativer  Eleklricitüt  zusam- 
fflengesetzten  festen  Substanz  mögen  mit  m  +  {  —  e),  andererseits  die 
kleinsten  Theilchen  des  aus  positiver  Elektricität  bestehenden  Fluidums 
öiil  (+6;  bezeichnet  sein.  Der  Bequemlichkeit  willen  mag  übrigens 
diese  Bezeichnung 


feste  Substanz 

Fluidum 

m  +  ( —  e)  , 

i+e] 

ersetzt  werden  durch: 

•       • 

m  H-  e^  , 

^  dass  unter  e^  eine  negative,  unter  e^^  eine  positive  Grösse  zu  ver- 
^leheo  ist. 

Ich  nenne  diese  Anschauungsweise  eine  unitarische  ^  weil  bei 
d^fselbeo   nur   die   eine  Elektricität   als  beweglich   angesehen   wird; 

*)  Dieser  Einwand  besteht  bekanntlich  darin ,  dass  die  Kirchhoß^ sehen  Difle- 
''^»Halgieichungen  ein  labiles  Gleichgewicht  der  Elei^tricitat  in  leitenden  Körpern 
««*Hsn.  (Borchardl's  J.   Bd.  75,  pg.  38.) 
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Die  TrngheiUizahlen  der  Massen 

m  +  e^      und     p^   ,  ^  +  ^,     und     7/^ 

bezeichnen  wir  mit 

m  +  m^     und     m^^  ,  /i  +  ^^     und     /i^  ; 

so  dass  also  zu  den  schon  in  (2.)  erwähnten  Relationen: 
(4.a)        ^  =  2w,  i?,=  2e,  iy=5;p, 

noch  folgende  hinzuzufügen  sind: 

(4.1))  •  //^=2w,  //=2fw^, 

die  Sunnnationen  stets  ausgedehnt  über  Dv. 

Wir  wollen  nun  (wie  das  ja  auch  sonst  üblich  ist)  annehmen, 
dass  die  Trägheit  der  elektrischen  Materie  eine  äusserst  geringe  ist, 
dass  also  m  .,  ih  ,  fij  //    ausserordentlich  kleine  Zahlen  sind. 

Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  je  zwei  elektrische  Theil- 
chen  nach  dem  WVfepi-schen  Gesetz,  oder  vielmehr  nach  dem  md- 
ficirten  IVefeer'schen  Gesetz  auf  einander  wirken   (pg.  86). 


§2. 

Aufstellung  der  Dilferentudglekhungen.     Ableitung  des  Joule' sehen  Gesetzei 

Bezeichnen  wir  für  irgend  zwei  Theilchen  m^^e^  und  ^,  d»^ 
Coordinaten  mit  jr^  j/ ,  z^  und  j?  ,  j/ ,  z  ,  ferner  die  Componenlen  dw 
einwirkenden  Kräfte  mit  X  ,  V  ,  Z  und  X  ,  V  ,  Z  ,  so  £<el(en,  falls  wir 
von  der  Reibung  einstweilen  abstrahiren,  die  DitVerentialgleiehuni^en: 

/T).)  (w  +  wl  -^'  =  X  ,  m  -^-  =  X  , 

etc.  etc.,  etc.  etc., 

wo  m,,  m^  die  schon  erwähnten  Trügheitszahlen  vorstellen.  Surnroirl 
man  nun  diese  Gleichungen  über  alle  zur  Zeit  /  im  Volumen  Dv  vor- 
handenen  Theilchen  m  +  e  imd  f?  ,  und  belra(5htet  man  Dv  als  so 
klein,  dass  bei  allen  Theilchen  gleicher  Galtung  einerlei  Gesclmi^ 
digkeil  und  einerlei  Beschleunigung  angenommen  werden  darf,  so 
erhült  man  mit  Rücksicht  auf  (4.a,b;: 

(6.)  (//  +  u)  ^  =  Ij^  X  ,  fi^^  -^"-  =  S/H-  A;  , 

etc.  etc.,  etc.  etc. 


Ue^rr  das  Wbber'schr  Gesetz.  1 55 

Nimmt    man   endlich   Rücksicht  auf  die   zwischen   den   Massen 
/i+i/^  und  tj^^  vorhandene  gegenseitige  Reibung,  so  erhült  man: 

etc.  etc.,  =  —  S  +  2/)^  X  , 

etc.  etc., 

wo    H  ,  T  ,  Z^  und  E^,  Y^,  Z^^  die  in  (3.)  angegebenen  Werthe  haben. 
Aus   (7.)  folgt  sofort: 

.  ^  dr,   ^x,  dx^   (jpg-,, 

y^'^^t^s/    dt      dfi    '^  ^*-    dt      dfi 

—  \dt  ~   df)  -  "*"  ^r*'  \^»  ~Si  "*"  ^«  ~dt)  ' 
oder  falls  man  für  E^  seinen  Weilh    '3.'   subsliluirl: 
.!1±^  d  (dx^       /!,,   d_  fdx^Y 

i       di\dlj'^    2     dt\dtj 

Analoge  Gleichungen  gellen   für  die  j/-  und  2-Coordinaten.     Durch 
Addiiion  dieser  Gleichungen  folgt : 

=  -  PÄÖv  +  2,,(X  5  +  .  .  .)  +  2^(X  ^'  +  .  .  .)  , 
WO  V,  V  ,  A  die  Bedeutung  haben-: 

f»)     '•.==('j)V(%yH-(^)', 

32  _  f^>  _  ^'Y  j.  z"^'  _  ^'Y-4.  z"^'  _  ^'Y . 

\dt  dt)  "'"  Vd(  (/ry   "^  Vd/  d//    ' 

sodass  also  z.  B.  A  die  bereits  in   (l.a, b)   besprochene  relative  Ge- 
^hwindigkeit  von  7/^^  in  Bezug  auf  //  +  ri^  vorstellt. 
Bedient  man  sich  der  Collectivbezeichnungen : 

»,  y,  z  für  i''"  ^''  '•  und  J,   Y,  Z  für  j^"   J/'  f'  ' 

«nd  beachtet  man,  dass  nach   (l.a,  10  t  ==  fJA  ist,  .so  kann  die  For- 
"^^1  (8.)  auch  so  geschrieben  werden: 

(10.)     ?i±^d(V2)  +'di.  j(v;) 

=  _  ^2^.^JI  +  S;>,  (Xd^  +  Ydy  +  Zdz)  . 
ö^ese  Formel    enthält    auf  ihrer    linken   Seile   denjenigen   Zuwachs, 
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welchen  die  lebendige  Kraft  der  betrachteten  Massen  ^ti  -Hj^  ond  T^^ 
erfi&hrt  während  des  Zeiielementes  dt ;  sie  sagt  aus,  dass  dieser  Zu- 
wachs, falls  h  =  0,  mithin  keine  Reibung  vorhanden  wHre,  den  Werth 
besitzen  würde: 

Ij,,  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  , 

dass  er  aber  in  Wirklichkeily  in  Folge  der  vorhandenen  Reibung,  deo 
etwas  kleineren  Werth  hat: 

_  ühg±  +  v^  (Xe/^  +  Ydy  +  Zdz)  . 

Die  Grösse  *  ^  ^  repräsentirt  also  denjenigen  Betrag,  um  welchen 
die  lebendige  Kraft  jener  beiden  Massen,  in  Folge  der  Reibung,  :ii 
wenig  angewachsen  ist,  oder  (was  dasselbe)  denjenigen  Theil  jener 
lebendigen  Kraft,  der    während  der  Zeit  rf(,  in  Folge  der  Reibung, 

scheinbar  verloren  gegangen  ist.  Demgeinäss  wird  die  Grösse  *— p- 

aufzufassen  sein  als  die  während  der  Zeit  dt  im  Volumen  D\  ent- 
wickelte Wärmemenge, 

Dieses  Resultat  steht  in  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  Jotit- 
sehen  Gesetz,  nach  welchem  die  innerhalb  Dv  sich  entwickelnde 
Wärmemenge  dQ  den  Werth  hat: 

WO  k  die  Leitnngsfähigkeit  bezeichnet.  Die  Uebereinstimmung  isl  eine 
vollständige,  falls  man  nur  anzunehmen  berechtigt  ist,  dass 

dass  also  die  reciproce  Leitmigsfähigkeit  gleich  sei  dem  Reibungscoeff- 
cienten^  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Fluidums-Dichtigkeit. 

Solches  vorausgesetzt,  kann  die  Formel  (10.)  so  dargeslelÄ 
werden : 

(1 3.  a)  dT  +  dQ  =  Ij^  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  , 

wo  die  Ausdrücke 

'''^•'*)  ,.\  r-D\dt 

dQ  =  -j- 

diejonigon  Quanla  von  lebendiger  Kraft  und  Warme  vorstellen,  welche 
Während  der  Zeit  dt  in  den  betrachteten  Massen  fi  +  ^,  und  i/^  sich 
entwickeln.    Die  Formel  sagt  also  aus,  dass  das  wahrend  der  Zeii  Ü 
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i  Volumen  Z)v  entstandene  QtMfUum  von  lebendiger  Kraft  und  Wärme 
mhijross  ist  mit  derjenigen  Arbeit^  welche  während  dieser  Zeit  aus- 
tobt ist  auf  sämmtliche  in  Dw  enthaltene  Materie, 


;U.)    pfür 


n  +  e  ^  ^     Ix^  y  ^z  ^     rr  ^t  r,  ^     fX.Y.Z, 


§  3. 
Tifto*  die  Zerleijung  der  Verschiebungen  und  Arbeiten  in  geiierelle  und  relative. 

Es  mögen  die  Collectivbezeichnungen  eingeführt  werden: 

m 

e 

/i 

lind  zwar  mögen  die  Coordinaton  x^  y^  ^  und  die  Componenten 
X,  Y,  Z,  ebenso  wie  bisher,  bezogen  sein  auf  ein  absolut  unbeiveg- 
liches  Axensystem..  —  Zwischen  diesen  Coordinaten  o?,  y,  z  des  Theil- 
chens  p  und  zwischen  denjenigen  Coordinaten  f,  v,  i;,  welche  das 
Theilchen  besitzt  in  Bezug  auf  ein  mit  der  ponderablen  Masse  des 
belrachleten  Körpers  verbundenes  Axensystem,  linden  Relationen  statt 
von  der  Form : 

X  =  C'  +  C'>f  +  C'H^  +  C>3f , 

(15.)  y  =  C^  +  C2if  +  C^v  +  C23f  , 

z  =  C^  ^  C'i  +.  C^H»  +  C'^^  . 

Die  Coefficienten  C  sind  Functionen  der  Zeit,  entsprechend  der  gene- 
^^Ikn  Bewegung  des  Körpers;  andererseits  sind  f,  t»,  f  ebenfalls 
J^unclionen  der  Zeit,  abhängig  von  der  relativen  Bewegung  des  Theil- 
^hens  p.  Genauer  ausgedrückt,  sind  daher  f,  t>,  f  nur  dann  Functio- 
'^en  der  Zeit,  wenn  das  Theilchen  p  dem  Fluidum  zugehört,  hinge- 
^n  Constante,  sobald  dasselbe  der  festen  Substanz  angehört;  mit 
Glidern  Worten:  |,  i^,  f  sind  Functionen  der  Zeit  oder  Constante, 
l^nachdem  p  von  der  Form  e^^  oder  von  der  Form  m  +  e    ist. 

Wir  wollen  nun  die  Zeit  /  specieller  mit  r  benennen,  insofern 
^ie  Argument  der  C,  hingegen  mit  ^,  insofern  sie  Argument  der  f,  t;,  f 

• 

'St.  Die  Formeln  (15.)  nehmen  alsdann,  wenn  wir  sie  successive 
zuerst  auf  ein  Theilchen  »»  +  «,,  sodann  auf  ein  Theilchen  e^  an- 
wenden, folgendes  Geprüge  an: 

(«6.;  y  =  9{T),  ?/„=G(t,^^), 

2,=  A(t),  s„=//t,,'>), 

Abliaadl.  d.  K.  S.  QeselUch.  d.  Wiss^nsch.  XVIII.  \  \ 
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wo  /*,  g,  h  und  F,  G,  H  Functionen  der  beigefügten  Argumente  vor- 
stellen. In  beiden  Füllen  nämlich  sind  die  C  abhUngig  von  t,  wäh- 
rend die  f ,  r,  f  im  erstem  Fall  (für  das  Theilchen  m  +  e)  Constanle, 
hingegen  im  letztern  Fall  (für  das  Theilchen  ej  Functionen  von  »^sind. 
Ferner  mag  gesetzt  werden: 


(17.)  hdl^if. 

Dann  ist  allgemein 


udt^^- 


(18.) 


rur 

•  jedes 

Theilchen  p: 

dx 
dt 

bx 
dr 

+ 

dt 

br 

+ 

dz 
dt 

dr 

+ 

bs 

oder  was  dasselbe  ist: 
dx  =  <te  +  iix  , 

dy  =  %  +  Ay  , 


dz  =  dz 


nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  Ax,  Ay,  Az  bald  Null,  bald  von  N 
verschieden  sind,  jenachdem  p  der  festen  Substanz  oder  dem  Fluidum 
zugehört. 

Durch  (1 8.)  ist  die  wirkliche  Verschiebung  dx^  dy^  dz  des  Theil- 
chens  p  in  zwei  partielle  Verschiebungen  dx^  rVi/,  dz  und  Aa^,  Aj/,  i: 
zerlegt,  von  denen  die  erstere  als  generelle^  die  letztere  als  relaiitf 
zu  bezeichnen  sein  wird.  Der  Ausdruck  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  repräsen- 
tirt  die  Arbeit,  welche  eine  auf  das  Theilchen  p  einwirkende  Krad 
X,  y,  Z  wahrend  der  Zeit  dt  verrichtet,  und  kann  offenbar,  entspre- 
chend den  Formeln   (18.),  ebenfalls  in  zwei  Theile  zerlegt  werden: 

(1 9.)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  {Xdx  +  Ydy  +  7Jz)  +  {X^x -|- Yly  +  ZJ:;, 

in  die  (le^ierellp  imd  in  die  relative  Arbeit. 

Bringen  wir  nun  die  für  ein  beliebiges  Theilchen  p  einge^llb^ 
ten  Hczeichnnngen  auf  irgend  zwei  Theilchen  m  +  e^  und  e^  in  An- 
wendung, welche  im  betrachtelen  Augenblick  eiimmlei^  unendlich  nak 
liegen,  so  ergeben  sich  die  Formeln: 

i\r.  br 

(20.  a 


ft 


ör  br 

^"^^  =   0 


ferner  folü:on(l(»: 


m.w 


dx,  bx, 

~dr  "(Vr'    ' 

d^x,  bKr, 

dl^  bV^    ' 


dx 


ff 


)x 


tt 


b 


dt 
d-ij 


ff 


br 
bKx 


ff 


ff 


dt^ 


br'i 


^  bTbn 


b'^T 
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aus  (20.1))  aber-ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (20. a)  sofort: 

^^"•^J  dl   '^  dt  —  "U  ' 

Analoge  Formeln  gelten  für  die  y-  und  z-Coordinaten. 

In  solcher  Weise  können  alle  nach  t  gebildeten  DiflFerentialquo- 
tienten  reducirt  werden  auf  partielle  Ableitungen  nach  r  und  rf; 
wobei  als  durchgreifende  Regel  festzuhalten  ist,  dass  die  j? ,  y^,  z^ 
ni/r  von  r,  hingegen  die  x^^  y  ,  z  von  r  und  &  abliängen^  [vgl.  (16.)]. 
Reprtisentiren  k  und  i  die  relative  Geschwindigkeit  und  die  sogenannte 
Strömung  des  I^luidums  und  bezeichnet  man  die  Componenten  von  l 

mit  ff,  ß,  y,  diejenigen  von  i  mit  w,  v,  it',  so  ist  offenbar :  a  =  ^^"  —  -^  , 

also  nach  (20. c):  a  =  -^  .     Mit  Rücksicht  auf  (1.a,b)   ergeben  sich 

daher  folgende  Formeln: 


(20.(1) 


Zw^i  aus  den  Differentialgleichtmgen  sich  ergebende  Theoreme. 

Solches  vorausgeschickt,   kehren  wir  mm  zurück  zu  den  früher 
gefundenen  Differentialgleichungen  (7.) : 

Aus  denselben  folgt  durch  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

Ferner  folgt  aus  der  Gleichung  (21.)   rechter  Hand,  falls  man  für  H^ 
seinen  Werlh   (3.)   substituirt: 

/'„  ^  =  (S  -  S^')  ''öv  +  2^  X  ; 
diese  Formel  aber  kann  mit  Rücksicht  auf  (20.  d)  auch  so  geschrie- 
'^en  werden: 

"''^r,  weil  nach   '12.)  A  =  .f  ist,  auch  so: 
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(23.)  /,,  ^  =  _  «^  +  2^  X  . 

Nacli  einer  schon  erwähnten  Annahme  sollen  die  Trügheilszali- 
len  der  elektrischen  Materie  als  verschwindend  klein  angesehen  wer- 
den. Denigeniass  können  ,u   und  /t^^  in  den  Gleichungen  #21.  ,    ü., 
(23.)  ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigt  werden.     Alsdann  aber 
folgt  aus  (22.) 

//  ^  =  S^  (X  +  ä;  )  ,     und  ebenso : 

(24.)  ■/.§  =  s,.(y+y), 

A'  "djr  =  ^/>v  {^,  +  ^J  • 

Diese  Gleichungen  (24.)  beziehen  sich  auf  die  im  Volumelemenl  D\ 
permanent  enthaltene  Masse  jn  +  ^j,  und  auf  die  darin  temporär  vor- 
handene Masse  7j^^ ;  denn  die  rechten  Seiten  repräsenliren  die  Summen 
sämmilicher  distantiellen*)  Kräfte,  welche  auf  die  eben  genannten  Mas- 
sen einwirken.  Die  Gleichungen  sagen  daher  aus,  dass  die  Bewegung 
der  poiiderablen  Masse  fi  in  dem  betrachteten  Augenblick  in  solcher 
Weise  vor  sich  geht,  als  würde  sie  sollicitirt  von  alV  jenen  Kräften, 
nicht  nur  von  denen,  welche  auf  sie  selber,  sondern  auch  von  denen, 
welche  auf  ?/^  und  7/^^  einwirken.  Es  enthalten  also  die  Gleichungen  den 
wichtigen  Satz,  dass  die  auf  irgend  eine  ponderable  Masse  ausgeiible 
bewegende  Kraft  identisch  ist  mit  der  Resultante  sUmmtlicher  dislan- 
tiellen  Kräfte,  welche  einwirken  theils  auf  die  ponderable  Masse  sel- 
ber, theils  auf  die  augenblicklich  in  ihr  enthaltene  elektrische  Materie; 
einen  Satz,  den  man  kürzer  auch  so  andeuten  kann: 

(25.)  Die  auf  die  elektrische  Materie  ausgeübten  Kräfte  übertraft 

sich  inimittelbar  auf  die  ponderable  Masse  ^  genau  ebenso^  d* 
befände  sich  in  dem  betrachteten  Augenblick  nicht  nur  die  »^ 
gativCj  sondern  auch  die  positive  Elektricitnt  mit  der  ponderüUe» 
Masse  in  fester  Verbindung, 

Man  betrachtet  diesen  Satz  gewöhnlich  als  selbstverständlich.  Dass 
das  indessen  nicht  der  Fall  s(m,  zeigt  die  hier  für  den  Satz  gegebene 
Deduction.  Denn  aus  dieser  Deduction  i^eht  hervor,  dass  die  Ricliliglieil 
dos  Satzes  wesentlich  geknüpft  ist  an  die  Voraussetzung,  die  elektrische 
Materie  b(»sitze  keine  oder  nur  (»ine  verschwindend  gelinge  Trägheil. 


')  Das  Epilholon  ^^distatitieU«  .*ioll  dioiuMi,  um  dlo  Hoihun}i.*<krUfle  «lu.szuschUesüen. 
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Andererseits  ergiebt  sich  aus  (23.),  falls  man  die  Trägheitszahl 
der  elektrischen  Materie  wiederum  vernachlässigt: 

er  was  dasselbe  ist: 

u  =  k^^  ,     und  ebenso: 

ler  den  Componenten  einer  elcklromolorischen  Kraß  pflegt  man  die- 
u'gen  Grössen  zu  verstehen,  welche  multiplicirt  mit  der  Leilungs- 
ligkeit  die  elektrischen  Strömungscomponenten  geben.  DemgemUss 
Qnen  wir  auf  Grund  der  Formeln  (27.)  sagen,  in  dem  betrach- 
en  Volumelenient  Dv  sei  eine  elektromotorische  Kraft  91  vorhan- 
D,  deren  Componenten  51^,  91^^,  91^  die  Werthe  haben: 

"*'  EDv    " 

"v  ^V  —     EDs    ' 

^*'  —     EDs    * 

Die  Kräfte  A'  Y  ,  Z  beziehen  sich  ausschliesslich  auf  das  elek- 
^he  Fluidum.  So  reprUsentirt  z.  B.  ^jjy  X^  die  Summe  sämmtlicher 
räfle,  welche  auf  das  in  üw  enthaltene  Fluidum  7]^^  ausgeübt  wer- 
m  in  der  Richtung  der  x  Axe.     Dieses  7/^^  aber  ist  vom  Werthe : 

eil  E  die  Dichtigkeit  des  Fluidums  vorslellU  Folglich  kann  der  Bruch 

?.^l/.     oder     ^^^^ 

ED\  f]„ 

zeichnet  werden  als  diejenige  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der 
ixe  ausgeübt  wird  auf  die  MduseneinheU  des  Fluidums.  Somit  kann 
r  Inhalt  der  Formeln  (28.)  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 
).)  üic  in  irgend  einem  Punkt  des  belrachteten  Körpers  vorhan- 

dene eleklromoiorisehe  Kraß  iM  identi^eh  mit  der  daselbst 
auf  das  Fluidum  ausgeübten  Kraß^  letztere  bezogen  gedacht  auf 
die  Masseneinheit  des  Fluidums. 

Die  beiden  Theoreme  (25.)  und  (29.)  habe  ich  genau  in  der- 
ben Weise  schon  früher  abgeleitet,  in  den  Berichten  der  Kgl.  Sachs. 
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Ges.  d.  Wiss.  vom  20.  Octobor  1871,  pg.  409  und  410.  In  der 
That  sind  die  bisherigen  §§.  des  gegenwärtigen  Abschnittes  nur  eine 
Reprodüction  der  dort  schon  mitgetheilten  Untersucliungeu.  In  ge- 
wisser Beziehung  sind  sogar  die  dort  mitgetheilten  Untersuchungen 
noch  allgemeiner.  Denn  wiihrend  ich  hier  den  betrachteten  Körper 
als  homogen  vorausgesetzt,  von  Vo//a'schen  ConlactkrHften  also  ahs- 
trahirt  habe,  ist  dort  das  etwaige  Vorhandensein  solcher  Conlad- 
krUfle  mitberücksichtigt  worden. 

8  o. 
Ueher  eine  Bemerkung  des  Herrn  Helmholtz, 

lieber  die  im  vorhergehenden  §.  mitgetheilten  Untersuchungen, 
welche  genau  in  derselben  Weise,  nur  unter  Anwendung  anderer 
Bezeichnungen,  schon  1871  (Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Oclober 
1871,  pg.  405 — 410  von  mir  publicirt  sind,  hat  Herr  Helmholt:  m 
Jahr  I87i  im  Borchardl*i^chen  Journal  eine  Bemerkung  gemaclil, 
welche  mir  im  Ganzen  wenig  vorständlich  ist.  Es  erscheint  mir  da- 
her angemessen,  dieselbe  hier  wörtlich  abdrucken  zu  lassen.  Nur 
werde  ich  dabei,  was  die  Nummern  der  Formeln  und  die  in  den 
Fornieln  angewendeten  Bezeichnungen  betriflFt,  diejenigen  Abänderun- 
gen eintreten  lassen,  welche  erforderlich  sind,  um  jene  Bemerkung 
des  Herrn  Ilehnhollz  mit  der  von  mir  im  vorhergehenden  §.  gege- 
benen Darstellung  in  unmittelbaren  Connex  zu  bringen. 

Herr  Helmholtz  spricht  am  angeführten  Orte  (Borchardt's  Jour- 
nal, Bd.  75,  S.  55  über  die  den  Kirehh  off  Wichen  Differentialgleicbuo- 
gen  zu  Grunde  liegiMiden  Hypothesen,  und  ftlhrt  dann  folgenderiuassen 
fort : 

Bei   diesem  Punkt   erliiubo   ich   mir   auf  einen  Fehler  aufmerban 

zu  machen,  den  Herr  C.  Xeumann in  seinen  Rechnuns;« 

bejiangen   hat.     Er   behauptet — ,    class  er   durch  seine  Glei- 

chunj^en   (24.)   »den  wichliizen  Salz,  dass  die  auf  irgend  eine  ponde- 
rahlc  Masse   ausi^eüblc    bewegende  Kraft  identisch  ist  mit  der  Resul- 
taiilc    aller    distantiellen    Kräfte,     welche    einwirken    Iheils   auf  die 
ponderable  Masse  selber,  tlieils  auf  die  augenblicklich  in  ihr  enllial- 
tene    elektrische   Materie«,    bewiesen    habe,    und   fügt   hinzu:    »Man 
betrachtet   diesen   Satz    gewöhnlich   als  selbstverständlich.     Dass  das 
indessen  nicht  der  Fall  sei,  zeigt  die  hier  für  den  Satz  gegebene  De- 
duction.  Denn  aus  dieser  Deduclion  geht  hervor,  dass  die  Richlit^keii 
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(los  Satzes  wesentlich  gekntlpft  ist  an  die  Voraussetzunj: ,  die  elek- 
Irisclie  Materie  besitze  keine  oder  nur  eine  verschwindend  geringe 
Traiiheita.  Ich  erstaunte  nicht  wenij^,  als  ich  diesen  Salz  las,  denn 
in  den  Hypothesen,  von  denen  Herr  0.  Neumann  ausging,  und  auf 
welche  seine  »Deduction«  gegründet  ist,  war  über  die  mechanischen 
Beziehungen  zwischen  der  sich  bewegenden,  hier  nur  positiven  Elek- 
tricitHt  und  der  Materie  des  Leiters  nichts  weiter  angenommen,  als  dass 
die  Elektricität  der  Reibung  des  Leitungswiderstandes*)  —  —  —  — 
unterworfen  sei.  l)ass  nun  durch  blosse  Rechnung  eine  neue  mecha- 
nische Beziehung  zwischen  beiden,  zu  welcher  in  den  Prämissen  kein 
Grund  gelegt  war,  enseugt  werden  sollte,  machte  mich  neugierig,  das 
Verfahren  kennen  zu  lernen,  welches  so  etwas  leisten  konnte.  Der 
Fehler  ist  einfach  folgender:  In  Gleichung  (22.)  kommt  ein  Summan- 

dus  vor  /«,,  -T~  ,  worin  (a^^  die  trüge  Masse  der  positiven  Elektricitäl, 

dc,,  deren  x-Goordinate  bezeichnet.  Herr \Seumunn  setzt,  der  von  ihm 
erwähnten  Annahme  gemiiss,  die  er  erst  einführt,  nachdem  die  ge- 
nannte Gleichung  gebildet  ist,  /<„=  0,  und  lässt  den  genannten  Sum- 

mandus  ausfallen.  In  Gleichung  (23.)  aber  ist  1^,,-tJ^  einer  endlichen 
Kraft  gleichgesetzt,  und  wenn  also  /<„=  0  ,  so  wird  die  Beschleuni- 
gung   —~    unendlich   gross,    aber  das  Product  beider  wird  -darum 

noch  nicht  Null,  kann  also  aus  Gleichung  (22.)  noch  nicht  weggelas- 
st^n   werden.     Vielmehr   mtisste  erwiesen    werden,    dass  die  Summe 

der  Kräfte,  welcher  f^„-^-  gleich  gesetzt  ist,  gleich  Null  sei,  und 
dieser  Beweis  wird  sich,  soviel  ich  sehe,  nur  führen  lassen,  wenn  der 
angeblich  deducirle  Satz   (25.)  als  Voraussetzung  angenommen  wird. 

Herr  nelmitollz  hat  vvalirscheinlich  übersehen,  dass  die  Kräfte 
,  1\  Z^  in  (23.)  das  Weber  sehe  Gesetz  befolgen  sollen,  und  da- 
r  mit  Gliedern  behaftet  sein  werden,  welche  die  zweiten  Differen- 
Iquolicnlen  -^™ ,   -^ ,  -^'  enthalten. 

Denigomiiss  habe  ich,  trotz  der  Bemerkung  des  Herrn  HelmhoUz^ 
ine  ursprüngliche  Darstellung  (Ber.  d.  Kon.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss., 
iober  1871,  pg.  405 — 410)  in  ungednderler  Weise  beibehalten. 


*j  Bei  HelmhoUz  heisst  es :  » nichts  weiter  angenommen ,  als  dass  die  Elek- 
[üt  der  Reibung  des  Leitungswiderstandes  und  den  voltaischen  elektromotorischen 
len   [Schiebungskräften)   unterworfen  sei«. 

Beschfcinken  wir  uns  aber,  wie  überall  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung,  auf 
Fall  eines  homogenen  Leiters,  so  werden  jene  voltaischen  Kräfte  verschwinden, 
'  besonderen  Erwähnung  also  nicht  bedürfen. 


k 
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§6. 

Die  Formeln   der  mechanischen  und  calorischen  Energie. 

Die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (24.)   und   (27.)   laulen: 
(30.)         fi  ^  —  2^,  (X  +  XJ  ,  !f^'  =  ^^  X  . 

Nun  ist  nach  (20.a,b)  und  (20.  d): 

/qi     \  ^^     _^     ^^    _     ^J5,,  y^     hXf, 

^^'^')  dt   ~  J7  ~  ~bT  '  E  —  JF  ' 

Durch  Alultiphcation  von  (30.)   und  (31.)   folgt  aber: 

l^^-J     f^  IT  ~dfi'  —  --^v  (^A  "57  +  A^  -57;  ,     nr  —  --^v  (^^^.  J»)  ' 

denn  das  Volumen  />v  kann  so  klein  gedacht  werden,  dass  z.  B.  '^' 
innerhalb  desselben  überall  denselben  Werth  hat,  also  unter  das  Suiu- 
menzeichen  gestellt  werden  kann ;  ebenso  verhalt  es  sich  mit  -^  und 
■^ .  Uebrigens  können  die  Formeln  (32.)  auch  so  geschrieben  werdeo: 

(33.)  f  <fy=2:^(X  ^^'  +  X  ^)rf^  ^;^'  =  ^.,(A'/^  +  xfe>l; 

denn  zufolge  (20. a)  ist: 

(3i-)  fe'  =  0  . 

Endlich  können  die  Fornieln  (33.)  durch  Benutzung  der  Collecliv- 
bezeichnungen  (14.)  und  mit  Rücksicht  auf  (17.)  in  die  einfachere 
Gestalt  versetzt  werden: 

(35.)     f  d  (^y  =  V,,  (A  ^^)  dl,  ^  =  v^.  (X  ^^)  rf/ , 

=  Ij^  {Xdx)  ,  =  ^i^  [X^x)  . 

Verbindet  man  aber  diese  Formeln  durch  Addition  nnt  den  analogen 
Formeln  für  die  y-  und  c-Coordinaten,  so  folgt: 

(36.)    ^d{V;')  =  i^,{Xdx-*- ...),        ^'-'"  =  v^,(Xiii- +  ...;, 

WO  y  die  Geschwindigkeit  der  Masse  //  oder  /n  +  fi,  vorstellt,  wäh- 
rend  i   die  innerhalb   dieser  Masse  vorhandene  elektrische  Strömung 
bezeichnet.     Die   linke  Seite  der  einen  Formel  re[)rJisentirt  also  den 
wlihrend  der  Zeit  dl  erfolgenden  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  von 
/^,    wUhrend   die  linke  Seite  der  andern   [vrgl.  (I3.b)]  das  während 
der  Zeit  dl  in  Üv    sich  entwickelnde  WUrmequantum    darstellt.    Be- 
zeichnen wir  diesen  Zuwachs  von  lebendiger  Kraft  und  dieses  sich  ei\l- 
wickelnde  Wiirmequantum  respective  mit  dT  und  dQ^  so  nehmen  die 
Formeln  folgende  Gestalt  an: 
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'   "'  dQ  =  2^,  {X^x  +  Y^y  +  Z^z)  . 

Bezeichnen   wir  also  die  lebendige  Kraft  der  ponderal)len  Masse  und 
die  innerhalb  dieser  Masse  vorhandene  Wärme  rcspective  als  mecha- 
f^i^chc  und  calorische  Energie^  so  hal)en  wir  folgendes  Theorem: 
i^S.j  Die  in  irgend  einem  Volumelement  Dv  während  eines  Zeitele- 

mentes  dt  sich  entwickelnden  Quantitätefi  von  mechanischer  und 
calorischcr  Energie  sind  gleich  gross  respective  mit  der  genereU 
len  uitd  relativen  Arbeit^   welche  während  der  Zeit  dt  ausgeüht 
worden  ist  auf  alle  zu  Anfang  diesem'  Zeit  in  D\  enthallen  ge- 
wesene Materie, 
Uie  Ausdrücke  (37.)  sind  linear  in  Bezug  auf  X,  Y,  Z,  und  kön- 
nen 5a1so,  falls  diese  X,  Y,  Z  aus  Kräften  verschiedener  Gattung  zu- 
samÄÄcngesetzt  sind,  dementsprechend  in  ebenso  viele  Glieder  zerlegt 
werdon.  Sind  z.  B.  die  X,  Y,  Z  zusammengesetzt  aus  A,  B,  C  und 
A',  Mi\  C\  so  zerfällt  dT  in  zwei  Theile 

S^v  [Ad)v  +  Bdy  +  Cdz) 
und 

2^,  [Ädx  +  B'dy  +  Cdz)  ; 
von    ciiesen  wird  der  erstere  als  das  durch  die  Kraft  A^  B,  C  hervor- 
jetracAte  Quantum  mechanischer  Energie  zu  bezeichnen  sein;  ebenso 
^'^•^    letztere  als  dasjenige,  welches  der  Kraft  A\  B\  C  seine  Entste- 
hung verdankt.  —  Analoges  gilt  von  der  calorischen  Energie  dQ. 

§7- 

^     Formeln   der  fnechanischen    und  culon'schcn   Energie  für  ein    System    con 

zwei  Körpern, 

Sind  A  und  B   irgend   zwei  Körj)er,    und   bezeichnet   man   die 

'^'^itisten  Theilchen  von  A  [welche  Iheils  von  der  Form  m  +  e  ,  theils 

^on  der  Form  c^  sein  werden  (vrgl.  pg.  131)]  mit  /^„  (j^o,  //o,  z^i.,  ebenso 

"^^    kleinsten  Theilchen   von  B   mit  j^uii,  //i,  :i  ,   endlich   die   von 

^^^em  Theilchen  jh  auf  ein  Theilchen  />„  ausgeübte  Kraft  mit  XJ,  Yi, 

^\^  so  werden  die  von  Ä  in  A  wahrend  irgend  eines  Zeitelementes 

Jt  hervorgebrachten    Quanta    mechanischer   und   calorischer   Energie 

nach  (37.)   die  Werthe  haben: 

dn  =  22  [Xldx,  -h  YJ%o  +  Zldz,)  , 

^^^'^  dQl  =  22  [X[^x,  +  YiAi/o  +  ZiAz„)  , 
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die  Suinmationen  ausgedehnt  über  alle  Theildien  ])^^  von  A  und  ülnir 
alle  Theilchen  pi  von  U, 

Will  man  von  diesen  Quantitäten  nur  diejenigen  Theile  halM>n, 
welche  eleklrischen  Ursprungs  sind,  so  hat  man  statt  der  Kraft  AI. 
Fi,  ZJ  diejenige  Kraft  3fJ,  ^Ji?  3o  ^-«  nehmen,  welche  nach  dem 
Wipft^r'schen  Gesetz  stattßndet  zwischen  den  ekklrischen  BcstandlhiM- 
len  von  p^^  und  p\.     Somit  folgt: 

Bei  der  weiteren  Behandlung  dieser  Formeln  ist  es  zwcMkniassi,;;, 
die  Argumente  t,  O^  welche  dunrh  eine  gewisse  Sonderuni;  aus/ 
sich  ergaben   (pg.  1ö7),  zu  benutzen;  alsdann  ist  z.  B. : 


A.^  =  ^(//. 


Auch  erscheint  es  zwiH'kmiissig,  diese  Argument«?  r,  {)  noch  einer 
weiteren  Sonderung  zu  unterwerfen,  dieselben  nümlich  specieller  inil 
To,  i'/o  ^>^l^^i'  ^n  t9^i  ^11  benennen,  jenachdem  sie  enthalten  sind  iü 
Koordinaten  der  Theilchen  /^^  oder  ^^i ;  alsdann  wird: 


AcVm    = 


0 


(VV    ^"  —    d,Vo  "'  ' 


SO  dass  also  di(!  Formeln     40.)   folgende  (leslalt  annehmen: 

.*'->)  ('/i.l,el.ü.   =   — (^*n  ^^-^  +   iJJo  -^-,  +  du    5- j  ^«  , 

'41   b            (d()^\         —  vv/ri  ^)    .    s\\\  .^^>    .    ;>i  ^A  .// 
.  *  I .  n,  v^/V.i 'ei.  u« ■  l^'^ü  ö..,^^  -t-  fh  ö.v,  ^  ^t>  Wj  '"  • 

Bezeichnen  wir  nun  die  elektrischen  Bestandtheile  der  Parlicelo 
/>«  und  p\  mit  <?„  und  f^i ,  so  ist  nach  dem  VVrtr'r'schen  Gesetz   pg.  88 : 

wo  ro(?ir^  das  statische,  und  Co(?iz?7  das  dynamische  Potential  der  Theil- 
chen Co  und  d  auf  einander  vorstellt;  demgemüss  hat  rar  die  8^' 
deutung : 
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üebcrall  stehen  hier  die  Accente  für   ;-,  . 

Durch  Subslitulion   der  Werthe   (42.)   in   die  Formel   (il.a)   er- 
gicbl  sich: 

lii.a)  (dTf)o,v,  =  S2  .„c,  (n  -Q  dl  ; 

hier  hat  II,  falls  man  zur  augenblicklichen  Abkürzung  bei  Xo.  ;/(m  ^ü 
den  Index  0  unterdrückt,   die  Bedeutung: 

"•'  ^'  —  [jr-,  di  5P  "*■••  7  ~  V5^  "5:1;  "*"•••;  ^ 

und  kann  daher  auch  so  geschrieben  werden: 

/^\        II   _    ^  /^*"     ^'^     i_  \  /bro    d     bx  \  fbm    bx_  \ 

^  '      **  ~  rfi  \J^*  57^  "*"  •  *  7  ~  \bT'  di  57^  "*"  •  •  7        V^  d^  "*"  •  •  7  • 

Für  den  hier  auftretenden  Dilferontialciuotienlen  ^  ^  ergeben  sich, 
weil  j-,  j/,  z  d.  i.  o^^j,  jf/ü,  :„;  nur  von  r«,  i'>ü  abhüngen,  folgende 
Umgestaltungen: 

d     bx    ___     b      bx  b       bx 

dt   JlrJ^  dr,)    571^  (^.Vq    ^tq  ' 

_     b^    /bx_ 

b_  /(Lc\ 

—  bro  \dl)  • 

bx^ 

'"'l  Rücksicht  hierauf  folgt  aber  aus   'ji,)  sofort: 

vj  pj   __    d    fbm     bx  \  bm 

dl  \5x^    ötq  *   '   7  ^ 

'^"n  ist  nach  (43.;: 

bra  f   40  fb^l'    ,     ,  »  \    öi/' 

—   *^     di"    d.ro  ' 

^^"^  weil  bei  Xo,  yo?  -o  J^r  IndcK  0  vorlöulig  unterdrückt  werden 
soll: 

bm    1   ^2  d»/'    b\h 

^Qp   ""  d<    5x   * 

Substiluirt  man  diesen  Werth  in   [y.),  so  folgt: 

n  "  =  *^^  ^  (S  S  -  lf„ ; 

wodurch  die  Formel  (44. a)   folgende  Gestalt  gewinnt: 


b     /bx      -1      ^^\ 

^  Sä;;  ' 
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In  ähnlicher  Weise  wie  (41.a)  iässt  sich  offenbar  aucli  die  Fonnei  (IIb 
behandeln;  so  dass  man  also  erhalt: 

Diese  Formeln  (45.a,b)   können  vereinfacht  werden  durch  Ein- 
führung der  Potentiale.  Es  sei  Uj^n  das  elektrostatische,  und  1\b  das 
elektrodynamische  Potential   der  beiden  Körper  A,  B  auf  einander; 
dann  ist: 
,..  .  Uab  =  -^t'üt»ic/.  , 

die  Summationen  ausgedehnt  über  alle  Theilchen  6*«  des  Körpei-s  .1, 
und  über  alle  Theilchen  ci  des  Körpers  B, 

Nach  unserer  Bezeichnungsweise  ist  ^  =  ^-  +  tt  ;  so  dass  ab 
das  Potential  l^n  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

,yi,u)         Iah  —  2^  ^^e^ei  -^^  \^-^-  +  j^j  , 
also  in  zwei  Theile  zerfällt: 

\^''Pj  ^  Ab   '  Ah   ^^    ^  AD    ' 

Desgleichen  kann  geschrieben  werden: 

.*'•/;         ^.iz/  —  >ß-i   --  ^^^-i  ^,-  (^ö-  +  s,,  +  ö"^^  +  ä-vj  ' 
wodurch  alsdann  vier  Theile  entstehen: 

i-y.o;  I  i//  —  Iah   t^  '  .u/   "■"  -•  .iz^    t^  ^  ah    • 

Die  Werthe  der  genanntim  Theile  sind  otfenbar  folgende: 

i  ^JJ    —  ZA   ^-  t'ot'i  -^    jj   ^  -'  j/^    —  -^^   -—  ^ü^^^i  ^  (\>  ' 

/17  /,      li^V  _  942  vv  .,  ,,   ^'  ^V  p^^'^^^  _  .2  42  vv  ,,  ,,  Iv-  .*V  , 

ii<^'^  _  .}  42  VV  ,,  .,   Iv-  ö'/'  l>(•^)  _  u2  42  vv  ,,  ,,   l!':  ^  . 

Durch  Einführung  dieser  Potentiale  nehnu»[i  nun  unsere  ForiuelD 
;t5.a,l);   folgende  Gestalt  an: 

(48.  H)         ((/n;„,.u.  =  [2  J«  ^'^«'  -  st;  (^'.'«  •*■  '*^*)]  «^^  ' 


I 
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er  einfacher  geschrieben  folgende: 

ir  vveileren  Vereinfachung   dieser  Formeln   könnte  man  den  schon 
ngcführten  Charakteristiken   (pg.  1 58) : 

)ch  die  folgenden  beigesellen: 

^dl^ö,,  ^^dl  =  A,. 

iif  den  rechten  Seiten  der  Formeln  (49.a,b)  sind  alsdann  drei  Di f- 
renlialo  enthalten,  nämlich  das  vollständige  Differential  d^  und  die 
iden  partiellen  Differentiale  d\i  und  Ao.  Der  Zuwachs  ()o  wird«o(fen- 
r  zu  defmiren  sein  als  derjenige,  welcher  eintreten  würde ^  falls 
m  s^mmtliche  (ordinären  und  elektrischen)  Bewegungen  sistiren 
)llte,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  ordinären  Bewegung  des  Kör- 
rs  A,  Ebenso  wird  A«  als  derjenige  Zuwachs  zu  deßniren  sein, 
ilcher  eintreten  würde ^  falls  man  sHmmtliche  (ordinären  und  elek- 
sclien)  Bewegungen  sistiren  wollte,  mit  alleiniger  Ausnahme  der 
A  stattfmdenden  elektrischen  Bewegungen.  Folglich  kann  d]^  be- 
iehnet  werden  als  der  i)artielle  Zuwachs  nach  der  räumlichen  Lage 
n  A^  und  A«  als  der  partiolle  Zuwachs  nach  dem  elektrischen  Zu- 
imle  von  A, 


§8. 

>  Vor  mein   der  mechanischen  und   calonschen   Energie  für  ein   System    von 

beliebig  vielen  Körpern, 

Es  sei  s^egeben  ein  System  von  beliebig  vielen  Körpern  A^  ß, 
,  D,  ....  Das  elektrostatische  und  elektrodynamische  Potential 
ieses  Systemes  auf  sich  selber  sei  bezeichnet  mit  U  und   P: 
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ferner^)  werde  gesetzt: 

(50./9)  P=  F^^  +  P^'^^ 

niftmlich : 

Alsdann  können  f^,  P,  P(-,),  P^*>  entsprechend  den  einzelnen  Körpern 
des  gegebenen  Systems  folgendermassen  zerlegt  werden: 


(50.  (Vi  '^       ~ 


p     1  p      -J-  p 

^         2   '  AÄ     ^^    ^AB 


^         T  ^AA    T^    ^Afi     -f    .    .    .    .    > 

Pl.'^)   1    P^'^)    _»       P^*>      ■. 

^        Y  ^AA     "t"    ^AB     -t-    ....    1 

WO  jeder  der  Ausdrücke   rechter  Hand  ^^^     Glieder  enthält,  falk 
(las  System  aus  rt  Körpern  besteht.**) 

Solches  vorangeschickt,  kehren  wir  zurück  zu  den  Formeln 
(49.a,b).  Bildet  man  diese  Formeln  nicht  nur  für  B  in  Bezug  auf 
A,  sondern  auch  für  A  in  Bezug  auf  B^  so  ergicbt  sich  durch  Ad- 
dition  der  einen  und  andern  sofort  [vrgl.  (47.a,/9, ..f)]: 

(51  .a)  (rfT/  +  dTi?:,,,,  =  2rf/>i'i  -  lm±I^ M  , 

(51 .  b)  [dOl  +  dO^  ei. ü,  =  idPf^  -  m^n^  dt . 

Hieraus  folgt,   falls  man  B  mit  A  identificirt,  also  die  Wirkung  von 
A  auf  sich  selber  betrachtet: 

::>2.a)  (^ITr,.,,^  =  r/Pl'J  -  i-  'JliM±l^  ,u  , 

(Ö2.I»)  W(>fv,.r,  =  dPfl  -  1  iß^-±Z^  M  . 


*)    In  Holrofr  <lor  Formeln    ('JO.  a)   vori^leiclio  man  die  Note  auf  pg.  10*. 
•*'i    So  wird   z.  B.   der  erste  dieser  Ausdrücke  n  Glieder  von  der  Form 

\Vaa  ,         ^^'BJt  y 

(HuI Glieder  von  der  Form 

enlliallen.  —  Dabei  repräsentirl  U^n  das  elektroslatiselie  Potential  von  i4  auf  Ä- 
ferner  I'aa  denj(»nigen  Ausdruck,  in  welchen  r^n  sich  verwandeil  durch  Idenlifi* 
cirun^  \on  B  mit  A  ]  so  <lass  also  \Uaa  das  Poleiilial  lU^s  Körpers  A  auf  sich  >^ 
her  \orslellt. 
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len  wir  nun  die  Formeln   (51.a,b)  der  Reihe  nach  (i\r  jedes  Paar 
1  Körpern,   und  die  Formeln   (52.a,b)   für  jeden  einzelnen  Körper, 
.gelangen    wir   durch  Addition  air  dieser  Formeln,  mit  Rücksicht 
50.  cJ)  zu  folgendem  Ergebniss: 

).a)  (dTU,„  =  2dP(')  -^i^rf<, 

)  ^//Tjei.ca  ^^^  (rf(?)ei.  us  diejenigen  Quanta  mechanischer  und  calo- 
cher  Energie  bezeichnen,  welche  in  dem  gegebenen  System  -4,  ß, 
J),  .  .  .  während  des  Zeitelementes  dt  hervorgebracht  w^erden 
rch  die  innern  Kräfte  eleklnschen  Ursprungs.  Die  Formeln  (53.a,b; 
nnen  offenbar  (vrgl.  pg.  138)   auch  so  geschrieben  werden: 

raus  aber  folgt  durch  Addition  und  mit  Rilcksichl  auf  (50.  r)): 

i^  dT+dQ^,^,  =  UP-d(iJ+P]  , 

=  d{P—U), 

nit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz : 

).)  Dasjenige   Quantum    mechanischer    und    calorischer    Energie^ 

welches  in  dem  betrachteten  System  von  Körpern  während  eines 
Zeitelementes  dt  durch  die  innern  Kräfte  elektrischen  Ur- 
sprungs hervorgebracht  wird,  ist  ein  vollständiges  Diffe- 
rential^ nämlich  =1  d  P — t" ) ,  wo  U  das  elektrostatische  und 
P  das  elektrodf/namische  Potential  des  Systemes  auf  sich  selber 
bezeichnet. 

§9. 

Fort  sei  zung.     Das  Energie-  und  Potential-Gesetz, 

Das  System  der  Körper  A,  ß,  C^  /), sei  in  beliebiger  Be- 
rgung begriffen,  während  gleichzeitig  im  Innern  eines  jeden  irgend 
Hebe  elekirische  Vorgänge  statiHnden;  dabei  sei  vorausgesetzt,  dass 
p  auf  das  System  von  Aussen  her  wirkenden  Kräftes  durchweg 
(Ihulrer  ;nicht    elektrischer)   Natur   sind,    und    ferner   vorausgesetzt. 
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dass  zwischen  den  ponderablen  Massen  des  Systemes  keine  Reibungen 
stattfinden. 

Die   lebendige  Kraft  T  des  Systemes   erfährt   alsdann    während 
der  Zeit  dt  einen  Zuwachs  rfT,  welcher  in  zwei  Theile  zerlegbar  ist: 

(57.)  dT=  ((/TUu.  +  (c/TU„., 

von  denen  der  erslere  den  äussern  und  innern  ordinären  Kräften, 
der  zweite  den  innern  elektrischen  Kräften  entspricht.  Andererseik 
wird  alsdann  die  während  der  Zeit  dt  im  System  erzeugte  Wärme 
dQ  (weil  Reibungen  zwischen  ponderablen  Massen  vermieden  seio 
sollen)  lediglich  auf  Rechnung  der  elektrischen  Kräfte  kommen;  so 
dass  man  also  schreiben  kann: 

(58.)  rfO=  (d(?)...ü.  • 

Das  durch  die  äussern  und  iimern  ordinären  Kräfte  hervorge- 
brachte  Quantum  mechanischer  Energie  (//Ty^rd.  uh  '^sst  sich  darslel- 
len  durch : 

(59.  S)  idTU.vs  =  dS-dU\ 

falls  man  nämlich  unter  dS  die  während  der  Zeit  dl  von  den  äussern 
Kräften  verrichtete  Arbeit,  andererseits  unter  (7*^  das  ordinäre  Polen- 
tial  des  Systemes  auf  sich  selber  versteht.  —  Ferner  orgiebt  sich  aus 
den  Formeln  ;5i.a,b) : 

(39.^/;  ((/rjeKüs  =  ^dP^'^  -  d{u+P) , 

(59.,-)  ((/(>)e.us  =  ^dP^'''  -  A  ((/+  P)  . 

Addirt   man    nun   die  Formeln   (57.),   (58.),    und   subslituirl 
Werthe   (59.^,?/,^),  so  folgt  solbrt: 

.'GO.)  dT  +  dQ  =  dS  —  dU'  +  ^dP  —  d  (U+  P)  , 

=  dS  —  d  U'+U—P)  ; 

andererseits  nimmt  die  Formel  (57.)  durch  Substitution  der  Werthe 
(59.^,?/i  die  Gestall  an: 

dT  =  dS  —  dU'  —  ()  U+  P)  +  2r/P<'>  , 

wofür,   weil  (/"   nur   von   den   ponderablen  Massen  abhängt,  mi 
(/f/"  =  ()!/"  ist,  auch  geschrieben  werden  kann : 

Gl .:  dT  =  dS  —  d  'V  +  U+P)  +  UP^'^  . 

Sind  die  elektrischen  Strömungen  im  Innern  der  einzelnen  Kör- 
[)er  überall  fil  eich  form  nj   imd  an  ihren  Oberflächen  überall  langefAm- 
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'schttindel  die  Function  P^^\  wie  spater*)  gezeigt  werden  soll. 
Kenntniss  einstweilen  anticipirt,  führen  die  Formeln  (60.)  und 
zu  folgendem  Resultat. 

Bewegt  sich  ein  System  von  Körpern  unter  rfei*  Einwirkung 
innerei*  und  äusserem*  Kräfte^  und  sind  die  erstem  theiis  ordi- 
nären theils  elektrischen^  die  letztem  aber  nur  ordinären  Ur- 
sprungs^ so  existiren  zweierlei  wohl  von  einander  zu  unter- 
scheidende Sätze  j  welche  beide  die  lebendige  Kraft  betreffen. 
Dieselben  können^  zur  bequemen  Untei'scheidung^  etwa  als  Enei- 
gie-  und  Potential-Gesetz  bezeichnet  werden^  und  sind^  falls  man 
das  ordinäre ,  elektrostatische  und  elektrodynamische  Potential 
des  Systems  auf  sich  selber  respective  mit  l/^,  U  und  P,  ferner 
die  lebendige  Kraft  des  Systemes  mit  T  bezeichnet^  folgefuler- 
massen  zu  formuliren. 

Das  Energiegesetz,  —   Für  jedes  Zeitelement  dt  ist: 
d  (T+  V'+  U—  P)  =  dS-  dQ  , 
wo  dS  die  während  der  Zeil  dt  von  den  äussern  Kräften  aus- 
geübte Arbeit^  und  dQ  die  während  dieser  Zeit   [durch  die  elek- 
trischen Vorgänge)  im  System  entwickelte  Wärme  vorstellt. 
Das  Potentialgesetz.*^)  —   Für  jedes  Zeitelement  dt  ist: 
dT-h  d{U'  +  U+P)  =  (/S, 
wo  dS  die  schon gefiannte  Bedeutung  hat^  während  unter  d[lß+  U+  P) 
derjenige  virtuelle  Zuwaclis  zu  verstehe)!  ist^  welchen  das  Poten- 
tial U^+U+P  während   der  Zeit  dt  annehmen  würde ^  falls 
die  elektrischen  Verhältnisse  im  Innern  eines  jeden  Körpers  wäh- 
rend dieser  Zeit  ungeändert  blieben. 
Zu    betonen   ist,    dass  das  Potentialgesetz  nur  dann  gilt,  wenn 
elektrischen  Bewegungen  im  Innern  der  einzelnen  Körper  gleich- 
g   und    an  ihren  Oberflüchen  tangential  sind.     Ist  nämlich  diese 
ussetzung   nicht   erfüllt,    so    muss  die  Formel   (63.)   durch   (61.) 
zt  werden,  wo  P^^^  eine  schwer  zu  defmirende  Function  vorstellt. 


•)  Vrgl.   die  Formeln   (4.  y)   auf  pg.  <76. 

*)  Der  Name  Potentialgesetz  bat  (vielleicht  mit  Recht)  Anstoss  erregt,  und 
nt  Missverständnisse  herbeigeführt  zu  haben  (vrgl.  §  4  des  folgd.  Abschnittes  . 
habe  demgemäss  später,  so  z.  B.  in  meinem  Werke:  Die  elektrischen  Kräfte 
»zig,  1873),  diesen  Namen  umgeändert  in  ponderomotorisches  Integrolgesetz. 
igens  ist  wohl  zu  beachten^  dass  P  in  den  Formeln  (Ci.)  und  (63.)  entgegenge- 
•  Vorzeichen  hat 

»^Midl.  d.  K.  8.  Gesellsch.  d.  Wisseusch.  XVIU.  \  ^ 
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Diese  beiden  Gesetze  (62.:  und  (63.)  habe  ich  bereits  in  der- 
selben Form  in  meiner  Abhandhmg  vom  Jahre  1871  Ber.  d.  Könlirf. 
Sachs.  Ges.  vom  October  1871,  pg.  408,  414  und  430;  |)uhlicirt. 
Wahrend  ich  aber  damals  das  Potentialgeselz  ohne  nähere  AngalK» 
seiner  Dediiction  und  auch  nur  für  (h^n  Fall  linearer  I^iter  milge- 
theill  habe,  habe  ich  gegenwärtig  dieses  Gesetz  ftlr  den  Fall  6WiV- 
higer  Körper  und  mit  Angabe  seiner  vollstilndigen  Herleitung  darge- 
legt. Das  elektrodynamische  Potential  P  ist  übrigens  in  jener  Abhand- 
lung von   1871   mit  V  bezeichnet  worden. 

Bemerkung,  —  Repartirt  man  in  (63.)  das  dT  auf  die  Kriifle 
ordinären,  elektrostatischen  und  elektrodynamischen  Ursprungs,  so  folgl. 

'/'^)eUt.  Ufl    =    ^^'l/  , 

/*^;eldy.  Ua   ^    Ol     , 

Die  letzte  von  diesen  Formeln  stimmt  genau  mit  derjenigen  überein, 
zu  welcher  ich  in  meinem  Werk:  Die  elekliischen  Kräfte  (Leipziij 
1873,  pg.  105  und  213)  von  ganz  andern  Grundlagen  aus  gelangt  bin. 

§  10. 
Das  pondoromoiovisrhi'  und  elektromotorische  Integmlgesetz  für  körperliche  Leiter. 

In  einem  homogenen  Körper  ist  die  mit  der  ponderablen  Masse 
unlöslich  verbundene  negative  ElektriciUit  ebenfalls  homogen  ausgt^ 
breitet. 

Der  Körper  wird  in  seinem  natitrUchen  Zustand  sich  befinden, 
nlimlich  mit  positivem  Fluidum  (d.  i.  mit  positiver  Elektricitüt)  gesül- 
ligt  sein,  sobald  die  Dichtigkeit  dieses  Fluidums  allenthalben  eben  so 
gross  ist,  wie  die  der  negativen  Elektricitüt.  Bezeichnet  man  also 
die  durch  die  Natur  des  Körpers  gegebene  unveränderliche  Dichtig- 
keit der  negativen  ElektricitUt  mit  —  /s,  so  wird  die  Dichtigkeit  des 
positiven   Fluidums   zur  Zeil   des  natilrUchen  Zustand6\s   =  -|-  ff  sein. 

Wir  wollen  uns  nun  in  diesem  §.  auf  solche  Bewegungen  l>e- 
.^chrrmkcMi,  bei  denen  das  positivi»  Fluidum  sich  wie  eine  inconipres- 
sible   Flüi^sii<keit  verhiilt,   niimlich  den   Bedingungen  entspriclit : 

hu      .      hv     ,      hir  ,v 

/J       \  Ol  ^y  ^i^  '9 

//  COS   N,^\    +  V  cos   iV,  r,   +  W  COsA",;^;   =   0  ,       (an  der  Oberilächel. 

\''  »/  .*.  ' 


f-.i«b  i  A'ikj 
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Hier  bedeutet  n,  r,  w  die  im  Punkte  f,  i»,  f  vorhandene  Strömung, 
und  N  die  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  errichtete  Normale;  da- 
bei ist  das  Axensystem  f ,  ts  f  mit  dem  Körper  fest  verbunden 
zu  denken.  —  Bewegungen,  welche  diesen  Bedingungen  (1.)  ent- 
sprechen, nennen  wir  im  Innei^n  (jleithförmuj  ^  und  iamjential  an  dei* 
Oberfläche. 

Das   elektrodynamische   Potential   ZAveier  Körper    A   und    R   auf 
einander 
(2.;  P  =  M'  vv;  ,^^,  ^_^^^ 

ist  im  Vorhergehenden  (pg.  1 68)   in  vier  Theile  zerlegt  w^orden : 

^■•V  =  2A-^  vv  .„e,  ^  Jf;  ,  wo  0  =  0,1  . 

Entsprechen  nun  die  in  A  und  B  vorhandenen  el(»ktrischen  Bewe- 
gungen den  Bedingungen  (i.),  so  sind  die  in  einem  Volumelement  ßv,, 
des  Körpers  A  vorhandenen  ElektricitUten  von  gkichem  Betrag,  also 
mit  dl  ?/o  zu  bezeichnen;  und  ebenso  die  in  einem  Volumelement 
öv,  des  Körpers  ß  anzudeuten  durch  +  tj^ .  Die  diesen  vier  Massen 
+  ^0  ^^^^  —  Vi  entsprechenden  Glieder  des  Potentials  P  (2.)  lauten 
[vrgl.  die  auf  pg.  157  und  pg.  166  gegebenen  Deflnitionen  von  r, 
t^  und  To,  T,,  «>„,  d,]: 

2A^  (-  ,,.)  :+  ,,)  (  0   H-  1^  +  ^7 , 
2>1»  ,+  r/V    -  »/,,  (s:^,  +    «    +  77J   ' 

2A^ ;-  /,«: :-  v.)  ( 0  +  0  +  5';y , 

und  gel)en  also  zusammengenommen: 

oder  falls  man  i^o  =  ^o  '^v«  und  ?/,  =  fe',  ßv,  setzt : 

4A-^/)v..ov, .  fe;  II-  £•  1^';- . 

Somit   folgt: 
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die  Snmmation   ausgedehnt  .  über  alle  flvo   des  Körpers  A  und  über 
alle  flvi  des  Körpers  B. 

Sind  ^0  9  ^'u9  So  die  Coordinaten  eines  in  A  vorliandenen  Fluuhiin- 
theilchens,  bezogen  auf  ein  mit  A  fest  verbundenes  Axensyslem. 
so  ist: 

^"0  b»o  —  '^^  Vdfü  d»o  "■"   öi'o   rf.Vo  "■"  d5,  d»J  ' 

folglich   (vrgl.  die  Formeln  (l.b)  pg.  152;: 

^"  5Fo  -  STo  *'«  "^  SITo  ^«  +  5s;  ^''«  ' 
wo  t/y,  Vo,  ti\,  die  Componenten  der  elektrischen  Strömung  bezeich- 
nen.    Desgleichen  wird: 

wp    by^  bw  u     btp  .     bw 

^' 5^  =  df  i  «•  +  5^  *"  +  5f  «•' i 
so  (lass  also  die  Formel  (4.«)  Tolgende  Gestalt  annimmt: 

(4./?)     P  =  4A?  22  jöv^flv.  (^^  «.  +  .  .  .)(|g  «.  +  .  .  .)j  . 

In  analoger  Weise  lassen  sich,  falls  die  Bedingungen  (1 .)  erfüllt  sind, 
die  PotentiaUAei/f?  P^^*\  etc.  berechnen;  man  findet  leicht: 

P<^*>  =  P(^«>  =  Null  , 

Endlich  findet  man  für  das  elektrostatische  Potential   f/=  SS!  >o^|(/; 
der  beiden  Körper  auf  einander  den  Werth: 

(}.d)  U  =  Null. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe   [K.u^ß^Y^ö)   nehmen  nun  di^ 
früher  gefundenen  Formeln   [pg.  169  (49.a,b)l: 

die  (einfachere  Gestalt  an: 

■i.b)  mUv.=  -xn  +  iiP. 

Wir  gelant!;en  somit  zu  folgenden  Sülzen: 

'G.ai  Das  ponderomotorische   Inlcyralgeseiz,    —     Sind  d^^ 

vleklrischen  Slrömuni/eu  in  zwri  Körpern  A  und  H  im  /wwt'^*^* 
überall  ifleichförmiy  und  an  den  über/läehen  überall  langeiüi^^ 
vid    bezeiehnel    P   das    elektrod\inamisehe    Potential    der  beii'  ^ 
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Köi*per  auf  einander^  so  wird  die  von  B  in  A  vermöge  der 
Kräfte  elektrischen  Ursprungs  während  eines  Zeitelemcntes  her- 
vorgebrachte lebendige  Kraft  {oder  mechanische  Energie) 
gleich  sein  dem  negativen  partiellen  Zuwachs  von  P^  gemmmen 
nach  der  räumlichen  Lage  von  A, 
b)  Das    elektromotorische    Integralgesetz,    —    Gleichzeitig 

wird   die   von  B  in  A  vermöge  der  elektrischen  Kräfte  eizeu4fte 
Wärme  [oder  calorische  Etiergie)  gleich  sein  dem  vollständigen 
Zuwaclis  von  P^  davon  in  Abzug  gebracht   der   nach  dem  elek- 
trischen Zustande  von  A  genommene  partielle  Zuwachs  von  P. 
Diese  Satze  (6.a,b),  welche  als  das  ponderomotorische  und  elek- 
mulonsche  hitegralgesetz  für   körperliche  Leitei*   bezeichnet    werden 
nneo,  sind  identisch  mit  denjenigen,  zu  welchen  ich  bereits  früher 
f  Grund  einer  ganz  andern  Theorie  hingeleitet  worden  bin.     Vrgl. 
3in  Werk:  Die  elektrischen  Kräfte  (Leipzig.  1873),  pg.  165,  176  und 
3;   ferner    meine  AbhandUmg:    Ueber   die  den  Kräften  elektrodyna- 
^chen  Ursprungs  zuzuschreibenden  Elemetitargesetze  (Abhandl.  d.  Kgl. 
^hs.  Ges.  d.  Wiss.  1873,  Bd.  X,  pg.  505). 

§  M. 

.s  ponderomotorische  und  elektromotorische  In tegr algesetz  für  lineare  Leiter. 

Denken  wir  uns  A  und  B  als  zwei  geschlossen^  lineare  Leiter, 
reduciren  sich  die  Bedingungen  [].)  darauf,  dass  in  jedem  der- 
ben die  Slromstürke  gleichförmig^  d.  i.  unabhängig  von  der  Bo- 
ilünge,  also  nur  eine  Function  der  Zeit  isL 

Bezeichnen  wir  die  Bogenlängen  mit  s^i  und  ^i,  und  setzen  wir 

>  7„  und  (/,  die  Querschnitte  bezeichnen;  so  geht  die  Formel  (4./^) 
►er  in: 

•0  i„  und  ii  die  elektrischen  Strömungen   (in  den  Richtungen  &'o  ^>"^ 

j   bezeichnen.     Setzen  wir  also: 

8.;  (jf<,i„  =  J„  ,         f/ii,  =  J,  , 

^vo  alsdann  J^  und  J^  die  sogenannten  Stromstärken  sind,  so  wird: 
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oder  weil,  nach    unserer  Voraussetzung,  «/„  und  «/,  von  den  Bogen- 
längen unabhängig  sein  sollen: 

Hiefür  aber  kann  geschrieben  werden: 

und  hieraus  folgt: 

dP=d{l,J,Q), 

\,P=  {dJ,)J,Q. 

Deiugemäsä  nehmen  die  Formdn  (3.a,b)   folgende  Gestall  an: 

(iO.a)  '//n)e,.ü,  =  -JA^Q, 

Um  die  letzte  dieser  beiden  Formeln  weiter  zu  behandeln,  bedarf  es 

gewisser  Nebenbetrachtungen,  die  wir  zunächst  Folgen  lasvsen. 

Unter  den  Componenten  einer  elektromotorischen  Kraft  hal}en  wir, 

wie  es  üblich  ist    pg.  161;,  diejenigen  Grössen  verst^jnden,  welche 

multiplicirt  mit  der  l.eitungstähigkeit  die  elektrischen  Slromungsconi- 

ponenten  geben.     Ist  also  k  die  LeitungsPdhigkeit  irgend  eines  he^f- 

bigen    homogenen  Körpers,    und    sind    w,    r,   w  die  in  irgend  eiüein 

Element  I)\  desselben   augenblicklich  vorhandenen  StrömungscoiDpo- 

nenten,   so    werden   die  (Komponenten  51^  'il^,  ?l^  der  augenblicklich 

in  U\    vorhandenen   elektromotorischen  Kraft  delinirt  sein  durch  die 

Formeln: 

u  =  k%  , 

(«.)  V  =  k%  , 

tv  =  k%  . 

Aus  diesen  folgt  durch  Multiplication  mit  /(,  r,  iv  und  Addition: 

{fi,]  i'  =  n'  +  v'  +  w'  =  k  ,u%  +  v'\  +  w%)  . 

Substituirl  man  diesen  Werth  von  i^  in  das  Joi//e'sche  Gesetz  (pg.  \'oK- 

[r-i  ^Q  =  -T-  ' 

so  folgt: 

;().;  dQ  =  : w5(,  +  vX  +  w'i\,^  U\  dt  , 

oder,    falls    man  die  Componenle  von  "Jl  nach  der  Richtung  /,  A.  i 
nach  der  Richtung  //,  v^  w  kurzweg  njit  ^JJ  bezeichnet: 
6.1  dQ  =  i^]J/>V(//  . 


\^-/ 
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ngen  wir  aber  diese  Formel  auf  einen  linearen  l-.eiter  in  Anvven- 
nj;,  indem  wir  [ähnlich    wie  in   (7.),   (8.)]  D\  =z  qUs  und  qi  =  J 
izen,  so  folgt  sofort: 
!  dQ  =  J^UsJl  . 

Dies  also  ist  diejenige  Wärmemenge,  welche  während  der  Zeit 

in  einem  Element  I)s   erzeugt   wird ,    falls  die  Stromstärke  =  «/, 

(I  die    in    der  Richtung    von  Da  wirkende  elektromolorische  Kraft 

^P  ist.     Mit  Bezug   auf  die    von    uns    beim  Ringe  A  eingeführten 

Zeichnungen  wird  die  Formol  so  zu  schreiben  sein : 

I.  ilQ,  =  J^%DsJi  . 

eiaus  ergiebl  sich  durch  Integration  für  die  im  (janzen  Ringe  er- 
iigle  Wärmemenge  dQj^  der  Werth: 

lese  Wärmeujenge  e/()j  kann,  weil  ihr  analytischer  Ausdruck  in  Be- 

ig  auf  die  Kräfte  %^  linear  ist,  in  n  Theile  zerlegt  werden,  falls  jene 

rälle   in   n  Kategorieen   zerfallen.     Will    man  also  speciell  diejenige 

ärmemeugc 

dQ",     oder     ((/(>^)e,.ü„ 

»bt^n.  welche  durch  Einwirkung  des  Hinfies  B  hervorgebracht  wird, 
»  hat  man  statt  der  Kräfte  %  diejenigen  Theile  dieser  Kräfte  zu 
ihinen,  welche  von  Ü  herrühren,  und  etwa  mit  ^S  ^u  bezeichnen 
ad.     Man  erhält  also: 

Mit  Rücksicht   hierauf  können   die  Formeln   (lü.a,b)    so  darge- 
'llt  werden: 

er  mit  Rucksichl  auf  (9.)  auch  so: 

^i.a;  (dTf;.,,,  =  -()„/>, 

5.1)  !l^Süs„]dl  =  d(£). 

Ulli  gelangen  wir  zu  folgenden  Sätzen : 

f). a;  Üas  ponderomotorische  Inleyralyenetz.  —  Befinden 
sieh  zwei  gleiehförmitje  elektrische  Slromrim/e  A  und  B  in  iryend 
welchen  Beweijumjen,   belinden  sich  ferner  die  in  ihnen  vorhan- 
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Jenen  Stromtiartem  J,  mmd  /,     umbeiekadet  der  Gleichförmigkeit 
im   irgend   meUhen   Ztutändem   der  Verämderuiuf .    und  bezeichae 
man   mit  P  da»   elektrodynatn»che  Pbtential    der    beiden  Ringt 
auf  einander,   m   wird  für  jede*  Zeilelememt  die  ron  B  auf  A 
awtgeüble  ponderomobmtcke  Arbeit   dargestellt    sein    durch  den 
negatiren  pt^iellem  Zuieach»  eon  /»,  gemommem  nach  der  räum- 
lichen Lage  ton  A. 
|6.b         Öa»  elektromotorische  Integralgesetz.  —   />,«  ♦>„,„„„ 
der  rom  Ringe  B  im  Ringe  A  röhrend  eines  Zeitelemenles  her- 
rorgebrachten  elektnmotorisihen  Kräfte  ist  identisch  mit  dem  voll- 
»tnndigen  Zuwachs  von  -j-  . 

Diese  beiden  Gesetze  sind  identbich  mit  den  von  uieinenj  Val« 
aiifgefiindeneo.  Man  vrgl.  mein  Werk :  Die  elektrischen  Kräfte  ,  Leipzi«. 
1873.  pg.  i9— 67  und  pg.  10*— 108  . 

Die  Formeln  der  mechntusrhen  und  mhnsrhen  Energie  für  Theile  der 

heimrhieien  Körper. 

Ganz  ähnliche  Belrachlungeo  wie  in  §  7  pg.  165)  köDoen  auch 
dann  angeslelll  werden,  wenn  A  und  B  nichl  ganze  Körper,  son- 
dern  Theile  von  solchen  sind. 

Es  seien  v„  und  v,  zwei  in  den  ponderablen  Massen  verschie- 
dener Körper  oder  auch  desselben  Köqiers  willkübrlich  abgegrenzle 
Volumina  von  beliebiger  Grösse.  Der  malerielle  Inhalt  dieser  Volu- 
mina in  einem  heHlinimlen  Zeilatujenblick  i  oder  Svas  dasselbe)  zu 
Anfarnj'     des  Zeilelemenles  di  mm  liezeichnel  respective  mit  A  undA 

Auf"  diese  Massi*n  A  und  B  wollen  wir  nun  genau  dieselben 
Bezeichnungen  anwenden,  wie  früher  auf  die  betreffenden  ganm 
Korper.  So  z.  B.  lH;nenn(*n  wir  das  elektrostatische  und  elektrody- 
namische Potential  von  A  auf  U  mit  i^g  und  Z'^^,  oder  kürzer  mit 
//  und  P.  Auch  z(»rlegen  wir  wiederum  /Mn  zwei,  resp.  vier  Theile. 
Also : 


*)  Kill  s()l(li(;r  Hinweis  auf  ciikmi  hostiiniiiteii  Zeituugenblick  ist  erforderlich, 
weil  der  inatericilie  Inhalt  jener  Voliiiiiiiiii,  ohwolil  constant  in  Bezug  auf  die  pon- 
(lerahle  Masse  und  in  Heziif^  auf  «lie  nej^alive  Klekiriciläl,  doch  ein  wechselnder  L<i 
liinsiclillich  der  positiven   HIektricität. 
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P  =  SS  Ke,«r]  =  U'.  SS  [e,e,  ($)']  , 

/»(V  =  2.1?  SS  [«„e,  ^^  ^]  , 

/X*.)  =  2^?  SS  [e,e,  «J  |^]  ; 

^  WO  jjf  =  0,1    ist. 

Bei  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  gelangen  wir,  indem  wir 
ritt  für  Schritt  denselben  Weg  einschlagen  wie  damals,  zu  den- 
en Formeln  wie  dort   (pg.  i  69) : 

')  (dTiO„.„.  =  2dP<^^  -  d,(U-hP); 

aus  folgt: 

i)  {dT^  +  dUU,,  =  2dF'>  _  <y(f7  +  P)  , 

))  (rf(?f  +  dQ'.U „.  =  2(/P'*>  -MU-t-  P)  ; 

hieraus  endlich  folgt  durch  Addition: 

!ßT!  +  dTi  +  dQl  +  rfOi),,  „.  =  </  (/'  -  V)  . 

Bei  diesen  Formeln  (5.),   (6.),  (7.)   ist  wohl  zu  beachten,   dass 

Potentiale  U  und  P  nicht  schlechtweg  auf  die  Volumina  v«,  v, , 

dern    vielmehr   auf  gewisse  Massen  A,  B  sich  beziehen,  welche 

zu  Anfang  der  Zeit  (//  innerhalb  jener  Volumina  sich  befinden, 
ht  aber  zu  Ende  derselben.  Demgemäss  würde  es  z.  B.  zur  Be- 
hnung  von  dP  [in  Formel  (7.)]  nicht  erlaubt  sein,  zuerst  P  für  die 
;ebenen  Volumina  Vo,  Vi  zu  berechnen,  und  den  so  erhaltenen 
sdruck  zu  differenziren.     Mit  einem  Wort: 

Die  Potentiale  U  und  P,  desgleichen  auch  die  PotetUiall  heile 
\  etc.  sind  bei  der  Differentiation  wie  bestimmte  Integrale  zu  behan- 
1,  bei  denen  nicht  nur  die  Ausdrücke  unter  den  Integralzeichen^  son- 
n  auch  die  Grenzen  variabel  sind. 

um  den  Werth  des  Differentials  dP  näher  zu  bestimmen,  wollen 

zunächst  auf  einen  speciellen  Fall  uns  beschränken,  nämlich  an- 
man,  die  in  v^  enthaltene  positive  Elektricität  bewege  sich  wäh- 
I  der  Zeit  dt  an  der  Oberfläche  von  v^  überall  von  Innen  nach 
fen;    so   dass    also  die  zu  Anfang  der  Zeit  dt     innerhalb  v^  ent- 
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haltene  |Ki>iti\f*  Elektrizität  zu  Emle  dieser  Zeil  ein  Voiiifiien  \\^  er- 
füllt. cle>,sen  OI>erflüche  iliejeiiige  von  v^  um^chliessl.  Diej^e  Annahme 
.soll  .sieh  auf  A  wie  auf  li  l)ezielien;  denn  e>  2>leht  g  für  OJ. 
Das  zu  lierechnende  dP  kann  dargestellt  weitlen  durch 

8.  dp  =  P  —  P'  . 

WO  /^  und  P"  die  Werthe  des  Potenliales  i,j  zu  Anfang  und  za 
Knde  der  Zeil  Ji  vorstellen.  Bezeichnen  wir  nun  jedes  elektrische 
Theilchen.  jenachdeni  es  augenliiicklich  innerhalb  v^  oder  innerhalb 
des  schalenförnüffen  Raumes  w^  —  v^  sich  beKndet/mit  /^^  oder  f,, 
.so  tiestehl  P'  aus  lauter  Gliedern  \on  der  Form: 

hingegen  P"  aus  Gliedern  der  \erschiedenen  Formen: 

Da  die  negative  Elektricität  mit  der  ponderablen  Masse  unlöslich  ve^ 
bunden  ist,  so  bestehen  die  &^  nur  aus  positiver  Elektricitlit,  während  | 
die  f^g  theils  positiv  theils  negativ  sind. 

Durch  Subtraction    \on    9.     und     10.^    erhült    man    für   das  zo 
berechnende  dP  oder  P' —  P'  Glieder  von  der  Form: 

(•  I V  ^1  //o  Vi;  ^        /o  '/i^  •»        *i  ^o!  ^       '/"  *i)  - 

wo  unter  </(//u'nJ  t'i^  Dilferenz  zweier  Ausdrücke  von  der  Form  (/,„^i) 
zu  \ erstehen  ist,  beide  bezogen  auf  dieselben  unendlich  kleinen  Vo- 
lumelenientc  /A„,  D\^.  —  Den  Gliedern  (II.;  entsprechend  zerfälÄ 
dP  in  vier  Theile: 

(12.)  dP=  d[P    +  (/%//!    +  7*^1  W   +  (^^ü*r  , 

wo  alsdann  der  erste  Theil  e/  P '  als  dasjenige  Ditferential  zu  bejceicb- 
nen  ist,  w(»lches  auf  die  gegebenen  Volumina  v«,  v,  sich  bezieht,  während 
(las  dP  selber  nicht  auf  diese,  sondern  auf  die  gegebenen  Mas^*n  i 
D  sidi  bezieht.     Selbstverständlich    reprUsentirt  {PfoV\)  ^*"^  Summe 
von  Gliedern,  jedes  von  der  Form    *ü'/iN  ^^t-   einfacher  ausgedrückt) 
das  Potential  /^    Ix^zogen    auf   alle  Theilchcn    f„   einerseits   und  alle 
Theilclum  /y,  andererseits.    Aehnliches  gilt  von    P^iffo)  und    /^^i- 
Leicht   erkennt    man,    dass  die  drei  ersten  Theile  in  [ii.)  t« 
der  Ordnung   (//,    der    letzte  Theil    hingegen    von    der  Ordnung  [ä\^\ 
ist.      Hieraus  folgt: 
I3.i  dP=  dj'    +    i^n/.V    +    I 


i 


[i       -I-    /  ^)'^i,    "t-    '/  ^i'/oy 
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Nachträglich  übersieht  raaa  nun,  dass  die  Formel  (12.)  oder  (13.) 

dien   Fallen   iinwendbar    ist,    einerlei   ob   die  überHUche    von   \v„ 

enige  von  v^  umschliessl,  oder  schneidet,  oder  innerhalb  dersel- 

liegt.    Bezeichnet  man  nämlich  die  während  der  Zeit  dl  die  über- 

he    von    v^    passirenden  Theilchen    mit  f^,  so  werden  die  aus  v^ 

tretenden   t^   genau   ebenso   wie  früher  zu  behandeln  sein,  die  in 

nntretenden  *^  aber  in  entgegengesetzter  Weise.    Mit  andern  Worten: 

Die   Formel  (13.)   isl  allgemein  (jülluj^   falls  man  unter  tg 

alle  während  der  Zeit  dl  durch  die  Oberiläche  von  v^  y^yunge- 

J'.:     nen  Elektricilätslheilchen   versteht^  jedes  multiplicirl  mit  (+1) 

oder   ( —  1;,  jenachdem   dasselbe   aus  Xy  ausgeschieden^  oder 

in  \y  eingetreten  ist. 

Das  Ditferential  dP  zerfällt  in  vier  partielle  Diflerenliale  f)„/^  ()\I\ 

,P,  A, P.   -Für  diese  findet  man,  von  der  Formel   (13.)   ausgehend, 

fort  die  Werthe: 

d,P  =  d,^P]  , 
d,P=  rf,[/>;, 
^,P  =  \[P]  +    P.o^,;  , 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  offenbar  für  U  und  auch  für  die 
(3.     und     4.)  genannten  Theile  von  P. 

Demgemäss  können  z.  B.  die  Formeln  ^^5.  a,  b;  und  (7.},  falls 
n  ebenso  wie  in  (12.),  (13.),  (14.)  die  auf  die  gegebenen  Volu- 
IM  bezüglichen  Differentiale  durch  eckige  Klammern  kenntlich  macht, 
gendermassen  dargestellt  werden: 

jser  lelzte  Ausdruck  ist  also,  wie  aus  :7.;  folgt,  ein  vollständiges 
Terential  in  Bezug  auf  die  Massen,  hingegen,  wie  aus  (1 6.)  ersicht- 
ii,  kein  vollständiges  Differential  in  Bezug  auf  die  Volumina. 
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20.) 


§  13. 

Fortsetzung,     Anwendung  auf  den  Fcdl  gleichförmiger  Strömungen. 

Wir  besciiränkcn  uns  auf  den  Fall,  dass  die  betrachleien  elek- 
Irischen  Strömungen  gleichförmig  sind,  nämlich  der  Bedingung 

da     .     dv     .     dw 


Je 


(17.)  5i  +  y^  +  -  =  o 

entsprechen  (vrgl.  pg.  174). 

Sind  nun  nach  wie  vor  Vo  und  v,  beliebig  gcget)ene  Voiuiuini 
im  Innern  der  betrachteten  Körper,  und  A  und  B  diejenigen  Mate- 
rien, welche  zu  Anfang  der  Zeit  dt  innerhalb  dieser  Volumina  eolr 
halten  sind,  und  bezeichnet  man  endlich  mit  V  und  P  die  Potentiale 
zwischen  A  und  B  zu  Anfang  der  Zeit  (//,  so  wird  [vrgl.  (4.  «,/*,/,<*;, 

pg.  175]': 

(/      =Null, 


18. 


P      =  4A'^  vv  j  i^jj)^^  ^j^  j)^^  H„H, 


s   » 


dabei  stehen  H«,  H^  zur  Abkürzung  für  ^y  ,  ^^ 


Selbstverslündlicli 
bezeichnen  A'«,  E^  die  Dichtigkeiten  des  positiven  Fluidums,  ato 
Dichtigkeiten,  welche  im  gegenwärtigen  Fall,  in  Folge  der  Voraus- 
setzung (7.),  conslani  bleiben. 

Schreibt  man   zur  Abkürzung  nicht  nur  H,  H(,,  H,  für  jj.  ^^y 

^^^  ,  sondern  ebenso  auch  T,  T«,  Ti  für  -^ ,  j-- ,  ^  ,  so  erhält  luai 

ferner  für  die  in  (I3.a,b),  IG.)  auftretenden  Grössen  (l\i^,),  (/V/ilij 
etc.  etc.  —  immer  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzung  17.)  — nadil 
leichter  Rechnung  folgende  Werthe: 

((/.„/;,)  =  Null  , 

(i/f,/y„)    =   Null, 

(J\il,)  =  4A^N:vj.,/f,l>v,UH?  +  H,H, 
(/>,,,,,)  =  iA^  ^v  },,  HJh,,i  Hl  +  H,H, 

und  ferner  folgende: 


19. 


H.T)j, 
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[jeberall  haben  hier  «o?  «i  die  früher,  in  (13'.)  angegebene  Be- 
ig,  also  die  Werlhe: 

j^  irgend  ein  Oberflächenelement  des  Volumens  v^,  und  «^,/?p, 
Richtungscosinus  der  auf  Dwg  errichteten  äussern  Normale  vor- 
;  wahrend  m^,  t;^,  Wg  die  Componenten  der  durch  Dwg  gehen- 
ektrischen  Strömung  bezeichnen.  Die  Summationen  SS  in  (19.), 
sind  also  hinerstreckt  über  die  Dto^  und  Dvj,  respective  über 
öi  und  flvo.  Mit  andern  Worten:  Sie  sind  hinerstreckt  über 
verflache  des  einen  und  den  Inhalt  des  andern  Volumens. 

►urch   Substitution    der  Werthe  (18.),  (19.),  (20.)    in   die   For- 
15. a, b)  und   (16.)   folgt  sofort: 

+  U^2SJ6,J?o/>Vo«oTol 

::rfOf)e,.üs  =  d\P]  -  Ao[P]  +4A^SS  j.o^ißv,(-ie?-ej)| 

•  +u2ss{6,Eo/>vo(e+T)eoj, 

(dT.^  +   rfTi   +   dOf  +   dO^)e,..= 

=  d[P]  +  u^ss  {foi5:,/)vi(|e?  +  6,60  +  ej)| 

+  iA'^SS  i.,£„Dvo(ift2  +  SoB,  +  00 T)} , 

50  überall  unter  e^^  e^  die  Ausdrücke  (21.)  zu  verstehen  sind. 

ergleicht  man  die  beiden  Formeln  (22.  a,b)  mit  denjenigen, 
;  ich  früher,  in  meinem  Werke:  Die  elektrischen  Kräfte^  von 
Indern  Grundlagen  aus  entwickelt  habe,  so  findet  man  volle 
Einstimmung  bei  der  ersten  Formel,  hingegen  Verschiedenheit 
r  zweiten.*) 

Um    eine    solche  Vergleiehung    zu    ermöglichen ,  sind  jene  Formeln   [Elek- 

Gräfte,  pg.  tn,   Form.  (33.  a),    (34.  a)   und   (35.)]  ebenfalls    auf  den  hier 

eleu  Fall  gleichßrmiger  Strome,  d.  i.  auf  die  Voraussetzung   (t7.)   zu  be- 

Alsdann  aber  nehmen  jene  Formeln,   bei  Anwendung  der  hier  gebrauch- 

?ichnungen,   folgende  Gestalt  an  : 

[dT^Uj.  u.  =  -  <Jo  [P]  +  4^*  22  {«0  E,  Dv,  ejo} 

-I- 4^22:2  {«,^Dvoe«To}, 

(d(>"),WT.  ü.  =  rf[P]  -  Ao  [P]  -iA^ll  {«0  J?,/>v,  e,T}  , 
:    <les  Index  :   eldy.  Vi,   ebenso  gut  aucli  der  Index :   «/.  (/.v  gesetzt  werden 
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§  u. 

Fortsetziwg.     Anirendung  auf  lineare  Leiter  und   Ableitung   des  Ampere* sehen 

Gesetzes, 

Zur  Voraussetzung  der  Gleichförmigkeil  (17.)  mag  noch  ih'e  hin- 
zugefügt werden,  dass  (he  betrachteten  Körper  Hnear,  also  drahlför- 
mig  sind.  Nimmt  man  fur  die  Volumina  v«  und  Vt  zwei  Segiuenli» 
dieser  ürllhte,  setzt  mau  also: 

WO  ^„,  q^  die  Querschnitte  der  Drähte,  und  s'o?  *0  9  ^\^  «^i'  die  jene 
Segmente  bestimmenden  Bogenlängen  bezeichnen  sollen,  so  kann  die 
Formel   (22.  a)  weiter  entwickeit  werden. 

Um  zunächst  die  in  jener  Formel  in  der  ersten  Zeile  auftretende 
über  ^0  o6ev  (was  dasselbe)  über  Dwo  ausgedehnte  Summe: 

8  =  )L  Jeoß.ßv.e.Toj  =  S  j(«o«„  +  . .)  Dc.o^./>v,  g  ^j  dt 

dem  gegenwärtigen  Falle  anzupassen,  mag  die  Strömung  !/„,  t'o,  «'« 
mit  «0  9  "LD^J  diö  iiuf  Dwo  errichtete  äussere  Normale  «o,  /?„,  y,»  i»'^  ^o 
bezeichnet  werden.     Dann  wird: 

8  =  s  j;o€os(;o,  n)öo;o .  ^,/)v,  ^  ^^  Ijl  ^// . 

Nun  ist  E,  1^  =  1,  (pg.  152),  falls  nämUch  i,  die  in  D\,  vorhandene 
Strömung  vorstellt.     Somit  folgt: 

.8  =  :£  |to  eos(io,  I/o)  Dolo  .  r,^v,  jj  j-^^J  f/(  . 

Diese  Summe  aber  reducirt  sich  auf  diejenigen  beiden  QuersclmiH<* 
^0,  von  denen  das  Segment  Vo  begrenzt  wird;  denn  für  alle  übrige" 
überdächenelemente  ötoo  ist  der  Winkel   (/'o,  n)  =  90^    Somit  folg^ 

wo  durch  die  beigefügten  Accente  die  Differenz  derjenigen  Werin^ 
angedeutet  ist,  welche  der  eingeklammerte  Ausdruck  annimmt  f^^**  *• 
und  .Vo-     Nun  ist  im  gegenwärtigen  Fall   DV|  =  g,Z)5, ,  mithin: 

wo  Jo9  •'i  ^'J*^  sogenannten  Stromstärken  sind.     Somit  folgt: 


Harf;  denn  Kräfte  eist.  Tä.   sind  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung   '  t '7 - 
vorhanden. 


'\    WC 
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« + JA  [/>«,  ^:  -tfj:  dt . 

il  Rücksicht  hierauf  nimmt  jene  Formel  (22.  a),  falls  man  die  in 
er  zweiten  Zeile  enthaltene  über  f,  oder  flco,  ausgedehnte  Summe 
analoger  Weise  behandelt,  folgende  Gestalt  an : 

>  die  Accente  der  obern  Zeile  auf  s[^  ««,  die  der  untern  Zeile  auf 
ü"  Bezug  haben.     Demgemllss  kann  die  Formel  auch  so  geschrio- 
n  werden: 
5.      (drf)o..u.  =  -  ä„[P]  +  4AVoJ,  11  \Ds,Ds,  ^^(^  Qj  dl 

+  iA^JAll\Ds.Ds,  10^/^)1  dl, 

hrend  gleichzeitig  das  in  der  Formel  enthaltene  elektrodynamische 
ential  P  nach   (18)  darstellbar  ist  durch: 

25.;  wie  in   (26.)  ist  die  Suinmation  ü  ausgedehnt  über  siimml- 
le  Bogenelemente  Ds^,  Dsy  der  gegebenen  Segmente. 

Substituirt  man  den  Werth  (26.)  in   (25.),  so  folgt: 

•)  {dT!),i  ü,  = 

?r  was  dasselbe  ist: 

<•)  (rfyjf)...c.  =  iA'JJ.  .  22  Ds„  1)s,  J2  ä^  g^j  rff . 

Die  belrachlelen  Segmente  können  beliebig  lang  sein.  Nimnü 
n  dieselben  unendlich  klein,  das  eine  =  /).9o,  das  andere  =  /Iv, , 
reducirt  sich  die  Formel   (28.)   auf: 

)..  dnu  V,  =  ^A^'JA  iK  n», ;  2  l:ii  g^^  dl ; 

•für,  weil  ^  dl  =  ~  ^  dl  =  -^  f)\^r  ist,  auch  geschriel)en  wer- 
1  kann: 


I. 


r/n;.,,.  =  (8.i^/,J. /).,/).,  f  ^^d\^r  . 


s  also  ist  diejenige  ponderomotorische  Arbeit,  welche  das  Strom- 

iient  JxDsx  während  der  Zeit  dl  auf  das  Stromelement  JqDsq  ausübt. 

Bezeichnet    man    nun    aber   die  zwischen  den  beiden  Stromele- 
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meiUen  stattfindende  ponderoniotorische  Kraft,  repulsiv  gerecbnel,  mit 
JR,  so  kann  die  eben  genannte  ponderoraotorische  Arbeit  bekannllici 
ausgedrückt  werden  durch: 

(31.)  {dT!U.„,  =  ^d,r. 

Aus  (30.)  und   (31.)  folgt  sofort: 

(32.)        .  JW  =  8^^  $g|^_JoZ)«. /./>,,; 

und  dies  ist  das  Ampere'sche  Gesetz  (vrgl.  pg.  122,  123). 


§  15. 

Nachträgliche  Bemerkungen. 

Die  Formeln  (49.a,b)  pg.  169,  welche  den  Angelpunkt  der  gan- 
zen weiteren  Betrachtung  bildeten,  können,  falls  man  bei  d^n  Poten- 
tialen die  Indices  A,  B  der  Bequemlichkeit  willen  unterdrückt,  ^ 
dargestellt  werden: 

(1 .  a)  ((/Tf ),,  „.  =  2  dP".>  -  ^-^  dt , 

(1 .  b)  [dQlU  ,.  =  2  dP<*.>  -  ^i^  dl . 

Daselbst  hat  das  elektrodynamische  Potential  P  den  Werth  [Form.  (46), 
pg.  1 681 : 

(2.)  P  =  2A^  22  e«e.  (^y  , 

wofür  geschrieben  werden  kann: 

(3.)      P  =  2A^  22  «„..  (^^  r;  +  ^^  r\  +  |f,  *i  +  ^  ^?f  , 

WO  die  Accente  Differentiationen  nach  i  andeuten  sollen.  Selbstver- 
ständlich sind  im  gegenwärtigen  Fall  die  mit  den  Accenten  versebe- 
nen Glossen  sümmtlich  =  1 ;  denn  es  ist  ja  z.  B.  To  gleich  /,  nämlicb 
unter  gewissen  Umstlindcn  in  Stellvertretung  von  t  gebraucht.  Dilfe- 
renzirl   man  die  Formel   (3.)   partiell  nach  r«,  so  folgt: 

^,  =  i^'  SS  <•„.,  (1^^ ,;,  +  .  ^ .)  I;. , 

wofür  einfacher  geschrieben  werden  kann : 

^,  =  4yt?  22  e„ei  ^  <r^  ;    ebenso  wird : 

5  V  =  *^  ^^  ''^'  "^  5^0  • 


bP 


Ueber  das  Weber'sche  Gesetz.  1 89 

ieraus    aber    erkennt   man,   dass   die   mit   P^^•^   P^*»^   bezeichneten 
rossen  [Form.  (47.6),  pg.  168]  sich  so  ausdrücken  lassen: 

^  '^     —  d  V  • 

'nigemüss  nehmen  die  Formeln  (1.a,b)  folgende  Gestalt  an: 

dass  man  also  die  Ausdrücke  rechts  als  die  negativen  Yariaiions- 
efficienlen  von  P+U  nach  To  und  t%  bezeichnen  könnte. 

Es  mag  mir  beilüufig  noch  gestattet  sein,  zu  bemerken,  dass  die 
m  mir  eingeführte  Methode,  die  Zeit  je  nach  ihrem  Vorkommen 
it  verschiedenen  Buchstaben  zu  bezeichnen,  vielleicht  auch  in  der 
■^wohnlichen  Mechanik  von  Nutzen  sein  könnte. 

Es  seien 

dfi   """  ^  dx  ^     öx 


le  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines  Systems  von  w  Punk- 
m,  wo  X  als  Collectivbezeichnung  für  die  Coordinaten  sümmtlicher 
unkte  dienen  soll.  Ferner  seien  ^f, ,  ^2»  •  •  •  ^^'^  ^^  Stelle  der  x 
inzuführenden  independenten  Variablen.  Dann  werden  q\^  q^^  -  -  - 
»bekannte  Functionen  der  Zeit  sein: 

q^  =  F{1)  ,  q2  =  G[l)  ,  ,  .  ,  ,  ; 

nd  es  mag  nun  die  Zeit,  im  Allgemeinen  mit  /  bezeichnet,  spezieller 
lil  r,  benannt  werden,  sofern  sie  in  q^  enthalten  ist,  mit  T2 ,  sofern 
le  in  q^  vorkommt,  u.  s.  w.     Also: 

9i  =  ^W  5  q-i  =  G(r2)  , 

^ultiplicirt  man  die  Gleichungen  (a.)  mit  den  ^ 
»fort : 

ofilr  geschrieben  werden  kann: 

d  ^  r      dx    bx\  \- ^      dx     b'^x\  bV 

;  di-{!''Ti  öi-j-^[!''di  düTj  =  -57,  • 

Ist  nun   T  die  lebendige  Kraft  des  Systems : 

Abband I.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  WiRRonsch.  XVUI.  1  3 


^ultiplicirt  man  die  Gleichungen  (a.)  mit  den  j^,   und  addirt,  so  folgt 
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^   =  ^  T  U;   =  ^  T  Vor.  ^1    +  Jrl  ^'^  +   •    •   V    ' 

WO   die  Accente  DiHerontiationen   nach  /  bezeichnen ,  so  erhüll  um 
sofort : 

bT  V        dx     b'^x 

:=  1  m  -TT 


ÖTi '  "*  dt    blbri  ' 

bT  s}        /bx     0     ,      bx     ,      ,         \   bx  v        dx    bx 

so  dass  also  die  Formel   (y.)  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


,A^  ^  .^  =  ^^JlZl 


Hiemil  aber  sind  wir  von  den  Lfljfrawgfe'schen  DiiTerenlialgleiciiuni^n 
erster  Form  {(t.)  zu  denen  zweitei'  Form  (d.)  gelangt. 


Vierter  Abschnitt. 

Ueber  diejemgen  Untersuchungen  undBemerkungen 
von  Helmholtz,  welche  mit  dem  Inhalt  gegenwärti- 
ger Abhandlung  zusammenhängen. 

§<. 

Der  llelmhoUz'sche  Einwand  lA.)  gegen  das  Weber  sehe  Gesetz, 

Derselbe  l)esteht  (Borchardt's  Journal,  Bd.  72,  pg.  61  und  Bd.  75, 
pg.  38)  in  der  Behauptung,  dass  das  Wv'fr^r'schc  Gesetz  oder  viel- 
mehr die  aus  diesem  Gesetz  entspringenden  /TiVr/////)^ 'sehen  Differen- 
tialgleichungen zu  einer  labilen  Gleichgewichtslage  der  elektrischen 
Materie,  respective  zu  einer  Bewegung  dieser  Materie  hinfuhren,  de- 
ren Geschwindigkeit  mit  der  Zeit  ins  Unendliche  wUchst. 

Mit  Bücksicht  hierauf  ist  von  mir    Ber.  d.  Kgl.  SJIchs.  Ges.  Oclob. 
1871,  pg.  477)    geltend   gemacht   worden,    dass  die  Kirchhoff'sc\n 
Differentialgleichungen,  ausser  auf  dem  WVfrer'schen  Gesetz,  noch  auf 
mancherlei   andern   acc^essorischen  Voraussetzungen   beruhen   (welche 
mit    hinrcMchender  SchUrfe    zu    fornuiliren    vielleicht  nicht  ganz  loichl 
sein    w(M(l(»  ,    und   dass  also  das  Weber i>v\\e  Gesetz  durch  ein  geraten 
jene    Dill'erentialgleichungen    goUusserles    Bedenken    nicht    erschüttert 
werden  könne. 
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Dass  diese  meine  Bemerkung  auf  solider  Basis  ruht,  wird  nach 
n  Expositionen  der  gegenwärtigen  Abhandlung  (pg.  128 — 149)  nicht 
jhr  zu  bezweifeln  sein,  trotz  der  entgegenstehenden  Aeusserungen 
s  Herrn  UelmhoUz  (Borchardt's  Journal,  Bd.  75,  pg.  55). 

§  2. 

Der  HelmhoUzsche  Eirucand  (B.)  gegen  das  Weber'sche  Gesetz, 

Derselbe  besteht  (Borchardt's  Journal,  Bd.  72,  pg.  63  und  Bd.  75, 
.  38)  darin,  dass  das  Wis^^^'sche  Gesetz  zu  physikalisch  unzulässi- 
n  Folgerungen  hinleitet,  sobald  man  dasselbe  in  Anwendung  bringt 
f  einen  elektrischen  Massenpunkt,  der  entweder  von  einem  andern 
Ichen  Punkt  oder  von  einer  elektrischen  Kugelfläche  sollicitirt  wird. 

Ich  habe  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  (vrgl.  pg.  99)  dargelegt, 
ßs  dieser  Einwand  sehr  wohl  eine  ernstliche  Bedeulung  haben  könne; 
ISS  man  aber,  darüber  mit  voller  Bestinuntheit  zu  urtheilen,  einst- 
eilen noch  nicht  im  Staude  sei. 

§3. 

?6cr  einen  von  Herrn  Helmholtz  dem  Verfasser  zur  Last  gelegten  Rechnungsfehler. 

In  seinem  kritischen  Aufsatz  (Borchardt's  Journal,  Bd.  75,  pg.  55, 
ole:  behauptet  Herr  Helmholtz^  dass  ich  bei  meinen  elektrodyna- 
lischen  Untersuchungen  (Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  Octob.  1871,  pg.  409) 
tnea  mathematischen  Fehler  gemacht  hätte. 

Dass  diese  Behauptung  auf  irgend  welchen  Irrthum  des  Herrn 
helmholtz  zurückzuführen  ist,  dürfte  aus  der  gegenwärtigen  Abhandlung 
•rgl.  pg.  162,  163)  deutlich  hervorgehen. 

§4- 

Ueber  das  Energie-  und  Potential-Gesetz, 

In  meinen  elektrodynamischen  Untersuchungen  (Ber.  d.  Kgl.  Sachs, 
js.  Octob.  1871)  hatte  ich  —  ebenso  wie  im  dritten  Abschnitt  der 
genwärtigen  Abhandlung  —  die  Consequenzen  des  We6er  sehen  Ge- 
izes unter  Zugrundelegung  einer  gewissen  unitarischen  Anschauungs- 
jise  zu  entwickeln  gesucht.  Dabei  gelangte  ich  zu  dem  Resultat, 
SS    das   Princip   der   lebendigen  Kiaft  im  Gebiet  der   elektrischen 
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Kräfte  nicht  durch  einen  ^  sondern  durch  zwei  Sätze  dargestellt  sei. 
welche  ich  zur  bequemem  Unterscheidung  als  Energie-  und  Poiential- 
Geselz^)  bezeichnete.  Zugleich  bemerkte  ich  (1.  c.  pg.  472),  dass  diese 
beiden  Gesetze  genau  in  derselben  Form  auch  aus  der  neuerdiogü 
von  HelmhoUz  aufgestellten  Theorie  sich  ableiten  liossen,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  das  Potential-Gesetz  aus  der  IlelmhoUz* sehen  Theo- 
rie sich  als  allgemein  gültig  ergebe,  während  seine  Ableitung  aus  m- 
ner  Theorie  bis  zu  jener  Zeit  nur  für  gewisse  specielle  Fälle  gelungen 
wäre.  —  Mit  Bezug  hierauf  hat  nun  Herr  HelmhoUz  (Borchardt's  Jour- 
nal, Bd.  75,  pg.  39)  folgende  Bemerkung  gemacht: 

Gegen  meinen  Einwand  (A.)  hat  Herr  C.  Netwiann  nur  im  Allge- 
meinen geltend  gemacht,  die  Kirclihoff^ sehen  DifferentialgleichungeD 
seien  noch  auf  andere,  nicbl  genau  präcisirte  Hypothesen  gegrüDdet, 
ohne  aber  die  ihm  hypothetisch  erscheinenden  Punkte  näher  zu  bezeich- 
nen. Was  ich  aus  diesen  gefolgert  hätte,  gelte  nicht  gegen  das  ^^6^^ 
sche  Gesetz.  Uebrigcns  hat  er  selbst  aus  seiner  eigenen  neuen  ÄDnabnie 
keine  Differentialgleichungen  der  elektrischen  Bewegung  hergeleitet, 
sondern  erklärt  nur  auf  pg.  472  seines  Aufsatzes,  dass  das  zur  Auf- 
stellung dieser  Gleichungen  nöthige  » Potentialgesetz  n  bisher  für  andere, 
als  geschlossene  lineare  Strömungen  noch  nicht  eruirt  worden  sei. 
Demgemäss  ist  denn  Herr  C.  Neumatm  auch  den  Beweis  schuldig  ge- 
blichen ,  dass  seine  neue  Modification  des  H^e6er'schen  Gesetzes  ro 
stahilem  Gleichgewicht  der  ruhenden  Elektricität  in  Leitern  führe. 

Dass  die  Kirchho/fi^chiin  Differentialgleichungen  ausser  auf  das 
Weber'scho  Gesetz  noch  auf  andere  bisher  nicht  genau  präcisirte  Hy- 
pothesen gegründet  sind,  ist  durch  die  Expositionen  gegenwärtiger 
Abhandlung  (vrgl.  pg.  128 — 149)  hinreichend  constatirt,  zugleich  also 
auch  constatirt,  dass  ein  Einwand  gegen  jene  Ditferentialgleichungea 
noch  nicht  als  ein  Einwand  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  anzusehen  sei. 

Andererseits  will  ich  gerne  emräumen,  dass  die  Kirchholfschen 
Ditferentialgleichungen  ein  labiles  Gleichgewicht  der  Elektricität  ifl 
leitenden  Körpern  geben,  mithin  unhaltbar  seien,  und  dass  Herr 
HelmhoUz  mit  grossem  Scharfsinn  und  gutem  Erfolg  sich  beinüW 
habe,  andere  Differentialgleichungen  aufzuünden,  die  von  diesem  LebeJ- 
stande  frei  sind.  Desgleichen  will  ich  gerne  anerkennen,  dass  ich 
selber  mit  der  Aufstellung  solcher  Dilferentialgleichungen  bisher  mich 
nichl  beschäftigt  habe.  —  Nur  bitte  ich  aus  diesem  letztern  Umstände, 


*)  Dieselben  Namen  sind  auch  in  gegcnwärliger  Abhandlung  (pg.  \13)  gebraucbl. 
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ef  eine   nothwendige  Consequenz   des    von   mir   verfolgten  wissen- 
chafllichen  Planes  ist,  mir  keinen  Vorwurf  zu  machen. 

Wir  haben  nämlich  im  Gebiet  der  elektrischen  Erscheinungen 
zu  unterscheiden  zwischen  solchen  Wirkungen,  die  in  belrächüichen 
Entfernungen  stattUnden,  ond  zwischen  solchen,  bei  denen  die  Ent- 
fernungen äusserst  kleine  sind;  wobei  zu  bemerken,  dass  zur  Auf- 
stellung der  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  der  Klektrici- 
Ml  in  einem  gegebenen  Leiter  sowohl  die  Kenntniss  der  Wirkungen 
mter  Art  als  auch  diejenige  der  Wirkungen  uveiler  Art  erfordert  wird. 

Je  schwieriger  nun  aber  die  Erforschung  eines  wissenschaftli- 
chen Gebietes  ist,  desto  noth wendiger  erscheint  es,  planmässiy  vor- 
zugehen, mit  dem  Leichteren  zu  beginnen,  und  erst,  wenn  man  hier 
festen  Fuss  gefasst  hat,  zum  Schwierigeren  überzugehen.  Da  nun 
im  gegenwärtigen  Fall  der  leichtere  Theil  des  zu  erforschenden  Ge- 
bietes durch  die  Wirkungen  erster  Art,  der  schwierigere  Theil  durch 
die  Wirkungen  zweiter  Art  repräsentirt  ist,  so  wird  es  gut  sein  — 
und  diess  ist  der  von  mir  verfolgte  Plan  — ,  mit  den  Wirkungen 
mter  Art  zu  beginnen,  und  zu  den  Wirkungen  zweiler  Art,  mithin 
auch  zur  Aufstellung  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen, 
falls  irgend  möglich  nicht  früher  überzugehen,  als  bis  die  Theorie 
jener  Wirkungen  erstei'  Art  zu  einiger  Festigkeit  gediehen  ist,  —  was 
bis  jetzt  offenbar  noch  nicht  der  Fall. 

Dass  ich  übrigens,  wie  Herr  Helmholtz  in  seiner  obigen  Bemer- 
kung ausspricht,  erklärt  halben  solle,  zur  Aufstellung  jener  Differential- 
gleichungen bedürfe  es  des  Potentialgeselzes^  beruht  wohl  auf  irgend 
welchem  Missverstdndniss ;  denn  man  wird  eine  derartige  Aeusserung 
in  meinem  Aufsatz  vergeblich  suchen. 

Ein  zweiter  Irrthum  des  Herrn  Helmholtz  besteht  darin,  dass 
er  von  einer  neuen  Modification  des  We6er 'sehen  Gesetzes  spricht. 
Welche  nach  seiner  Ansicht  (Borch.  Journal,  Bd.  75,  pg.  39)  von  mir 
öur  eingeführt  sei,  um  seine  gegen  das  Wefter'sche  Gesetz  erhobenen 
Ginwände  zu  beseitigen.  Denn  jene  angeblich  neue  Modißcation  ist 
bereits  \or  fünfzehn  Jahren  von  mir  eingeführt  worden  (vrgl.  die  ge- 
genwärtige Abhandlung,  pg.  115). 
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§  5. 

Veber  die  Beziehung  des  Energiegesetzes  zum  Inductionsgesetz. 

xMeine  deklrodynamischen  Untersuchungen  (Ber.  d.  Kgl.  Sdchs. 
Ges.  Octob.  1871;  führten  mich  zu  einetii  genaueren  Studium  der 
bekannten  UelmhoUz  sehen  Schrift  über  die  Erhaltung  der  Kraft  [Ber- 
lin. 1847;.  Auf  Grund  dieses  Studiums  sah  ich  mich  (I.  c.  pg.  439; 
zu  der  Erklärung  veranlasst,  dass  die  durch  jene  UelmhoUz'sche  Schiifi 
hervorgerufene  und  vielfach  verbreitete  Ansicht,  das  Induciiansgetet 
könne y  wenn  auch  nicIU  im  Allgemeinen^  so  doch  wenigstens  in  denje- 
nigen Fällen^  wo  die  Indnciion  durch  einen  comlanien  Magneten  herm- 
gebracht  teird^  aus  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  dedudri  wer- 
den, auf  Irrthum  beruhe.  —  Hierauf  hat  Herr  Uelmholtz  (Borchardls 
Journal,  Bd.  75,  pg.  62)   folgendermassen  er\viedert: 

Der  Streit  darüber,  ob  die  Existenz  der  elektrodynamischen  lodao 
tion  aus  dem  Gesetz  von  der  Erhallung  der  Kraft  »deducirt«  werden 
könne,  hat  für  mich  nur  den  Werlh  eines  Wortstreites.  Meine  Auf- 
gabe in  der  Erhaltung  der  Kraft  war,  die  sämmtlichen  damals  be- 
kannten Thatsachen  durchzugehen  und  zu  prüfen ,  ob  sie  mit  dem 
betrelTonden  allgemeinen  Gesetze  in  Uebereinstimmung  waren,  ob  sich 
vielleicht  im  Gegentbeil  irgendwo  Lücken  oder  Widersprüche  zeigten. 
Als  Form  der  Darstellung  ist  es  bei  solcher  Aufgabe  oft  anschaulicher, 
die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  vorauszusetzen,  die  Folgen 
zu  dedüciren,  nicht  aber  um  sie  durch  eine  solche  Deduetion  als  be- 
wiesen zu  betrachten ,  sondern  um  sie  mit  den  Thatsachen  zu  ver- 
gleichen ,  und  dadurch  die  Zulässigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  tu 
prüfen,  was  den  Ausgangspunkt  bildete.  Will  man  alle  bei  der  elek- 
trodynamischen Induction  in  Betracht  kommenden  Thatsachen  bis  auf 
eine  als  bekannt  voraussetzen,  so  wird  man  diese  eine  immernoch 
aus  dem  Gesetz  von  der  Constanz  der  Enei^ie  »dedüciren«  können, 
so  z.  B.  den  Werlh  der  Inductionsconstante.  Aber  als  Beweismittel 
von  thatsächlichen  Wahrheiten  kenne  ich  nur  den  Weg  der  Inductm. 

Ich  kann  keineswegs  zugeben,  dass  es  sich  hier  nur  um  einen 
Wortstroit  handelt.  Vielmehr  handelt  es  sich  um  ziemlich  tiefgehende 
Diflerenzen.  Um  solches  naher  darzulegen,  sei  Folgendes  bemerkt: 

Die  Ansicht,  welche  Uelmholtz  theils  in  seiner  Schrift  über  die 
Erhaltimg  der  Kraft  (Berlin.  I8t7;,  theils  in  den  eben  wiederholten 
Worten,  theils  auch  an  einer  andern  Stelle  (Borchardt's  Journal,  Bd. 
14,  j)g.  69)    vertritt,  geht  dahin. 
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(H.)  dass  das  Princip   der   Erhaltung   der  Energie   und   die 

Annahme  constanter  Magnete  mit  den  getvöknlichen  und  für 
richtig  geltenden  Gesetzen  der  Elektrodynamik  in  Einklang  ge- 
bracht wet^den  kötuien. 

Demgemäss  hat  denn  auch  Herr  Helmholtz  (Borchardt's  J.,  Bd.  75) 
behauptet,  dass  es  nur  gewisser  geringfügiger  Modificationen  bedürfe, 
am  den  betreffenden  Theil  seiner  Schrift  (von  1847)  allen  Anforderungen 
entsprechend  zu  machen.  Diese  Modificationen  oder  Correctionen  aber 
seien  —  so  ungefähr  äussert  sich  Herr  Helmholtz  (I.  c.  pg.  61)  —  in 
allen  wesentlichen  Punkten  schon  vor  langer  Zeit  von  ihm  selber 
ausgeführt,  und  meine  Erörterungen  über  seine  Schrift  seien  daher 
überflüssig. 

Mit  dieser  Helmholtz  sehen  Anschauungsweise  steht  die  meinige 
in  diametralem  Gegensatz.  Denn  die  von  mir  vertretene  Ansicht 
:Ber.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  Octob.  1871,  pg.  iiO)  geht  dahin, 

N.)  dass  die  Herstellung  eines  solchen  Einklanges^  wie  er  in  (H.) 

erwähnt  wurde^  unmöglich^  und  folglich  die  Annahme  constan- 
ter Magnete  [wenigstens  hei  Anwendung  des  Princips  der  Erhal- 
tung der  Energie)  unzulässig  sei^  und  zwar  unzulässig  nicht  nur 
im  exacten,  sondern  auch  im  approximativen  Sinne. 

^lag  man  nämlich  den  von  der  Induction  constanter  Magnete  handeln- 
den Abschnitt  jener  Helmlwltz  sehen  Schrift  (von  1847)  corrigiren  wie 
roan  will,  immer  werden  daselbst  noch  Widersprüche  zurückbleiben, 
"-  es  sei  denn,  dass  man  sich  entschlösse,  die  Vorstellung  constanter 
Magnete  aufzugeben,  womit  dann  aber  selbstverständlich  ein  Aufgeben 
jenes  ganzen  Abschnittes  verbunden  sein  würde. 

Näheres  hierüber  habe  ich  bereits  an  einem  andern  Orte  mil- 
selheili   (Math.  Annalen,  Bd.  VI,  pg.  3i2— 349). 
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Fünfter  Abschnitt. 

Schlussbemerkungen  zur  vorhergehenden  und  zur 

gegenwärtigen  Abhandlung. 

Zwischen  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaft 
bestehen  wesentliche  Unterschiede.  Bei  einem  mathematischen  Salz 
z.  B.  wird  stets  die  erste  Frage  sein,  ob  derselbe  richtig  oder  un- 
richtig sei.  Im  einen  Fall  steht  er  für  immer  fest ,  während  er  ün 
andern  Fall  für  immer  zu  verwerfen  ist.  Bei  einem  physikalischeo 
Satz  hingegen  kann  eine  solche  Frage  niemals  erhoben  werden; 
denn  es  würde  z.  B.  keinen  Sinn  haben,  wenn  man  fragen  wollte, 
ob  das  iVeii'ton'sche  Gesetz  richtig  oder  unrichtig  sei. 

In  der  That  wird  bei  einem  physikalischen  Satz  niemals  von 
seiner  Richtigkeit^  sondern  immer  nui*  von  seinem  mehr  oder  weniger 
guten  Einklany  mit  den  beobachteten  Thatsachen  die  Rede  sein  k^in- 
nen.  Damit  hangt  zusammen,  dass  wir  in  der  Mathematik  definilirf 
Sätze  haben,  während  die  Sätze  der  Physik  wahrscheinlich  alle  mehr 
oder  weniger  als  provisorische  zu  betrachten  sind. 

Ein  anderer  Unterschied  zwischen  den  beiderlei  Wissenschaflen 
knüpft  sich  an  die  Worte  Induction  und  Deduction.  Gewiss  hat  man 
mit  vollem  Recht  gesagt,  dass  in  der  Physik  ein  wesentlicher  Forl- 
schritt immer  nur  durch  Induction  bewerkstelligt  werden  könne;  wah- 
rend andererseits  die  Fortschritte  der  mathematischen  Wissenschaft 
nothwendig  von  solcher  Art  sind,  dass  sie,  wenn  auch  bisweilen  durch 
Induction  bewerkstelligt,  doch  immer  durch  Deduction  hätten  bewerk- 
stelligt werden  können. 

Es  scheint  somit,  dass  der  Mathematiker  im  Gebiete  der  Physik 
\>enig  zu  suchen  habe,  dass  er  etwa  nur  die  Exempel  auszui^echnen 
habe,  welche  der  Physiker  ihm  vorlegt. 

So  urtheilen  zu  wollen,  würde  sehr  übereilt  sein.  —  Vielmehr 
hat  der  Mathematiker  im  Gebiete  der  Physik  eine  wichtige  und  nicht 
zu  unterj?;chutzende  Aufgabe.  Sie  besteht  darin,  die  einstweilen  vor- 
handenen  physikalischen  Vorstellungen  näher  zu  erforschen,  ihre  (^n- 
sequenzen  nach  allen  Seiten  mit  möglichster  Strenge  zu  verfolgen; 
mil    (Muem  Wort,    sie  besieht  darin,   diese  Vorstellungen  deductiv  zw 
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.s»'iii.  Solche  deducHve  Entwickelungen  werden,  namentlich 
!i  sie  in  festen  und  möglichst  geradlinigen  Zügen  ausgeführt  sind, 
II  dienen,  die  Uebersichtlichkeit  des  betreffenden  Gebietes  zu  ver- 
ssern ;  sie  werden  beilragen,  um  gewissermassen  unserm  geistigen 
:k  allmählig  diejenige  Weite  und  Schärfe,  namentlich  aber  die- 
ige  Ruhe  und  Sicherheit  zu  geben,  weiche  zu  einer  glücklichen 
luction  d.  i.  zum  Emportauchen  neuei'  und  besserer  Vorstellungen 
orderlich  sind. 

Einer  solchen  deductiven  Behandlung  habe  ich  nun  die  in  der 
'ktrodynamik  üblichen  Vorstellungen  zu  unterwerfen  gesucht.  Dabei 
r  (was  allerdings  erst  im  Verlaufe  der  Arbeit  deutlich  wurde)  zu 
ichten,  dass  die  eben  genannten  Vorstellungen  in  zwei  von  einan- 
'  ziemlich  unabhängige  Kreise  zerfallen ;  so  dass  jeder  Kreis  einer 
ondern  Behandlung  bedurfte. 

Der  eine  Krei^  bietet  eine  gewisse  äusserliche  Charakte- 
ristik der  elektrischen  Kräfte  dar.  Er  enthält  die  Yorstellung^ 
dass  diese  Kräfte  den  Stromstärken  (resp.  den  Aenderungen  der- 
seihen)  proportional  sind^  sonst  aber  nur  noch  von  der  relativen 
Lage  {resp.  der  Aenderung  derselben)  abhän^en^  ferner  die  Vor- 
stellung^ dass  jedes  elektrische  Stromelement  hinsichtlich  seiner 
ponderomotorischen  und  elektromotorischen  Wirkungen  ersetzbar 
ist  durch  seine  sogenannten  Componenten^  endlich  die  Vorstellung^ 
dass  die  elektrischen  Strömungen  den  einwirkenden  elektromo- 
torischen Kräften  proportional  sind. 

Andererseits  bezieht  sich  der  zweite  Kreis  von  Vorstellungen  auf 
die  innere  Constitution  der  betreffenden  Körper.  Er  enthält  die 
Vorstellung^    dass  jede  ponderable  Masse  in  ihrem  Innern  zwei 
elektrische  Materiell   von   entgegengesetzten   Eigenschaften   beher- 
berge^   und  ferner  die  Vorstellung,  dass  die  kleinsten  Theilchen 
dieser   elektrischen  Materien   nach   dem  Weber  sehen  Gesetz   auf 
einander  einwirken. 
Den   J.)   Kreis    habe    ich    in    meinem    Werke:    »Die   elektrischen 
fte^    Teubner,  1873)   und  in  meiner  früheren  Abhandlung:  nUeber 
den  Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs  zuzuschreibenden  Elemen- 
esetze«  ,Abh.  d.  Ges.  1873,  Bd.  X,  pg.  419)  einer  sorgfältigen  Be- 
htung   unterworfen.     Eine   entsprechende  Untersuchung  des  (II.) 
ses,  über  deren  Resultate  ich  schon  früher  (Ber.  d.  Ges.  October 


198  Carl  Neumann,  Ueber  das  Weber'sche  Gesetz. 

1871,  pg.  386)  eine  kurze  Mittheilung  mir  erlaubt  hatte,  ündel  sich 
in  der  gegenwärtigen  Abhandlung. 

Aus  meinen  Untersuchungen  geht  hervor,  dass  diese  beiden  Vor- 
stellungskreise, wenigstens  bei  den  vorläufig  gemachten  näheren  De- 
terminationen, nicht  mit  einander  in  Einklang  stehen.  Denn  Leber- 
einstimmung findet,  was  die  (Konsequenzen  jener  Vorstellungen  beliifft. 
allerdings  statt  mit  Bezug  auf  das  ponderomotorische,  nicht  aber  mit 
Bezug  auf  das  elektromotorische  Elementargesetz.  Es  geht  darau.< 
hervor,  dass  der  eine  oder  andere  V^orstellungskreis,  vielleicht  auch 
beide  irgend  welcher  Abänderungen  bedürfen.  Mit  wirklicher  Veber- 
Zeugung  kann  ich  für  keinen  der  beiden  Vorstellungskreise  eintreten.  Ick 
glaube  abei\  dass  jeder  derselben  Keime  der  Wahrheit  enthält :  und  dess- 
halb  habe  ich  den  einen  wie  den  andeim  mit  Sorgfalt  studirt. 

Sehr  mit  Unrecht  hat  man  mir  den  Vorwurf  gemacht,  meine 
Ansicht  gewechselt,  bald  den  einen,  bald  den  andern  Vorstellung.^ 
kreis  vertheidigt  zu  haben;  —  ich  habe  nicht  die  Vertheidigitng,  son- 
dern die  Untersuchung  jener  Vorstellungen  im  Auge  gehabt;  auch 
würde  eine  eingehende  Beschäftigung  mit  der  Elektrodynamik  mir 
wohl  schwerlich  der  Mühe  werth  erschienen  sein,  wenn  ich  nicht 
von  jeher  die  Ueberzeugung  gehabt  hätte,  dass  die  gegenwärtigen 
(seit  einem  Vierteljahrhundert  stationär  gebliebenen)  Vorstellungen  frü- 
her oder  später  durch  einfachere  und  bessei*e  Vorstellungen  ersetzt 
werden  müssten,  und  den  lebhaften  Wunsch  gehabt  hätte,  durch 
meine  Untersuchungen  zur  Auffindung  dieser  letztern  beizutrasfen. 
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In  meinen  Untersuch uiigen  über  das  thermoelektrische  Verhalten 
r  Kry stalle  des  Topases*),  des  Schvverspathes **)  und  des  Arago- 
es^**)  habe  ich  nachgewiesen,  dass  die  gleichgestalteten  Enden 
ler  Axe  dieselbe  Polarität  besitzen,  und  dass  der  Gegensatz  zwi- 
len  positiver  und  negativer  Elektricität  nur  in  der  Vertheilung  an 
stallographisch  verschiedene  Axen  zur  Erscheinung  kommt. 

Zufolge  dieser  Thatsache  musste  erwartet  werden,  dass,  wenn 
gelänge,  an  symmetrisch  (d.  h.  nicht  hemimorph)  gebildeten  Kry- 
len  des  hexagonalen  und  des  tetragonalen  Systemes,  also  an  so- 
kannten  optisch  einaxigen  Krystallen,  thermoelektrische  Erregungen 
^rhaupt  wahrzunehmen,  die  beiden  entgegengesetzten  Elektricitäten 
ihren  Oberflächen  so  vertheilt  sein  würden,  dass  die  eine  Elek- 
■ität  an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe,  die  andere  aber  an  den 
den  der  Nebenaxen  oder  vielmehr  ringsum  im  basischen  Quer- 
initte  und  auf  den  prismalischen  Seitenflächen  hervortritt. 

In  der  That  haben  die  Beobachtungen  dieser  Voraussicht  ent- 
ochon,  und  zwar  mit  der  Erweiterung,  dass  je  nach  der  beson- 
nen Art  des  Wachsthumes  und  der  Gestaltung  bei  der  einen  Form 

positive  Elektricität  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  die  nega- 
e  auf  den  prismatischen  Seitenflächen,  und  bei  der  anderen  gerade 
igekehrt  die  negative  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  die  positive 
r  dem  Umfange  des  basischen  Querschnittes  ocier  auf  den  prismati- 
leo  Seitenflächen  erscheint. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  die  Untersuchungen 
er  den  Kalkspath,  Beryll,  Idocras  (Vesuvian)  und  Apophyllit  zu- 
üraengestellt ;  die  Krystalle  der  beiden  ersten  Mineralien  gehören 
m  hexagonalen,  die  der  beiden  letzten  dem  tetragonalen  Systeme  an. 


♦)  Diese  Abhandl.  Bd.  XIV.  S.  357  ff. 
**'•  Ebend.  Bd.  XV.  S.  271  ff. 
♦*♦;   Ebeod.  Bd.  XV.  S.  3  43  ff. 


U 


L  Kalkspath. 

In  dem  Verzeichnisse  der  thermoelektrischen  Krystaile,  welches 
rewster*)  1824  mitgetheilt  hat,  ist  auch  der  Kalkspath  aufgeführt, 
sdoch  ohne  dass  erwähnt  wird,  weichem  Orte  die  elektrisch  be- 
lodenen  Krystalle  entstammten ,  oder  welche  Gestalt  dieselben  be- 
issen,  noch  auch,  welche  Art  von  elektrischer  Vertheilung  auf  ihnen 
srvortrat.  Wird  nun  auch  gerade  der  Kalkspath  durch  Reibung  und 
ruck  sehr  leicht  elektrisch,  und  erscheint  eine  Verwechselung  der 
if  diesem  Wege  entstandenen  Elektricität  mit  der  durch  Temperatur- 
»randerung  hervorgerufenen  um  so  leichter  möglich,  wenn  nicht 
ö  Vertheilung  der  beiden  Polaritäten  über  den  ganzen  Krystall  he- 
mmt oder  wenigstens  an  demselben  Punkte  die  während  der  stei- 
nden  imd  sinkenden  Temperatur  auftretenden  entgegengesetzten 
sktricitäten  beobachtet  worden  sind:  so  halle  ich  es  doch  für  sehr> 
ifarscheinlich,  dass  Brewster  auf  dem  genannten  Minerale  wirklich 
5  thermoelektrische  Erregung  beobachtet  hat,  und  nicht  durch  Rei- 
ngselektricität  getäuscht  worden  ist. 

Wenn  spätere  Physiker  die  thermoelektrische  Erregung  des  Kalk- 
Hhes  nicht  wahrnahmen,  so  hat  dies  sicherlich  in  dem  Umstände 
inen  Grund,  dass  sie  vorzugsweise  die  schönen  Bildungen  des  islän- 
ichen  Spathes  für  derartige  Untersuchungen  am  geeignetsten  halten 
Höhlen.  Indessen  zeigen  gerade  diese  völlig  klaren  Massen  nur 
ssersl  geringe  Spuren  von  Elektricität.  Brewster  hat  jedenfalls, 
lon  um  eine  mehr  nach  der  Länge  gestreckte  Form  verwenden 
können,  entweder  Krystalle  von  Matlock  in  Derbyshire  oder  von 
Jton  Moor   in  Cumberland   zu  seinen    Versuchen   verwendet;   dies 


*)  The  Edinb.  Journal  of  Science ,   condiicted  by  David  Brewster,   Heft  2  ; 
rsetzl  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger,  1 82^.  Bd.  43.  S.  94 


20i  W.  G.  IIankkl,  Klki 

Aul*  den  lHMij:('fiiij:k»n  raloln 
Nolzen  (h\ov  in  h(»shininl(Mi  Proj 
helreffondeii  OrU»  in(»isl(»ns  aus 
den  beii^oftigten  kiNslalloi^raphisc, 
zu  cntnolinion  isl.  Alle»  son  Ki 
(IuitIi  ausü:(*z()ü:(Mio  LinitMK  <lai<t 
g^nge  rntstandcntni  durch  punl 
gllngo  sind  duirh  Kiiisrlilicsson  < 
mit  iiiniMi  |>arallelon  Kliicluui  in 
So  bedeutet  also  ;Ri  die  Durc 
Fluchen  des  (jrundrhond)oeders, 
gang  senkrecht  gegen  <lie  Haui 
die  KrvstalU*  in  natürli<*her 

In    diese    Zeichnungen    si« 
genui(*hten   Beobachtungen,  \\ 
Angabe    der    (Jrösse   (h*r    el(»l 
l)ohuts  leichterer  DeluMsicht 
und  die  negativen  Zonen  nii 
den.      Um    dit»    Darlegung 
beziehen  si<*h  alh^  Angaben 
nur    auf    <lie    (*lektris(*hen 
stcMgender    FiMniMMalur    isl 
i<esetzt(\ 

li(»\or  ich  zu  d(*r  l" 
gehe,  ist  (»s  meine  Pflich 
gütige    Darleihung   geeig 
in  der  nachfolgenden   V 
darzubrinij:<Mi.      I<'h    i)al 
Herrn    Prof.  Dr.  Zirk« 
Herrn  Prof.  Dr.  Karst. 
Prof.  Dr.  \Vinkl<»r  in 
(jrub(»  Wolfgang-Maa.' 
städt<^l  I)ei  Schneebe 
Herrn  Minister  S(»ll 
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sind  aber  Krystalle,  welch  ^ jrfl.  Ja»  die  positive  ElektriciVM  auf  iten 
zeigen,  in  der  Tliat  dnrcl  ;^r«^  Eüdes  belrächtlich  starker  iöf,  akayf 
Irisch  werden.  a  'Wn?**  Ende.*) 

Ich  habe  mehr  als  hi  ^siidikier  Krystall  dieser  Gru|)|)e  |)aralld 
Fundorte  untersuchl,  un<  . j^^mo^ieders  R  zersprengt,  so  zeigt  jede  der 
obachtungen  soviel  niittl  ^gnunic^dächen  in  Bezug  auf  das  ihr  zu^ 
theruioelektrischen    Vori:       ^0^^  Verhallen. 

scheint.  .,««?  mil  den  Rhomboederflächen  —  J  R  nach 

^^m  etzt  aoi  unteren  Ende  befindlichen  Durch- 

^,^  :ipyiuiuDg  in  der  Richtung  von  unten  nach 

I         ^^  tf  nach  der  Lage  der  betreflfenden  Durch- 

M  i«  ganzen  Krystall,  in  den  oberen  Theilen 

Die  aus  den  Sehr        j^.    Bringen  wir  die  beiden  Stücke  wieder 

ihr  elektrisches  Verbat        ^-^    welche  sie  im   unverletzten  Krvstalie 

äusseren  Form  in  ine*" '      ^  auf  der  unteren   Durchgangsfläche  am 

^e  Elektricitat  nach  o))en  hin,  und  auf  der 

A.  Erystalle,  welche 

^  «<$  eigenthümlichen  Vorganges  gedenken,  den  ich  leider 
'^  .0*4nvien  können. 

r       r  k        I    _g^  «*■"  ^^'  *'  '^  ""^'  ^  aufgcfülirlcn  (und  ebenso  nodi 
n.     UratUicn    gej    ^^^  „jcht  abgebildete)  Krystalle  das  erste  Mal  erhilzl 

-  -^^  it  P^rilSt  ihres  oberen  ausgebildeten  Endes .  also  der 

n*      K    '\   II      •  ^  jB>  JtKHuboeder  — |R  zu  ennitteln  ;  die  Temperatur  hatte 

Uie   Jiryslalle      ^^^^^    Während  ich  nun  beim  Erkalten  auf  dem  obereu 

duen    (niedrige    Pi    ^^^^^r  früher  untersuchten  Kaikspathkryst^ille  posilive  Elck- 

der    Richtung    dei   *  -,  i^  ich  zu  meinem  Erstaunen  bei  den  zuvor  genaniilen 

gesetzt.    Je   nach   ^^«ri<l«"  ***'^'"*^<><^<^erflachen  schwache  negative  Spannung. 
.,,.„.  .  ^'„.^sörker  war  und  nach  der  Poiecke  hin  abnahm.    Hieraos 

Sich   die  Prismen  ^.J"^       i?i«.k^„  a\^  .^      i        -.•      .     ,    .. 

*^  JW*n  Flächen  die  normale  positive  durdi  die  negative  von 
und  Lücken*)  l>^  *^,**^  worden  war.  Die  Krystalle  wurden  dann  wicdrrlioll 
gegen   sind  glatl^^^  jrf  dem  unteren  verbrochenen  Ende  und  auf  den  einzelnen 

lieh  gefärbt.  j0'^ 

4  .    -'''^jj  li^^llo  zum  zweiten  Male  auf  gleiche  Weise  imtersuchle, 

^^gf  4M»  «hwache  negative  Spannung  auf  der  Polecke  und  den 

Polecke   des    K'i^'^^^tinden ,  und  an  ihre  St«»Ile  eine,  wie  die  in  die  bolrclTeo- 

für  die  gerade  ^^imiraf  Zahlen  darlhun,  nicht  unbeträchtliche  posilive  Polarität 

Flachen    eincs^'^l»*l'fi^  ^*®  Temperatur  mehrere  Male  die  Höhe  \on  I50^C. 

.  «    r     *r««  •"^»  ^^®  ^^^^^^  angedeutet ,  niclit  gelungen,  durch  erneutes 

^  ^       ^Jier  längeres  Einlegen  in  Wasser  vor  dem  Versuche  die  nopi- 

jHi  #itf|t«blldclen  Ende  dieser  Krystalle  wieder  zu  erhalten :  auch 

*)   In  don^lfT.^1^  slo  daselbst  dieselbe  posilive  Spannung,  welche  nach  dem 


tragung  der  Znli#^_|^*hlol  worden  war. 
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iiileren  Stücke  in   der  Richtung  nach 
/.l  auf  einer  oder  auf  beiden  auch  wohl 
iiönnte,  um  dies  Verhalten  anschaulicher 
lunme   der  beiden   auf  je  zwei   einander 
^n    dieser    Durchgangsflächen    befindlichen 
jnit  Rücksicht  auf  ihr  Vorzeichen)   sei  an- 
(j  rosse, 
iidlc   erfordern  zur  Hervorrufung  der  thermo- 
:en   auf  ihrer  Oberfläche   keine   hohen  Tempe- 
sogar   bereits   bei   Temperaturen,   welche  noch 
uen,  alle  Elektricität  wieder  zu  verschwinden.*) 
\inden  der  elektrischen  Spannungen  bei  Tempera- 
11  den  gewöhnlichen  Siedepunkt  des  Wassers  über- 
ur  in  einem  im  Innern  eintretenden  eigenthümHchen 
ch  weitere  genaue  Untersuchung  erfordert,  begründet 
^ocielle   Versuche  habe   ich  mich   nämlich    überzeugt, 
-path  bei  Temperaturen   von    150^  und    darüber  noch 
lie  Spitze  des  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
Plaiindrahtes  auf  eine  Fläche  des  Krystalles  gesetzt,  und 
irahte    nebst    dem    Goldblättchen    Elektricität    mitgetheilt 
end  unter  gleichen  Umständen  z.  B.  durchsichtige  Krystalle 
i,  selbst  wenn  sie  bis  50  **  oder  noch  höher  erwärmt  sind, 
rometer  entladen, 
u   könnte   die  Vermuthung  hegen,  dass  vielleicht  JQnes  Ver- 
den der .  elektrischen  Spannungen  bei  den  zuvor  angegebenen 
*aturen  durch  den  Umstand  bedingt  werde,  dass  bei  den  Kalk- 
ystallen  analog  wie  auf  den  Boraciten  und  Titaniten  bei  höheren 
raturen  eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polarität  eintritt,  dass 
Des  Verschwinden   infolge   eines  aJlmähligen  Ueberganges   der 
Blektricität  in  die  entgegengesetzte   erzeugt  werde;  es  ist  mir 
nicht  gelungen  bei  höheren  Temperaturen  selbst  bis  über  200^  C. 
^gekehrten  Polaritäten  auf  den  Flächen  des  Kalkspaths   aufzu- 


Sollle  denn  die  Thalsache ,  dass  bei  allen  Krystailen  die  elektrischen  Er- 
1  bereits  bei  wenig  hohen  Temperalu rgraden  verschwinden ,  nicht  endlich 
Dy  den  von  Brewster  eingeführten,  aber  aus  dem  oben  angeführten  Grunde 
eigneten  Namen  Pyroelektricit'at  zu  beseitigen ! 
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Kry stall  No.  1.    Taf.  I,  Fig.  1. 

Der  Krystali  No.  1  wird  an  seinem  oberen  Ende  von  den  Ftöcben 
des  Rhomboeders  — ^^R,  an  seinem  unteren  aber  von  den  drei  Durch- 
gängen [R]  begrenzt.  Die  Seitenflächen  ooR  sind  ziemlich  eben. 
Während  Fig.  1  a,  Taf.  I  die  Seitenflächen  ooR  in  ihrem  Netze  dar- 
stellt, erscheinen  oberhalb  und  unterhalb  des  Netzes  die  Flächen  der 
beiden  Enden  in  ihrer  verticalen  Projection   (Fig.  1  b  und  c). 

Krystali  No.  2.    Taf.  I,  Fig.  2. 

Auch  bei  diesem  Krystalle  sind  die  Seitenflächen  im  Netze,  die 
Endflächen  dagegen  in  ihren  verticalen  Projectionen  abgebildet.  Am 
unleren  Ende  ist  der  Krystali  No.  2  vorzugsweise  von  dem  unlen 
auf  die  Prismenfläche  3  aufgesetzten  Durchgange  begrenzt;  auf  dieser 
Durchgangsfläche  [R]  nimmt  die  positive  Elektricität  in  der  Richtung 
nach  oben,  d.  h.  auf  den  nach  der  Fläche  3  und  i  hin  gelegenen 
Theilen  ab,  und  geht  am  obersten  Rande  zum  Theil  selbst  in  die 
negative  über. 

Krystali  No.  3.    Taf.  I,  Fig.  3. 

Die  Krystallgruppe  No.  3  besteht,  wie  die  Projection  Taf.  1, 
Fig.  3  A  des  oberen  Endes  zeigt,  aus  einem  grösseren  und  zwei 
seitlich  angewachsenen  kleineren  Krystallen.  Fig.  3  B  stellt  eine 
seitliche  Projection  dreier  Prismenflächon  und  Fig.  3  C  die  Projection 
des  unteren  Iheils  von  Bruchflächen,  theils  von  Durchgängen  be- 
grenzten Endes  dar.  Identische  Punkte  in  diesen  Zeichnungen  sind 
mit  denselben  Buchstaben  d,  fc,  t%  d  bezeichnet. 

Krystali  No.  4.    Taf.  1,  Fig.  i. 

Der  Krystali  No.  4  war  beim  Ablösen  von  seinem  Muttergesteioe 
nach  einem  Durchgange  zersprungen.  Taf.  I,  Fig.  4  zeigt  die  beiden 
etwas  von  einander  getrennten  Stücke  in  einer  seitlichen  Projection. 
In  der  Zeichnung  ist  nur  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  be*- 
den  zuvor  an  einander  gelegenen  Durchgangsflächen  angedeutet. 
Auf  der  Durchgangsfläche  «  ß  am  oberen  Stücke  A  findet  sich  po- 
sitive Spannung,  welche  aber  in  der  Richtung  nach  oben  hin  ab- 
nimmt  und   am   obersten   Rande  selbst   in   eine    scUwache    negative 
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Spalten  und  Furchen;  an  mehreren  Stellen  finden  sich  kleine  Eisen- 
kiesmassen  eingewachsen.  Am  unteren  Ende  wird  er  theils  von  einer 
Durchgangsfläche,  theils  noch  von  kleinen  Resten  der  Flächen  —  |R 
begrenzt.  Fig.  8  slellt  das  Netz  seiner  Seitenflächen  nebst  den  Ver- 
ticalprojectionen  seiner  beiden  Enden  dar. 

Krystall  No.  9.    Taf.  I,  Fig.  9. 

Der  Krystall  No.  9  ist  an  seinem  unteren  Ende  von  drei  ziem- 
lich gleich  grossen  Durchgangsflächen  begrenzt.  Auf  den  Rhombo- 
ederflächen  — 4^R  seines  oberen  Endes  ist  die  positive  Spannung 
nur  in  geringer  Stärke  auf  der  Polecke  und  den  ihr  nächstan  liegen- 
den Flächenstucken  sichtbar,  während  nach  dem  Rande  hin  zum 
Theil  schon  negative  Polarität  hervortritt.  Dagegen  wurden  auf  den 
Durchgangsflächen  am  unteren  Ende  starke  positive  Spannungen  be- 
obachtet. 


6.    Graugefärble  Kryslalle   mit  glallen  Prismen-^  aber  stark   gestrdflm 

Rhomboederflächen.    . 

Krystall  No.  10.    Taf.  1,  Fig.  10. 

Von  dieser  Gruppe  liegt  mir  nur  ein  einziger  Krystall  vor.  Wäh- 
rend seine  Seitenflächen  glatt  sind,  erscheinen  die  Flächen  des  Rhom- 
boeders  — JR  ^i^  seinem  oberen  völlig  ausgebildeten  Ende  stark 
gestreift,  und  zwar  steht  die  Richtung  der  Streifen  senkrecht  auf 
den  von  den  Rhomboeder-  und  Prismenflächen  gebildeten  Kanten. 
Auf  der  Polecke  sitzt  eine  kleine  Eisenkiesmasse. 

Der  Krystall  hatte  sich,  um  es  kurz  zu  bezeichnen,  gewisser- 
massen  auf  einem  Stiele  gebildet;  oder  ein  Krystall  von  geringerem 
Querschnitte  aß  ist  in  seinen  oberen  Theilen  von  einer  2  bis  3"" 
dicken  Hülle  umgeben.  Der  zuvor  genannte  Stiel  ist  abgebrochen; 
auf  der  äusseren  Hülle  finden  sich  auch  am  unteren  Ende  Ansätze 
der  Flächen  des  Rhomboeders  — ^R. 

Das  ausgebildete  obere  und  das  verbrochene  untere  Ende  dieses 
Krystalles  zeigen  positive,  und  die  Seitenflächen  negative  Elektricitdl, 
jedoch  ist  dieselbe  nicht  so  stark,  wie  auf  den  meisten  der  im  Vor- 
stehenden behandelten  Krystalle. 
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JFarblose  KrystaUe  mit  glallen  Rhomborderflächen  und  glatten  Seiten- 
chen  (bei  den  einfachen)  ^  oder  unterbrochenen  Seilenfläclien  {bei   den 

zusammengesetzten) . 

a.  Einfache  KrystaUe. 

Unter  der  Loupe  erscheinen  die  Flächen  des  Prismas  ooR,  ob- 
>1il  sehr  glänzend,  doch  etwas  schuppig,  zeigen  jedoch  niemals 
erliegende  Furchen  oder  Streifen,  wie  die  KrystaUe  der  ersten 
"uppe  (unter  a).  Die  Flächen  des  Rhomboeders  — 4R  ^^^^  äusserst 
tB  senkrecht  gegen  die  von  ihnen  mit  den  Prismenflächen  gebil- 
tWssa  Kanten  gestreift.  Die  Masse  dieser  KrystaUe  ist  ziemlich  färb- 
»  und  durchsichtig;  nur  die  Flächen  des  Rhomboeders  — JR  sind 
fesooders  gegen  die  Polkanten  hin  weisslich  gefärbt,  während 
wnso  wie  in  der  ersten  Gruppe  schwarze  Strahlen  von  Eisenkies 
Äh  in  der  Richtung  der  geneigten  Diagonalen  der  Rhomboeder- 
Icben  herabziehen  und  von  dem  namentlich  in  der  Umgebung  der 
iiilkanten  weisslichen  Grunde  unterscheiden.  Auf  der  Polecke  selbst 
^tbeint  ein  kleiner  Eisenkieskry stall,  der  mit  einer  seiner  Ecken  her- 
GHTagl,  zu  liegen;  indess  ist  dies  Gebilde  kein  solider  Eisenkies- 
rystall,  sondern  vielmehr  die  Ecke  eines  sehr  kleinen  spitzeren 
Aomboeders  in  der  Stellung  des  Grundrhomboeders,  dessen  Flächen 
£cbl  mit  Eisenkiespartikelchen  bedeckt  sind,  und  von  dessen  Pol- 
■inten  die  schwarzen  Strahlen  auslaufen.  Andeutungen  einer  End- 
■cbe  OR  oder  eines  sehr  stumpfen  Rhomboeders  habe  ich  bei  den 
^r  vorliegenden  Krystallen  nicht  wahrzunehmen  vermocht. 

Obschon  den  unter  a  beschriebenen  Krystallen  an  Form  im  All- 
jMaeinen  gleich,  ist  die  Bildungsweise  der  dieser  Gruppe  angehörigen 
nlividuen  doch  eine  etwas  abweichende  gewesen ;  dies  ergiebt  sich 
Mmentlich  aus  der  Beschaflenheit  der  prismatischen  Seilenflächen, 
NKdehe  in  der  ersten  Gruppe  durch  die  zahlreichen  querliegenden 
furchen  auf  ein  Zusammenwachsen  zahlreicher  niedriger  Prismen 
abweisen,  während  bei  den  jetzt  vorliegenden  Krystallen  keine 
ä^r  solcher  Furchen  sichtbar  ist. 

Infolge  dieser  verschiedenen  Bildungsweise  ßnden  wir  nun  eine 
Btwas  andere  Verlheilung  der  beiden  Elektricitäten  auf  ihren  Ober- 
htoben.  Das  ausgebildete  Ende,  also  die  Rhomboederflächen  — ^R 
ind  nicht  mehr  positiv,  sondern  vielmehr  negativ;   die  Bruch-  oder 
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Uurcbgangsfl^che  am  unteren  Ende  dagegen  verbleibt  positiv,  und 
zwar  ist  die  hier  auftretende  positive  Elektricität  ziemlich  stark,  ood 
verbreitet  sich  bei  längeren  Krystallen  auch  etwas  über  die  unlera 
Theile  der  Prismenllächen.  Die  mittleren  und  oberen  Theile  der 
zuletzt  genannten  Flächen  sind  negativ  und  zwar  im  AllgemelDei 
schwächer  als  die  Rhomboederflächen  — 4-R. 

Krystall  No.  i\.   Taf.  I,  Fig.  H. 

Im  unteren  Theile  dieses  Krystalles  haben  sich  mehrere  kleinen 
an  ihn  angelegt.     Das  untere  Ende  ist  unregelmässig  verbrochen. 

Krystall  No.  12.    Taf.  I,  Fig.  42. 

Das  untere  Ende  dieses  Krvstalles  wird  von  den  drei  Durch- 
gangen  [R]  begrenzt.  Seine  Prismenflächen  zeigen  entweder  noÄ 
eine  sehr  schwache  negative  Spannung  oder  sind  fast  unelektrisch. 

Krystall  No.  13.    Taf.  I,  Fig.  <3. 

Die  kleine  Fig.  13,  Taf.  I  in  einer  seitlichen  Projection  abge- 
bildete Druse  besteht  vorzugsweise  aus  zwei  grossen  in  paralleler 
Stellung  verwachsenen  Krystallen,  an  welche  sich  in  den  unterel 
Tlieilen  zahlreiche  kleinere  anlegen.  Die  untere  sehr  unre|;«l- 
massige   (in  Fig.  13  etwas  sichtbare)    Bruchfläche  ist  positiv. 

Krystall  No.  U.    Taf.  I,  Fig.  U. 

Der  Krystall  No.  14  wird  am  unteren  Ende  von  einem  sehr 
ebenen  Durchgange  [R]  begrenzt;  Fig.  1i  stellt  eine  seitliche  Pro- 
jection des  Krystalles  dar.  Ebenso  wii^  bei  den  Krystallen  (kr 
ersten  Grup[)e  nimmt  auf  dieser  Durchgangsfläche  [R]  die  positive 
Spannung  in  der  Richtung  von  unten  nach  oben  hin  ab. 

Krystall  No.  15.    Taf.  I,  Fig.  15. 

Fig.  15  (c  ist  eine  Seilenansicht  des  ursprünglichen  Krystalles, 
welcher  später  in  der  Richtung  ahd  zers|)rengt  wurde.  Fig.  15 (f 
bildet  die  untere  Durchgangsfläche  am  oberen  Stücke  A,  und  Fig.  15  f 
die  an  dieser  angelegen  haben<le  obere  Durchgangsfläche  am  unteren 
Stücke  B  ab.  Durch  die  gleichen  Buchstaben  ab  .  ,  .  werden  ift 
allen  drei  Figuren  identische  Punkte  bezeichnet. 
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Die  untere  Durchgangsflüchc  Fig.  1^  ß  am  oberen  Stücke  ist 
positiv  mit  abnehmender  Starke  nach  den  oberen  Theilen  ah  hin^; 
in  gleicher  Weise  verhält  sich  die  nicht  gezeichnete  Diirchgangsfläche 
an  dem  untei*en  Stücke  B.  Dagegen  erscheint  die  obere  Durchgangs- 
fläche  dieses  letzteren  Stuckes  Fig.  1 5y  negativ,  und  zwar  mit  schwacher 
Zunahme  nach  oben  hin;  sie  zeigt  also  ein  entgegengesetztes  Ver- 
halten wie  die  entsprechende  Fläche  am  Krystall  No.  4.  Auf  den 
oberen  Theilen  der  prismatischen  Seitenflächen  findet  sich  negative 
Elektricität,  auf  den  untersten  Theilen  tritt  aber  schon  positive  Elek- 
tricität  hervor. 

ß.  Zusammengesetzte  Krystalle. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  bestehen  aus  einem  Aggregate  zahl- 
reicher in  paralleler  Stellung  verwachsener  Individuen.  Am  unteren 
aufgewachsen  gewesenen  Ende  sind  diese  Individuen  kleiner,  und 
werden  nach  dem  oberen  freien  Ende  hin  grösser.  Ihre  Masse  ist 
nicht  so  rein  wie  die  der  zunächst  vorhergehenden,  und  kann  höch- 
stens durchscheinend  genannt  werden. 

In  Betreff  der  Vertheilung  der  Elektricität  gleichen  diese  Kry- 
stalle den  einfachen  zuvor  behandelten,  unterscheiden  sich  aber  von 
ihnen  durch  eine  sehr  erheblich  grössere  Intensität  der  elektrischen 
Spannungen. 

Krystalle  No.  16,  17,  18  und  19.    Taf.  I,  Fig.  16,  17,  18  und  19. 

Die  Figuren  16,  17,  18  und  19  stellen  eine  Seitenansicht  der 
vier  Krystalle  sowie  die  Projection  des  unteren,  bei  allen  sehr  un- 
regelmässig verbrochenen  Endes  dar. 

B.  Krystalle,    welche  von   den   Flächen    des    Prismas  ooR  und    den 
^hen  eines  ausserordentlich  stumpfen  Bhomboeders  begrenzt  werden. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  besitzen  meistens  eine  grössere  Aus- 
dehnung nach  der  Breite  als  nach  der  Höhe.  Seitlich  werden  sie 
i^on  den  Flächen  ooR  begrenzt,  und  tragen  an  den  Enden  der  Hau[)t- 
xe  die  Flächen  eines  so  ausserordentlich  stumpfen  Rhomboeders 
in  der  Stellung  von-  —  J  R),  dass  man  beim  ersten  Anblick  die  Flüche 
R  vor  sich  zu  haben   glaubt.     Gewöhnlich  sind   die  Krystalle    mit 
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dem  einen  Ende  verwachsen  und  das  eben  beschriebene,  sehr  stumpfe 
Rhounboeder  findet  siel)  dann  nur  auf  dem  freien  Ende  der  Uaupl- 
axe.  Doch  kommen  auch  öfter  KrysUlle  vor,  welche  diese  Flächen 
an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  tragen,  und  entweder  seitlich  oder 
nur  mit  einer  kleineu  Stelle  des  einen  Endes  angewachsen  sind.  Die 
Hohe  oder  Dicke  dieser  letzteren  Krystalle  ist  aber  nur  gering  und 
nimmt  sehr  oft  so  weit  ab,  dass  von  den  Prismenildchen  kaum  noch 
kleine  Reste  zu  erkennen  sind,  und  die  papierdUnnen  nach  der  Mitte 
hin  sich  etwas  verdickenden  Krystalle  fast  nur  von  den  Flächen  des 
oben  beschriebenen  flachen  Rhomboeders  begrenzt  werden. 

Auf  den  Randkanten  zwischen  der  scheinbaren  Endfläche  und 
den  Prismc^nflächen  treten  noch  die  schmalen  Flächen  zweier  Rhom- 
boeder  auf,  nämlich  die  Flächen  des  Rhomboeder  — 4^R,  wekbe 
glänzend  sind  und  eine  gegen  die  Randkanten  senkrechte  feine  Strei- 
fung zeigen,  und  sodann  die  Flächen  eines  stumpfen  Rhomboeders 
in  der  Stellung  von  R,  welche  aber  ein  so  mattes  Aussehen  haben, 
dass  ihre  genaue  Bestimmung  nicht  möglich  ist. 

Die  Flächen  des  Prismas  ooR  sind  zwar  stark  glänzend,  aber 
nicht  vollkommen  eben;  die  Flächen  des  äusserst  stumpfen  Rhombo- 
eders (die  scheinbarem  Endfläche)  dagegen  sind  matt  und  blätterig, 
wobei  die  Ränder  der  Blätter  mit  den  Kanten  von  — JR  und  ooR 
parallel  laufen,  und  haben  ein  weissliches  Aussehen;  jedoch  reicht 
dasselbe  nicht  ganz  bis  zum  Rande,  wo  vielmehr  ringsum  eine  1  bis 
^mm  |)pQit^»^  stapk  durchscheinende  Schicht,  welche  der  Hauptmasse 
des  Krystallcs  gleicht,  liegt.  Uebrigens  überzieht  jene  weisslicbe 
Schicht  nicht  nur  die  äussere  scheinbare  Endfläche,  sondern  dringt 
auch  bis  auf  eine  gewisse,  jedoch  meistens  wenig  beträchtliche  Tiefe 
in  den  Krystall  ein,  der,  wie  bereits  angedeutet,  in  seiner  ganzen 
übrigen  Masse  stark  durchscheinend  ist. 

Die  mit  den  Flächen  des  Grundrhomboeders  R  parallelen  Durch- 
gänge scheinen  bei  diesen  Krystallen  etwas  weniger  entwickelt  zu  sein 
als  bei  den  isländischen;  dagegen  tritt  der  Durchgang  parallel  mit  OR 
wohl  etwas  deutlicher  hervor  als  sonst. 

Auf  der  Polecke  des  ausserordentlich  stumpfen  Rhomboeders 
(also  ungefähr  in  der  Mitte  der  Endfläche)  sitzt  ebenso  wie  bei  den 
Krystallen  einiger  vorhergehenden  Gruppen  (S.  218)  anscheinend  ein 
kleiner   Eisenkieskrystall ,   der   mit   einer   dreikantigen  Ecke  aus  der 
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^^ndflache  hervorragt,  und  in  vollkommen  bestimmter  Weise  gegen 
len  Kalkspathkrystall  gelagert  ist.  Beim  Zerbrechen  der  kleinen 
lervorstehenden  Ecke  ergiebt  sich  aber,  dass  dieselbe  keinem  soliden 
Eisenkieskrystalle  angehört,  sondern  nichts  weiter  ist,  als  die  Ecke 
eines  kleinen  spitzeren  Kalkspathrhomboeders  (vergl.  oben  S.  213)  in 
der  Stellung  des  Grundrhouiboeders,  dessen  Flüchen  mit  kleinen  Eisen- 
kiespartikelchen  bedeckt  sind.  Durch  diese  Bildung  erklärt  sich  auch 
die  feste  Lage  des  scheinbaren  Eisenkieskrystalles  gegen  den  grossen 
Krystall. 

Ausserdem  sind  die  Flächen  des  ausserordentlich  stumpfen  Rhom- 
boeders  (die  scheinbare  EndflUcho)  ziemlich  gleichförmig  mit  äusserst 
tieinen  staubförmigen  Eisenkieskrystallen  bestreut,  die  sich  also 
nicht  wie  bei  den  früher  beschriebenen  Krystallen  (S.  213)  in  der 
Richtung  der  Kanten  des  Grundrhomboeders  in  stärkerer  Weise  an- 
häufen. 

In  elektrischer  Beziehung  ist  die  obere  EndflUche  und  die  Bruch- 
Oäche  am  unteren  Ende  positiv,  und  zwar  letztere  beträchtlich  stärker 
als  erslere,  während  auf  der  Prismenlläche  negative  Polarität,  wenn 
auch  oft  nur  in  geringer  Stärke  beobachtet  wiid. 

Krystall  No.  20.    Taf.  I,  Fig.  20. 

Das  untere  Ende  dieses  Krystalles  wird  von  einem  Durchgange 
begrenzt,  welcher  unten  auf  der  (in  der  Zeichnung  nicht  sichtbaren, 
rechts  neben  2  liegenden)  Prismenfläche  3  aufsitzt  und  in  mehreren 
Abstufungen  sich  wiederholt. 

Krystall  No.  21.    Taf.  I,  Fig.  21. 

Das  untere  Ende  dieses  Krystalles  ist  von  einem  Durchgange 
begrenzt,  welcher  unten  auf  der  in  der  Figur  nicht  gezeichneten 
links  neben  6  liegenden)  Fläche  5  aufsitzt,  und  in  mehreren  Ab- 
iufungeu  verläuft. 

Krystall  No.  22.    Taf.  I,  Fig.  22. 

Von  der  natürlichen  seitlichen  Begrenzung  sind  allein  die  zwei 
'ismenflächen  1  und  2  in  einiger  Ausdehnung  vorhanden;  von  den 
ächen  3  und  6  erscheinen  nur  kleine  U(4)erresle,  uiul  an  die  Stelle 
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der  Flüchen  i  und  5  ist  ein  unrcgehnässigcr  Bruch  getreten.  Das 
untere  Ende  wird  von  einem  unten  auf  der  Fläche  3  aufsitzendeD 
Durchgange  begrenzt. 

Krvstall  No.  23.    Taf.  I,  Fig.  23. 

An  diesem  Krystalle  sind  nur  die  Prismenflüchen  1,  6  und  5 
sowie  ein  kleines  Stück  der  Flüche  2  erhalten,  wührend  die  Flachen 
3  und  4  verbrochen  sind.  Auf  der  unteren  Seile  bildet  der  daselbst  auf 
der  Flüche  3  aufsitzende  Durchgang  die  hauptsüchlichste  Begrenzung. 

Krystalle  No.  24  und  25.    Taf.  I,  Fig.  24  und  25. 

Dii^  l)eiden  Krystalle  No.  24  und  25  hatten  ursprUnglicIi  an  ein- 
ander gesessen;  jedoch  waren  die  Axen  der  beiden  Krystalle  nichl 
genau  parallel.  Der  Krystall  No.  24  wird  unten  vorzugsweise  von 
dem  daselbst  auf  der  Flüche  5  aufsitzenden  Durchgange  begrenzt. 

Auf  der  unleren  Begrenzung  der  beiden  Krystalle  v^^üchst  die 
positive  Klektricitat  nach  der  Seite  hin,  mit  welcher  sie  an  einander 
gesessen  haben. 

G.  Niedrige  Prismen  ooR  mit  der  Endfläche  OR. 

Die  Kryslalle  dieser  Grup|)e  bilden  niedrige  Prismen  ooR  mil 
der  geraden  Endflüche  OR;  und  es  erscheinen  diese  niedrigen  Prismen 
wie  Pfennige  zu  einer  Süule  dergestalt  auf  einander  gelegt,  dass  ihre 
Hiuiptaxen  parallel  sind.  Die  Individuen  einer  solchen  Säule  lassen 
sich  deutlich  von  einander  unterscheiden,  weil  sie  verschiedene 
Querdinchiuesser  besitzen  und  auch  öfter  etwas  seitHch  verschoben 
sind;  jedes  einzelne  Individuum  besteht  aus  einem  weisslichen  Kerne, 
der  nur  sehr  wenig  durchscheinend  ist,  und  von  einem  graulichen, 
etwas  dmchsichtigen  iMantel  von  imgeföhr  1 '""'  Dicke  umgeben  wird. 
Diese  grauliche  Schicht  scheint  bei  allen  Krystallen  des  vorliegenden, 
der  Freiberger  Sammlung  gehörigen  Handslückes,  mögen  sie  grösser 
oder  kl(Mner  sein,  dieselbe  Dicke  zu  besitzen. 

Krystalle  No.  2G,  27  und  28.    Taf.  1,  Fig.  2G,  27  und  28. 

Bei  allen  drei  Krystallen,  von  denen   jeder  nur  aus  einem  ein- 
zelnen  der   oben    beschriebenen   Individuen    besteht,   bildet  auf  der 
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)eren  Seile  die  gerade  Endfläche  OR  die  Begrenzung;  auf  der  unteren 
ber,  mit  welcher  die  Krystalle  aufgesessen  haben,  erscheinen  neben 
•esten  der  Fläche  OR  noch  Bruchflächen. 

Die  Prismenflächen  ooR  sind  vorzugsweise  negativ;  die  untere 
Seile  erscheint  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  oder 
«igt  neben  einer  grösseren  positiven  Zone  kleinere  negative  Stellen, 
^ihrend  die  obere  Seite  entweder  überall  negativ  ist,  oder  gleich- 
witig  negative  und  positive  Stellen  enthält.  Sehr  wahrscheinlich  ist 
fcr  Grund  für  das  Auftreten  von  negativer  Elektricität  auf  den  Flächen 
W  in  der  sehr  geringen  Höhe  der  Prismenflächen  zu  suchen. 

'  Krystalle,  deren  Seitenflächen  durch  das  sehr  spitze  Bhomboeder 
'16R,  und  deren  Endflächen  durch  das  Bhomboeder   —  JR   gebildet 

werden. 

Kryslall  No.  29.    Taf.  I,  Fig.  29. 

Der  Krystall  No.  29  von  rauchgrauer  Farbe  gehört  der  Freiberger 
mnihing;  seine  Form  ist  die  von  Hauy  mit  dem  Namen  dual 
aceichnete.  Das  untere  Ende  ist  ziemlich  eben  abgebrochen  und 
seiner  Oberfläche  mit  einer  schwärzlichen  Substanz  imprägnirt. 
nc  zweite  dünne  schwärzliche,  senkrecht  gegen  die  Axe  gerichtete 
:hicht  findet  sich  V4  vom  unteren  Ende  und  eine  dritte  eben  solche 
der  Mitte  des  Krystalles. 

Die  elektrische  Erregung  ist  nicht  stark,  aber  dieselbe  wie  bei 
Hl  Krystallen  der  ersten  Gruppe  unter  A,  a  (S.  207). 

»  Krystalle,  welche  seitlich  von  einem  spitzen  Skalenoeder  und  Bhombo- 
leri  und  an  den  Enden  von  dem  stumpfen  Bhomboeder  — .]  K  begrenzt 

werden. 

Die  betreflenden  Krystalle  habe  ich  von  einem  älteren  Hand- 
IsScke  abgebrochen,  dessen  Fundort  als  unbekannt  bezeichnet  war. 
ie  sind  sämmtlich  mit  dem  einen  (unteren;  Ende  aufgewachsen 
Bwe.sen,  und  werden  am  oberen  Ende  begrenzt  von  den  Flächen 
les  Rhomboeders  — -jRj  '^^  <1<^"  Seiten  liegen  zunächst  die  Flächen 
Ines  spitzen  Skalenoeders,  dessen  stumpfer  Polkantenwinkel  aber 
■ndlich  verläuft,  sodass  beide  Flächen  gewissermassen  eine  um  die 
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geneigte  I)iaii;(3nale  des  eiils|)rechen(len  Rhoiuboeders  gekrümmte  Fl[lclie 
darstellen.  Zwischen  diesen  Flüchenpaaren  des  Skalenoeders  liegen 
die  Flachen  eines  spitzen  Rhoinboeders  in  der  Stellung  des  Rhombo- 
eders  — J  R.  Die  Rander  der  Flachen  dieses  Rhomboeders  zeigea 
schmale  Saume,  wie  sie  entstehen  w(ir(hMi,  wenn  ein  auf  die  Fldchen 
des  Skalenoeders  geklebtes  Papierblatt  sich  n)it  einem  schmalen  Streifen 
über  die  Kanten  hinweg  noch  auf  die  Rhond)oederflächen  legte. 

tm  fnnern  der  Krjstalle  eischeinen  die  drei  Polkanten  eines 
spitzen  Rhomboeders  in  der  Stellung  des  Grundrhomboeders  in  schwärz- 
lichen Ünuissen;  die  dunkle  Farbe  rührt  von  Eisenkiestheilchen  her. 
Diese  Polkanten  steigen  aufwärts  bis  zur  Polecke  des  Rhomboeders —fR, 
und  endigen  daselbst  in  der  oben  bereits  zwei  iMal  (S.  213  u.  217) 
beschriebenen  dreikantigen  Kcke,  welche  wie  ein  kleiner  Eisenkies- 
krystall  aus  der  Polecke  hervorragt.  Die  Lage  dieser  Ecke  gegen 
die  Flachen  des  Rhond)oeders  — J  R  ist  dieselbe,  wie  oben  bei  der 
zweiten  Gruppe  (S.  213),  so(hiss  also  das  innere  Rhomboeder,  dessen 
Polkanten  in  die  Kanten  dieser  Ecke  auslaufen,  wie  bereits  erwähnt, 
die  Stellung  des  Grundrhomboeders  besitzt. 

Diese  zuletzt  angegebene  Bildung  weist  wohl  mit  voller  Bestimmt- 
heit auf  die  Schneeberger  Gruben  als  Fundort  hin. 

Kryslalle  No.  30  und  31.    Taf.  I,  Fig.  30  und  31. 

Beide  Krystalle,  No.  30  und  31  ,  sind  an  dem  unteren  Ende 
unregelmassig  verbrochen. 

Die  Flachen  des  Rhomboeders  —  l  R  am  oberen  Ende  und  die 
Bruchllache  am  unteren  sind  positiv  elektrisch,  letztere  jedoch  stärker 
als  die  ersteren.  Die  seillichen  Flachen  des  Skalenoeders  und  spitzen 
Rhomboeders  zeigen  dagegen  negative  Polarität. 


II.  Krystalle  aus  Freiberg. 

Die  drei  im  Folgenden  behandelten  und  auf  der  Tafel  I  abge- 
bildeten Krystalle  No.  32,  33  und  34  waren  Combinalionen  de< 
Rhomboeders  — JR  mit  sehr  kleinen,  oder  doch  nur  wenig  aus- 
gedehnten Prismenflachen  ooR. 
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Krystall  No.  32.    Taf.  I,  Fig.  32. 

Der  Fundort  der  Druse,  von  welcher  ich  den  Krystall  No.  32 
abgelöst  habe ,  ist  nicht  angegeben ;  dein  Ansehen  nach  stammt  sie 
aus  den  Freiberger  Gruben.  Der  Krystall  No.  32  trägt  nicht  blos 
auf  seiner  oberen  Seite  die  Flüchen  des  ersten  stumpferen  Rhombo- 
eders,  sondern  auch  auf  der  unteren  zeigen  sich  noch  Reste  der- 
selben; er  war  nämlich  mit  seiner  unteren  Polecke  angewachsen 
gewesen,  und  beim  Abbrechen  daselbst  eine  von  den  drei  Durch- 
gängen begrenzte  Vertiefung  entstanden,  um  welche  herum  die  Reste 
der  drei  Rhomboederflächen  liegen.  Die  Rhomboederflächen  am 
oberen  Ende  sind  ziemlich  eben,  dagegen  am  unteren  Endo  stark 
treppenförmig  gebildet.  Die  Prismenflächen  sind  nur  kurz  und  dabei 
uneben;  in  Fig.  32  ist  nur  die  Projection  des  oberen  Endes  abgebildet. 

Sämmtliche  Rhombocderflächen  sowie  die  Durchgangsflächen  am 
unleren  Ende  sind  positiv,  letztere  in  grösserer  Stärke  als  erstere; 
die  Prismenflächen  zeigen  negative  Polarität,  welche  in  Fig.  32  durch 
den  an  dem  Umfange  eingetragenen  Farbensaum  angedeutet  ist. 

Krystall  No.  33.    Taf.  I,  Fig.  33. 

Das  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Handstück, 
von  welchem  ich  den  Krystall  No.  33  abgelöst  habe,  ist  nach  der 
Angabe  eines  beiliegenden  Zettels  1811  aus  der  Freiberger  Mineralien- 
niederlage  gekauft  worden;  sein  Aussehen  weist  auf  die  Freiberger 
Gruben  als  Fundort  hin. 

Der  Krystall  No'.  33  war  seitlich  mit  der  Fläche  5  angewachsen 
gewesen,    und   trägt   an    ihrer  Stelle   gegenwärtig  eine   Bruchfläche; 
dagegen  finden  sich  an  beiden  Enden  die  Flächen  des  Rhomboeders 
— |R  ausgebildet. 

Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  No.  32  beobachteten, 
jedoch  ist  die  seitliche  Bruchflächc  5  positiv. 


Krystall  No.  34.    Taf.  1,  Fig.  34. 

Der  Krystall  No.  34  war  mit  Bestimmtheit  als  aus  Freiberg 
stammend  bezeichnet.  Die  Prismenflächen  sind  äusserst  klein;  es 
wird  daher  genügen  nur  die  Projection  des  oberen  Endes  abzubilden. 
Die  Rhoraboederflächen ,  sowohl   auf  der   oberen,   als  auch  auf  der 
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weniger  vollkommen  gebildeten  unleren  Seile,  sind  positiv,  der  Rand 
(die  PrismenfliicJien)  negativ ;  ich  habe  in  der  Zeichnung  die  letzlere 
Polarität  durch  den  farbigen  Saum  angedeutet. 

IIL  Krystalle  unbekaDDteD  FuDdortes. 

Die  niichstfolgenden  beiden  Kryslalle  No.  35  und  36  stammen 
von  einem  Handslücke,  über  dessen  Fundort  ich  keine  Vermuthung 
aufzustellen  vermag. 

Krystalle  No.  35  und  36.    Taf.  I,  Fig.  35  und  36. 

Das  obere  Ende  zeigt  eine  kleine  rauhe  Endfläche  OR;  um  diese 
liegen  sehr  kleine  Rhomboederflächen,  die  wahrscheinlich  dem  Grund- 
rhomboeder  angehören,  und  an  welche  sich  die  Flächen  eines  spitzeren 
in  gleicher  Stellung  betindlichen  Rhomboeders  anschliessen.  Seillich 
werden  die  Krvstalle  von  den  abwechselnd  breiten  und  schmalen 
Flächen  ooR  und  kleinen  Flächen  ooP2  begrenzt.  Ausserdem  finden 
sich  noch  schmale  Abstumpfungen  der  von  den .  Prismenllächen  ooR 
und  den  Flächen  des  spilzeren  Rhomboeders  gebildeten  Kanten.  Am 
unteren  Ende  sind  die  Krystalle  verbrochen.  Ihre  Masse  ist  farblos 
und  wasserhell. 

Die  obere  Endfläche  nebst  den  anliegenden  Theilen  der  Prismen- 
flachen,  sowie  die  Bruchfläche  am  unteren  Ende  sind  positiv,  der 
übrige  Tlieil  der  Prismenflächen  negativ;  nur  an  dem  Krystall  No.  35 
zeigt  eine  (auf  der  in  der  Abbildung  nicht  gezeichneten  Rückseile 
gelegene)  Prismenfläche,  welche  durch  Abbrechen  eines  kleinen  da- 
selbst angewachsenen  Kryslalles  verletzt  ist,  positive  Spannung. 

IV.  Krystalle  ?on  Aiston  in  Cunberland, 

Die  schönen  farblosen,  oft  vöHig  durchsichtigen  Krystalle  von 
Alslon  in  Cumberland  stellen  gewöhnlich  eine  Combination  folgender 
Gestalten  dar:  ooR,  ooP2,  ein  spitzes  Skalenoeder  — 2R2  (dessen 
stumpfe  Polkanle  also  über  der  geneigten  Diagonale  des  Rhomboeders 
—  |R  liegt),  und  die  Endfläche  OR;  zuweilen  fmden  sich  noch  zwei 
Rhomboeder  oberhalb  der  Flächen  des  Skalenoeders  und  ein  Rhom- 
boeder  in  der  Stellung  des  Grundrhomboeders  (vielleicht  dieses  selbst}. 

Die   mir  zur  Verfügung  stehenden  Kryslalle  sind  sämmtlich  mit 
dem  einen   (unteren)  Ende  aufgew  achsen  gew  esen ;  die  Rhomboeder- 
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and  Skaienoedertlächen  am  ausgebildeten  Ende  verlaufen  rundlich, 
oder  erscheinen  wie  das  Rhomboeder  in  der  Stellung  des  Grund- 
rhomboeders  matt,  sodass  eine  genaue  Messung  nicht  ausgeführt 
werden  konnte.  Die  Endfläche  OR  sieht  wie  zerfressen  oder  hügelig 
aus,  und  wird  durch  mehr  oder  weniger  zahlreiche  in  gleichem 
Niveau  endigende  Spitzen,  zwischen  denen  der  Raum  nicht  ganz 
ausgefüllt  ist,  gebildet. 

Krj  stall  No.  37.    Taf.  II,  Fig.  37. 

Der  Krystall  No.  37  gehört  der  Freiberger  Sammlung;  er  ist 
vollkommen  wasserhell,  zeigt  jedoch  zahlreiche  Sprünge  nach  den 
BlaUerdurchgängen.  Am  unteren  Ende  ist  er  von  einem  auf  der 
vorderen  Prismenfläche  1  aufsitzenden  Durchgange  begrenzt;  die  Seilen- 
flächen  1,  3  und  5  sind  breit,  dagegen  2,  4  und  6  schmal. 

Die  obere  Hälfte  des  Krystalles  saniint  der  Fläche  0  R  ist 
negativ ;  die  untere  sammt  dem  Durchgange  positiv.  Die  grösste 
Intensität  der  negativen  Elektricität  liegt  am  oberen  Rande  der 
Prismenflächen;  auf  den  schmalen  Prismenflächen  scheint  die  nega- 
tive etwas  weniger  weit  herabzugehen  als  auf  den  breiten.  Die 
positive  Elektricität  besitzt  ihre  grösste  Stärke  auf  dem  unteren  Durch- 
gange, und  nimmt  auf  dieser  Fläche  nach  oben  hin  zu;  der  Durch- 
gang zeigt  also  auf  diesem  Individuum  in  Bezug  auf  die  Intensitlit 
seiner  elektrischen  Spannungen  ein  entgegengesetztes  Verhallen,  als 
die  entsprechenden  Durchgänge  bei  den  Schneeberger  Krystallen 
unter  1,  A,  a  (S.  208). 

Krystall  No.  38.    Taf.  II,  Fig.  38. 

Der  Krystall  No.  38  ist  etwas  weniger  klar  als  der  vorhergehende; 
unter  seinen  Prismenflächen  sind  die  beiden  gegenüberliegenden  1 
und  4  breit,  2,  3,  5  und  6  aber  schmal;  die  elektrische  Verlheilung 
gleicht  der  zuvor  angegebenen.*) 


*)  Bis  zu  Krystall  No.  37  sind  die  Netze  und  Projeclionen  so  gezeichnet,  dass 
die  Durchgänge  [R]  unten  auf  den  Flächen  1,  3  und  5  aufsitzen.  Von  No.  38  an  ist 
dagegen  die  Stellung  so  gewählt,  dass  der  Ueberblick  der  Form  am  deutlichsten  wird. 
So  ist  also  z.  B.  in  No.  38  der  Krystall  in  einer  gegen  die  früheren  Abbildungen  um 
60°  gedrehten  Stellung  gezeichnet,  so  dass  jene  Durchgänge  hier  unten  auf  die  Flächen 
2,  4  und  6  fallen.  Es  ergiebt  sich  stets  sofort  aus  den  Zeichnungen  ,  welche  Stellun 
für  sie  angenommen  ist. 


n 
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Der  Krystall  zersprang  beim  Erhitzen  parallel  noit  dem  unten 
auf  der  Fläche  6  aufsitzenden  Durchgange;  uß  deutet  die  Richtung 
des  Sprunges  auf  den  Fliichen  2,  1  und  6  an.  Fig.  38  b  stellt  die 
untere  Durchgangstlöche  am  oberen  Sltlckc  A,  und  Fig.  38  c  die 
obere  Durchgangsdäche  am  unteren  Stücke  ß,  und  Fig.  38  rf  die 
Projection  des  von  zwei  Durchgangsflächen  begrenzten  unteren  Endes 
eben  dieses  Stückes  li  dar.  Die  an  den  Seiten  dei'  Fig.  38  h  und 
38  c  helindlichen  Zahlen  deuten  die  Seitenflächen  an,  deren  Durch- 
schnitt sie  darstellen. 

Die  unlere  Durchgangsfläche  am  oberen  Stücke  zeigt  positive 
Spannung;  die  Stiirke  derselben  nimmt  nach  unten  hin  ab,  jedoch 
weniger  in  der  Nähe  der  Prismenfläche  1  ,  als  in  der  Nähe  der 
Prismenfläche  4,  so  dass  das  Minimum  in  dem  von  den  Flächen  i 
und  5  gebildeten  Winkel  liegt,  während  das  Maximum  gegenüber 
ungefähr  in  dem  von  den  Flächen  I  und  2  eingeschlossenen  Winkel 
erscheint.  Die  obere  Durchgangsfläche  am  unteren  Stücke  zeigt 
negative  Elektricität  und  zwar  nach  unten  hin  an  Stärke  ai)uehiueDd. 
Das  Maximum  liegt  oben  in  dem  von  den  Flächen  2  und  3  gebil- 
deten Winkel,  während  das  Minimum  unten  am  Rande  der  Fläche  6, 
oder  in  dem  von  den  F'lächen  5  und  6  gebildeten  Winkel  gefunden 
wird. 

Betrachtet  man  die  elektrische  Vertheilunü;  auf  den  Krvslallen 
von  Aiston,  und  besonders  auch  das  Verhalten  der  F^ig.  38  fr  und  f 
g(*zeichneten  Durchgangsfläclien  ohne  Beziehung  zu  den  übrigen  in 
dieser  Abhandlung  untersuchten  Krystallen,  so  macht  diesell)e  den. 
Eindruck,  als  ob  man  einen  hemimorphen  Krystall,  wie  den  Turnialin 
vor  sich  habe.  Indess  kann  beim  Kalkspath  von  einem  wahren 
Hemimorphismus,  wie  ihn  der  Turnialin,  das  Kieselzinkerz  u.  s.  \v. 
zeigen,  nicht  die  Rede  sein.^)  Es  sind  dies  Vorgänge,  wie  ich  sie 
auch  schon  beim  Topas  l)eobachtet  habe,  und   weiterhin  beim  Apo- 


*)  Wenn  Naumann  in  seiner  Mineralogie  KalkspaUikrystalle  aus  dem  Ahrnlha\ 
in  Tvrol  anführt,   welche  an  dem  einen  Knde  von  Rhomboedern  und  Skalenoedero. 
am  anderen  aber  nur  von  der  basischen  EndlVache  begrenzt  werden  ,  so  sind  dies 
durch    zurällige   äussere    Umstände   veranlasste   unsymmetrische  Ausbildungen,  we 
solche   auch   nach   der  Hauptaxe  beim  Bergkryslall   (Bd.  XIII  dieser  Abb.   S.  336), 
Topas  (Bd.  XIV,  S.  37  i)  undBerWI  [s.  spälerS.  233),  und  nach  der  Brachydingonale  beim 
Schwerspalh    (Bd.  XV,  S.  278)   vorkommen;   sie   weisen  durchaus  nicht  auf  einen 
wahren  Hemimorphismus  hin. 
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phyllit  und   in  einer  folgenden  Abhandlung  l)eim  Gyps  wieder  be- 
schreiben werde. 

Kryslall  No.  39.    Taf.  U,  Fig.  39. 
Der  Krystali  No.  39  ist  in  seiner  Masse  wieder  klarer,  in  Betreff 
seiner  elektrischen  Verlheilung  gleicht  er  den  beiden  vorhergehenden. 

V«  Krystalle  tom  Andreasbei^. 

Krystali  No.  40.    Taf.  II,  Fig.  40. 

Der  sehr  durchsichtige  und  klare  Krystali  No.  40  ist  eine  Com- 
bination  von  ooR,  einem  spitzen  Rhomboeder  mit  matten  Flächen 
und  einer  matten  weisslichen  Endfläche  OR.  Die  unterhalb  dieser 
Fläche  OR  liegende  undurchsichtige  weissliche  Schicht  ist  etwas 
dicker  als  2""  und  geht  unmittelbar  in  die  klare  durchsichtige  Masse 
über.     Am  unteren  Ende  ist  der  Krystali   unregelmässig  verbrochen. 

Die  elektrische  Erregung  ist  nur  schwach ;  die  Endfläche  und 
die  vordere  grosse  Fläche  des  spitzen  Rhomboeders  zeigen  negative 
Spannung;  die  Prismenflächen  sind  in  den  oberen  Theilon  auch  wohl 
noch  sehr  schwach  negativ,  in  ihren  unteren  Theilen  aber  positiv. 

Krystali  No.  41.    Taf.  II,  Fig.  41. 

Der  Krvstall  No.  41  stellt  eine  Combination  von  mehreren  in 
einander  übergehenden  Skalenoedern  (R3,  RS,  R7),  einem  spitzen 
Rhomboeder  4R  und  dem  Prisma  c»P2  dar.  Das  untere  Ende  ist 
theils  von  einer  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  angeschliffenen  Fläche 
acdef^  theils  von  einem  Durchgange  abc  begrenzt.  An  der  Kante 
d  liegt  eine  schmale  Fläche  von  cx)P2.  Fig.  41  A  und  B  stellen  die 
vordere  und  hintere  Ansicht  in  Projectionen  dar,  während  Fig.  41  C 
die  untere  angeschliflene  Endfläche  nebst  dem  daselbst  vorhandenen 
Durchgange  [R]  abbildet. 

Die  angeschJiffene  Fläche  nebst  dem  Durchgange  [R]  am  un- 
teren Ende  sind  sehr  stark  positiv,  die  seitlichen  Begrenzungs- 
flächen dagegen  negativ;  jedoch  erscheint  auf  der  grössten  Fläche 
des  Rhomboeders  4R  und  etwas  daneben  (links  nach  oben  und 
rechts  nach  unten)  wieder  |)ositive  Elektricität.  Auf  den  meisten 
Skalenoederflächen  ist  die  negative  Elektricität  oben  stärker  als 
unten,  nur  auf  der  linken  Fläche  der  Projection  A  besitzt  sie  oben 
und  unten  eine  grössere  Intensität  als  in  der  Mitte. 
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VI.  Krystalle  aus  Derbyshirf. 

Die  von  mir  untersuchten  Krystalle  sind  in  der  Mehrzahl  ein- 
fache;  einige  zeigen  jedoch  die  gewöhnhche  ZwilHngsbildung.  Sie 
sind  meistens  von  dein  Skalenoeder  R3  begrenzt,  zu  welchem  bis- 
weilen noch  das  verticale  Prisina  c^R,  in  einem  Falle  auch  das 
Rhomboeder  R.  und  in  einem  anderen  sehr  schmale  Flächen  des 
Rhomboeders  — 2R  hinzutreten. 

In  elektrischer  Beziehung  zeigen  die  Kalkspäthe  aus  Derbyshire 
eine  Vertheilung  der  beiden  Polaritäten,  welche   der  bei  den  unler 
I,  A,  a  beschriebenen  Schneeberger  Krystallen  beobachteten  gerade  ent- 
gegengesetzt   ist.      Während   die  eben    genannten    Kristalle  an  den 
Enden  der  Hauptaxe  positive  und  auf  den  prismatischen  Seiteoflächen 
negative  Polarität  darbieten,  erscheint  gerade  entgegengesetzt  bei  den 
Krystallen   aus   Derbyshire  die   negative  Elektricität  an   den  beiden 
Enden   der  Hauptaxe   und   nimmt  gegen  die  Mitte  des  Krystalls  hin 
ab.     Sind  die   Flächen  ooR   vorhanden,   so  tragen   sie  die  positive 
Zone,  die  sich  noch  etwas  über  die  benachbarten  Theile  der  Skale- 
noederflächen  ausbreitet.     Fehlen  diese  Flächen,  so  tritt  die  positive 
Spannung    auf   den   Randkanlen    und    den   anliegenden    Streifen  der 
Skalenoederflächen  R3  auf;   dabei   hat  es  den  Anschein,  als  ob  die 
positive  Zone  nicht  den  schief  auf-  und  niedersteigenden  Skalenoeder- 
kanten    folgt,   sondern    niehr    eine    horizontale   (d.  h.  mit    der  Basis 
parallele)  Lage  besitzt,  und  also  in  ihrem  Maximum  die  Skalenoeder- 
kanten  kreuzt.    Leider  war  das  mir  vorliegende  und  zu  diesen  Unter- 
suchungen  brauchbare  Material  an  Krystallen  so  unvollkommen  und 
zum  Theil   durch   aufgewachsene   kleine   Krystalle   in   seiner  Bildung 
so  gestört,  dass   ich   den  eben  in  Betreif  der  horizontalen  Lage  der 
positiven    Zonen    ausgesprochenen    Salz    nicht    streng    nachzuweisen 
vermag. 

Aber  nic^ht  blos  in  den  elektrischen  Vorgängen  auf  der  Ober- 
fläche der  unverletzten  Krystalle,  sondern  eben  so  sehr  auch  in  dem 
Verhalten  der  Durchgangsflächen  tritt  der  Gegensatz  zwischen  der 
Schneeberger  und  den  Derbyshirer  Kalkspäthen  hervor. 

Wird  ein  Derbyshirer  Kalkspathskalenoeder  parallel  einem  Durch 
gange  zersprengt,  und  stellt  man  beide  Stücke  mit  ihren  Spitze 
nach    oben ,   so   ändert  sich   auf  den   am   unteren  Ende  befiodlichei 
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DurchgangsHächen  die  Elektricitlüt  in  der  Weise,  dass  die  positive 
Spannung  von  oben  nach  unten  hin  abnimmt  und  je  nach  der  Lage 
dieser  Flächen  im  ganzen  Krystalle  unten  selbst  ins  Negative  über- 
geht, oder  dass  wenn  zufolge  ihrer  Lage  die  eine  dieser  Flächen 
überall  negativ  erscheint,  auf  ihr  diese  negative  Spannung  in  der 
Richtung  von  oben  nach  unten  hin  zunimmt;  die  Aenderung  erfolgt 
in  der  Richtung  von  oben  nach  unten  also  stets  im  Sinne  vom  Posi- 
tiven zum  Negativen,  während  sie  bei  den  Schneeberger  Krystallen 
in  derselben  Richtung  im  gerade  umgekehrten  Sinne  (S.  208)  be- 
obachtet wurde.  Bringt  man  beide  Stücke  wieder  in  die  Stellung, 
welche  sie  im  ganzen  Krystalle  einnahmen,  so  ändert  sich  also  die 
elektrische  Spannung  in  der  Richtung  von  oben  nach  unten  auf  der 
unteren  Durchgangsfläche  am  oberen  Stücke  im  Sinne  vom  Positiven 
zum  Negativen,  und  auf  der  oberen  Durchgangsfläche  am  unteren 
Stücke  im  Sinne  vom  Negativen  zum  Positiven;  sonach  würde  auch 
hier  die  Summe  der  auf  gegenüberliegßnden  Punkten  der  beiden 
Flächen  befindlichen  elektrischen  Spannungen  (genommen  mit  Rück- 
sicht auf  ihr  Vorzeichen)  angenähert  eine  conslante  Grösse  sein. 

Diese  Unterschiede  zwischen  den  erwähnten  Schneeberger  und 
den  Derbyshirer  Krystallen  sind  nun,  wie  schon  aus  dem  Vorher- 
gehenden sich  ergiebt,  mit  wesentlichen  Verschiedenheiten  in  der 
äusseren  Form  verbunden.  Vergleichen  wir  die  unter  L  A,  a  be- 
schriebenen Schneeberger  Kalkspäthe  mit  den  vorliegenden  Derby- 
shirem,  so  treten  besonders  drei  Unterschiede  hervor: 

1 .  Bei  den  Schneeberger  Krystallen  (I.  A,  a)  ist  die  Hauptaxe 
kürzer,  bei   denen   aus  Derbyshire  verhältnissmässig  länger; 

2.  Bei  den  ersteren  bilden  stumpfe  Rhomboeder,  bei  den  letz- 
teren spitze  Skalenoeder  die  Begrenzung  an  den  Enden  der 
Hauptaxe. 

3.  Bei  den  ersteren  haben  die  Rhomboeder  eine  um  60^  gegen 
das  Grundrhomboeder  gedrehte  Stellung,  während  die  an 
den  Derbyshirer  Krystallen  auftretenden  Skalenoeder  in  ihrer 
Stellung  dem  Grundrhomboeder  entsprechen. 

Krystall  No.  42.    Taf.  II,  Fig.  42. 

Der  fast  farblose,  nur  schwach  gelbliche  Krystall  No.  42  gehört 
der  Freiberger  Sammlung.     Fig.  42,  Taf.  II  stellt  zwei   Projectionen 


desselben    dar.      Er   ist   ein   Zwillingskrystall   von    der   CombioalioD 
R3,  ooR  und  — SIR,  dessen  untere  Halde  sich  in  zwei  Spitzen  auflösl. 

Krystall  No.  43.    Taf.  II,  Fig.  43. 

Die  (lunkelrauchgrau  gefärbten  Krystalle  No.  43  bis  No.  47  sind 
von  einem  und  demselben  HandstUcke  abgebrochen  worden,  und  wer- 
den allein  von  der  Gestalt  R3  gebildet;  soviel  sichtbar  ist,  sind  sb 
fast  slimmtlich  einfache  Krystalle. 

Einige  Fl[lchen  des  Krystalles  No.  43  waren  ziemlich  vollkommen 
ausgebildet. 

Krystall  No.  44.    Taf.  II,  Fig.  44. 

Der  Krystall  No.  44  ist  an  den  meisten  Stellen  sehr  mangelhaft 
ausgebildet ;  namentlich  stellen  zahlreiche  kleinere  Individuen,  weichte 
aus  seinen  Flächen  hervorgewachsen  sind,  der  genauen  Untersuchung 
grosse  Hindernisse  entgegei^ 

Krystall  No.  45.    Taf.  11,  Fig.  45.. 

Das  untere  Ende  dieses  Krystalles  wird  durch  eine  eigenthüm— 
lieh  matte  gegen  die  Hauptaxe  nahe  senkrecht  stehende  FlUche  be- 
grenzt, welche  durch  Anliegen  an  andere  Massen  gebildet  zu  sein 
scheint.  Auf  der  Rückseite  findet  sich  eine  starke  Verletzung  durch 
Bruch  «/?/.  Diese  Bruchtlüchc  ußy  ist  positiv;  die  matte  Fläche 
am  unteren  Ende  aber  stark  negativ,  zeigt  also  bereits. die  PolaritÄt 
des  unteren  Endes. 

Krystall  No.  46.    Taf.  II,  Fig.  46. 

Der  Krystall  No.  46  hatte  sich  nach  oben  in  drei  Spitzen  (deren 
eine  verbrochen)   ausgebildet,  nach  unten  hin  war  seine  Bildung  ge- 
hemmt worden.    Da  die  eine  Seitenkante  des  Skalenoeders  gut  au^- 
gebildet  ist,  bilde  ich  ihn  Fig.  46  in  einer  Projection  ab. 

Krystall  No.  47.    Taf.  2,  Fig.  47. 

Fig.   47    stellt    eine    seilliche   Projection   dieses   Krystalles   dar. 
Nach  der  Richtung  aßy  ist  er  parallel  mit  einem  Durchgange  in  die 
beiden  Stücke  A  und  B  zersprengt  worden.    Fig.  47  h  zeigt  die  untere 
Durchgangsfluche  an  dem  oberen  Stücke  A\  auf  dieser  Durchgangs- 
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flache   nimmt   die    positivo   Spannung   nach   oben  liin  zu.     Fig.  47  c 

ist  eine  Abbildung  der  oberen  DurcJigangsfläche  am  Stücke  /?,  welche 

an   der   Fig.  47  b   gezeichneten   Flüche  angelegen   hatte;   die   Fläche 

Fig.  47  c  zeigt  in  ihren  oberen  Theilen  negative  Elektricität,  welche 

weiter    abwSlrts   in   die    positive    übergeht;   es    wächst   also    auf   ihr 

die  elektrische  Spannung  im  negativen  Sinne  von   unten   nach  oben. 

Die  beiden  Durchgangsflächen  Fig.  47  b  und  c  verhalten  sich  sonach 

analog,  wie  die  entsprechenden  Flächen  an  den  Krystallen  von  Aiston 

iNo.  37  und  38),  stehen   also   im  Gegensatze  zu  der  ersten  Abthei- 

luDg  der  Schneeberger  Krystalle  (I,  A,  a). 

Krystall  No.  48.    Taf.  II,  Fig.  48. 

Die  bräunlichgelben  Krystalle  No.  48  bis  No.  52  sind  wieder 
sümmtlich  einer  von  Mallock  stammenden  Druse  entnommen;  ein 
Theil  derselben  besteht  aus  Zwillingen. 

Der  Krystall  No.  48  ist  unten  von  zwei  Durchgangsflächen  be- 
grenzt.    Auf  diesen  Durchgängen  erscheint  positive  Elektricität. 

Krystall  No.  49.     Taf.  11,  Fig.  49. 

Der   Krystall   No.  49  wurde   zunächst   in    der  Form   untersucht, 
vvie   sie   Fig.  49  a   darstellt,   in   welcher  das   unlere  Ende  von   drei 
iJurchgangsflächen   Fig.  49  b  begrenzt   war.     Später   wurde  derselbe 
t^ach    dem   Durchgange   « (>   /ers|)rengt.      Fig.  49  c  stellt   die  Durch- 
gangsfläche am  oberen  Stücke  A^  und  Fig.  49  d  die  an  ihr  angelegen 
I labende    Durchgangsfläche    am    unteren    Stücke    vor.      Die    erstere 
(Fig.  49  c)   ist  positiv,  die  letztere  (Fig.  49  b)  dagegen  negativ.     Auf 
leiden   nimmt   die   Intensität    der    betrett'enden   Elektricität    weniger 
j2:egen  unten,  als  besonders  nach  der  Seite  pq  hin  ab. 

Krystall  No.  50.    Taf.  11,  Fig.  50. 

Der  Krystall  ist  ein  Zwilling.  Am  unteren  Ende  wird  er  von 
Durchgängen  begrenzt;  die  beiden  Durchgänge  (i  und  y  gehören  dem 
unteren,  dagegen  die  kleine  Durchgangsfläche  a  dem  oberen  Indivi- 
duum an  (Fig.  50  b).  Die  grOsste  Durchgangsfläche  y  ist  links  am 
oberen   Rande   positiv,  und   wird  nach  unten  und  rechts  zu  negativ. 
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Krystall  No.  51.     Taf.  II,  Fig.  51. 

Auf  der  Durchgangsfliiche  am  unteren  Ende  findet  sich  in  den 
oberen  Tlieilen  positive  ElektricitUt,  die  weiter  abwärts  sehr  bald  in 
die  negative  übergeht. 

Krystall  No.  52.    Taf.  II,  Fig.  52. 

Der  kleine  Krystall,  dessen  beide  Enden  ausgebildet  sind,  zer- 
sprang bei  dem  Versuche  ihn  abzulösen  in  die  beiden  Stücke  A  und 
B,  Das  Stück  A  blieb  an  dem  Gestein, '^)  auf  dem  er  aufgewachsen, 
sitzen.  Fig.  52  a  stellt  eine  Projection  dar,  in  welcher  aß  die  Rich- 
tung angiebt,  nach  welcher  er  in  einem  Durchgange  zersprang. 
Fig.  52  b  bildet  die  DurchgangsdHche  am  unteren  Ende  des  obereo 
Stückes  A^  und  Fig.  52  c  die  DurchgangsflUche  auf  der  oberen  Seile 
des  unteren  Stückes  It  ab.  Auf  der  ersten  findet  sich  in  den  oberen 
Theilen  positive  ElektricitlU,  die  weiter  abwärts  in  die  negative 
übergeht;  auf  der  zweiten  zeigt  sich  oben  keine  ElektricitUt,  wähi-end 
weiter  abwärts  sich  inuner  stiirkore  positive  ElektricitUt  entwickeil. 
Drehen  wir  dies  untere  Stück  um,  machen  also  den  unteren  End- 
punkt seiner  Ilauptaxe  zum  oberen,  so  leuchtet  ein,  dass  auf  beiden 
Durchgangsflllchen  die  elektrischen  Spannungen  sich  in  gleichem 
Sinne  {indem. 


*)  Dasselbe  ist  in  der  Zeichnung  fortgelassen. 


II.  Beryll. 

üercits  1824  hat  Brewstor*)  den  gelben  Beryll  in  seinem 
Verzeichnisse  der  thermoelektrischen  Kryslalle  aufgeführt;  er  fügt 
aber  dieser  Aufzl&hlung  keine  weiteren  Bemerkungen  über  das  spe- 
cielle  Verhalten  dieses  Minerales  hinzu.  Wenn  später  andere  Phy- 
siker bei  ihrer  Prüfung  der  Brewster'schen  Angabe  ein  negatives 
Resultat  erhielten,  so  haben  sie  sich  um  so  leichter  dabei  beruhigen 
zu  k()nnen  geglaubt,  als  eine  hemimorphische  Ausbildung,  welche  bis 
vor  Kurzem  als  absolut  nothwendige  Bedingung  für  das  Hervortreten 
^er  thermoelektrischen  Erscheinungen  angenonunen  wurde,  an  den 
'^''>  stallen  des  Berylls  nicht  beobachtet  worden  war. 

Als  ich  jedoch   durch   die    Untersuchung  der   Topas-,  Schvver- 
*^patli-  und  Aragonitkrystalle'^^)    die  Ueberzeugung  gewonnen    hatte, 
das!;i?  der   Hemimorphismus   keinesweges    als    unerlässliche  Bedingung 
fii>*     die   thermoelektrische   Erregung   betrachtet   werden   kann,   dass 
vie^lniehr  schon  eine  solche  Verschiedenheit  der   krystallographischen 
Ax.en,  wie  sie  im  rhombischen  Systeme  auftritt,  zur  Erzeugung  elek- 
trischer Differenzen  genügt,  so  schien  es  mir  nothwendig,  dass  auch 
eine   Verschiedenheit,  wie  sie  in  den  sogenannten  einaxigen  Systemen 
(deoi    tetragonalen   und   dem   hexagonalen)    zwischen   der  Hauptaxe 
^^^    den  Nebenaxen  sich    zeigt,   hinreichend   seki   müsse,    um  nach 
'^-*^en    Richtungen   entgegengesetzte    elektrische    Spannungen    durch 
^^^e  Tem})eraturanderungen  entstehen  zu  lassen.     Und  in  der  That 
ö^o    gleich   der  erste  Versuch   an   einem  gelblichgrünen  Beryll   (dem 
f^^'-^r   unt^r  No.  8  aufgeführten)   bei  dem  Erkalten  desselben    deut- 
^■^Ci  Zeichen  von  freier  Elektricität. 

*)   The  Edinb ..  Journal  of  Science  conducied   by    Da  vi  il  B  rewsle  r,    Heft  2  ; 
^    ^^^elzl  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Phvsik  von  Seh weigger  1825,   Bd.  43, 

^;  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV,  S.  357  IF.;   Bd.  XV,  S.  271  ff.  und  S.  343  ff. 
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1.  Hrj'stallisjitiaiisverlialtiiisse  der  Berylle. 

A.  Erystallformeii. 

Die  Krystalle  des  Berylls  gehören  dem  hexagonalen  Systenie 
an;  der  Winkel  an  den  Polkanten  der  sechsseitigen  Grundpyramide 
beträgt  15r  5'  45"  und  der  Winkel  an  den  Mittelkanten  59^  53'  \i\ 
woraus  sich  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zur  Nebenaxe  wie 
1  :  0,49886  ergiebt. 

Bisjetzt  sind  folgende  Formen  an  den  Krystallen  des  Berjlls 
beobachtet  worden:*) 

1.  Sechsseitige  Pyramiden  der  ersten  Art:  P,  |  P,  2P  und  yP; 
ausserdem  noch  einige  sehr  stumpfe  Pyramiden,  deren  Dimen- 
sionen sich  aber  nicht  genau  bestimmen  Hessen. 

2.  Sechsseilige  Pyramiden  zweiter  Art:  P2  und  2P2;  ausser- 
dem noch  einige  andere,  deren  Flächen  wegen  ihrer  unebeneD 
und  drusigen  BeschaH'enheit  eine  genauere  Messung  Dicht 
gestatteten. 

3.  Dihexagonale  Pyramiden:  2Pi,  3P|,  6PJ,  8Pf ,  <2Pff 
und   l4PjS. 

4.  Sechsseiliges  Prisma  erster  Art :  ooP. 

5.  Sechsseitiges  Prisma  zweiter  Art:  ooP2. 

6.  Dihexagonales  Prisma:  ooP?. 

7.  Gerade  Kndflache  OP. 

B.  Hemimorphismus.  • 

Bei  der  Beschreibung  der  Berjlle  von  Mursinka  hebt  v.  Kok- 
scharow**)  hervor,  dass  die  Krvstalle  dieses  Fundortes  fast  immer 
nur  an  dem  einen  Knde  ausgebildet  sind,  dass  aber  doch  auch  Indi- 
viduen vorkommen,  welche  an  beiden  Enden  Zuspitzungsflachen  tragen. 
In  der  Sammlung  von  P.  A.  Kotschubey  fand  er  zwei  solche 
Krystalle,  welche  auffallender  Weise  hemimorph  ausgebildet  waren. 
Kr  fügt  hinzu:  »Uebrii^ens  scheint  es,  dass  der  Hemimorphismus  nur 
an  Kr\ stallen  von  Mursinka  vorkommt;  denn  an  beiden  Enden  zu- 
uesnitzte  Kr\ stalle  aus  den  Bergketten  vom  Adun-Tschilon  und  Borschi- 

•)    V.  Kokscharow  ,  Materialien  zur  Mifieraloyie  Itusslands,    I.  Bd.,  S.  148. 
••)    Ebeml.  S.   iol. 
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schowotschnoi,  die  ich  zu  untersuchen  Gelegenheil  hatl^,   sind  voll- 
kommen symmetrisch  und  nicht  im  Geringsten  hemimorph.« 

Die  beiden  oben  erwähnten  hemimorphen  Krystalle  *)  beschreibt 
V.  Kokscharow  folgendermassen :  »Der  erste  Krystall  bildet  ein  . 
hexagonaies  Prisma  oo  P,  dessen  oberes  Ende  von  Flächen  der  hexa- 
gonalen  Hauptpyramide  P  und  der  hexagonalen  Pyramide  zweiter 
Art  2  P  2  zugespitzt  ist  und  noch  von  der  geraden  Endfläche  0  P 
begrenzt  wird.  An  dem  unteren  Ende  findet  sich  nur  die  gerade 
Endfläche  OP.  Die  Flächen  des  Prismas  ooP  sind  an  diesem  Krv- 
stalle  ziemlich  glänzend,  doch  finden  sich  auf  denselben  schmale 
verticale  Vertiefungen.  Die  Fläche.  OP  ist  vollkommen  glänzend, 
während  die  Flächen  P  und  2P2  uneben  und  wie  zerfressen  sind.« 

»)Der  zweite  Kiystall  ist  an  dem  oberen  Ende  von  Flächen  der 
hexagonalen  Hauptpyramide  P  und  der  Pyramide  zweiter  Art  2P2 
zugespitzt  und  durch  eine  ziemlich  bedeutend  entwickelte  gerade 
Endfläche  0  P  begrenzt.  An  dem  unteren  Ende  finden  sich  die  gerade 
Endfläche  OP  und  nur  drei  abwechselnde  Flächen  der  hexagonalen 
Pyramide   zweiter  Art   2P2    (d.  h.    die   Flächen    des    Rhomboeders 

j).     Sämmtliche   Flächen   dieses   Krystalles   sind   ohne   Ausnahme 

•  

spiegelnd.    Es  ist  beachtenswerth,  dass  die  gerade  Endfläche  OP  des 
unteren  Endes  sehr  unbedeutend,   doch  vollkommen   regelmässig   in 

« 

^*ßr  Theile  gebrochen  erscheint.  Die  Brechung  rührt  ohne  Zweifel 
^^n  den  drei  Flächen  einer  sehr  stumpfen  hexagonalen  Pyramide 
^''sier  Art '^*)  her,  die  sich  an  die  gerade  Endfläche  OP  anlegen;  die 
^^rigen  drei  Flächen  sind  nicht  entwickelt.« 

An  den  zwei  beschriebenen  Krystallen  sind  allerdings  die  beiden 

^'^den  der  Hauplaxe  in  verschiedener  Weise  ausgebildet;  jedoch  ist 
'^J^aus  nicht  sofort  auf  einen  wahren  Hemimorphismus,  wie  ihn  Tur- 

^^Ün  und  Kieselzinkerz   darbieten,    zu  schliessen.     Die   Verhältnisse 
'^d  vielmehr  ähnliche,  wie  beim  Topas,  Schwerspath  und  Kalkspath, 

1^*^    neben  vollkommen  symmetrischen  Kryslallen   auch   einzelne  sich 

^Oen,  an  denen  die   beiden  Enden  einer   Axe    in   ihrer   Gestaltung 


*)   V.  Kokscharow  giebt  ihre  Abbildung  in  Fig.  32  und  33  der  Tafel  XVI. 
**)   Näherungsweise  bestimmt  v.   Kokscharow   diese  sehr  stumpfe  Pyramide 
^   I^P»  und  setzt  hinzu:  »Solche  sehr  stumpfe  hexagonale  Pyramiden  hatle  ich  Ge- 
^^^^iiheil  auch  an  Krystallen  von  anderen  LocalitUten  zu  beobachten.« 

Abhandl.  d.  K.  S.  QeselUch.  d.  Wissenscli.  XVIII.  i  6 
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von  einander  abw  eichen.  *  Die  elektrischen  Vorgänge  an  den  zu- 
letzt genannten  Mineralien  haben  nun  mit  voller  Sicherheit  dargethao, 
dass  die  vorhandenen  Verschiedenheitea  in  der  Ausbildung  nur  zu- 
^  fälligen  umständen  ihre  Entstehung  verdanken,  und  in  gleicher  Weise 
werden  auch  die  im  Folgenden  mitzutheilenden  Beobachtungen  deo 
Beweis  liefern,  dass  die  ungleiche  Ausbildung  der  beiden  Enden  beim 
Beryll  ebenfalls  nicht  in  der  Form  des  Molecüls  begründet,  sonden 
nur  öusserlich  durch  Aenderungen  der  Temperatur,  der  Concenln-j 
tion  der  flussigen  Masse  und  der  Contactverhültnisse  hervorgerufen  ist. 

G.  Darohgänge. 

Der  Berjll    ist    ziemlich  deutlich   spaltbar   parallel    den  Flächen 
OP,  dagegen  nur  sehr  unvollkommen  parallel  den  Flachen  (»P. 

D.  Beschaffenheit  der  Flachen. 

Die  Flächen  der  PjTamiden  zeigen  öfter  sehr  beträchtliche  Ver-  j 
schiedenheiten  in  ihrer  Grösse,   so  dass  das  Ende  der  sechsseitige! 
Säule  ein  unsymmetrisches  Ansehen  erhall. 

Auch  finden  sich  bisweilen,  selbst  bei  anscheinend  sehr  vollkom- 
menen Krystallen  kleine  Abweichungen  in  den  Neigungsverhältnissender 
Flachen.  So  beobachlole  v.  Kokscharovv,^*)  als  er  an  einem  Kn- 
stalle,  dessen  sammlliche  Flachen  vollkommen  spiegelten,  die  Winkel 
der  Flachen  P  gegen  die  gerade  Endflache  0  P  mit  grosser  Genaui^ 
keit  mass,  bei  fünf  Flachen  P  den  Winkel  gegen  OP  sehr  nahe 
gleich  150"  3'  42",  wahrend  die  sechste  Flache  P  mit  OP  einea 
etwas  grösseren  Winkel  von   1 50*^  1 0'   1 8"  bildete. 

Die  Flache  OP  ist  gewcilinlich  glatt  und  spiegelnd,  bisweilei 
erscheint  sie  jedoch  auch  rauh  oder  mit  zahlreichen  Grübchen  ver- 
sehen. Wenn  sie  fehlt,  so  ist  das  Ende  des  Krystalles  unregeJ- 
massig  abgerundet.  Die  Flachen  des  Prismas  ooP  sind  meist 
*Hatt  und  spii^gelnd.  Jedoch  zeigen  sie  hei  den  russischen  Berjüei 
mehr  oder  w^eniger  eine  verlicalc  Streifung,  die  bei  den  vom  Adun- 
Tschilon  slaininenden   öfter   so    stark    hervortritt,  dass  die   einzeln« 


'i    S.  diese  Abhandlungen  M.  XIV,  S.  370  und  Bd.  XV,  S.  278. 

•:    V.  Kok^charow,  Materialien  zur  Minoralogie  liusslands.  \,  Bd.,  S.  487. 
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rhen  des  Prismsfs  ooP  nicht  mehr  scharf  von  einander  unler- 
ieden  werden  können.  Dagegen  gewahrt  man  bei  den  Elbaer 
'Stallen  unter  der  Loupe  eine  sehr  feine  mit  den  Combinations- 
tten  von  ooP  und  2P2  parallel  gehende,  sowie  auch  bisweilen 
B  horizontale  Streifung. 

Die  Flächen  der  dihexagonalen  Pyramiden  sind  gewöhnlich  matt ; 
i  erscheinen  sie  glänzend,  so  sind  sie  oft  so  gekrümmt,  dass  eine 
lauere  Bestimmung  ihrer  I^ge  nicht  möglich  ist.  Die  Flächen  der 
Lagonalen  Pyramiden  zweiter  Art  sind  häußg  uneben  und  drusen- 
ig  oder  matt. 


t.   Tkemoelektrisches  Verhalten  der  Beryllkrystalle. 

Die  elektrische  Spannung,  welche  durch  Temperaturänderungen 
•  der  Oberfläche  der  Berylle  hervorgerufen  wird,  ist  im  Allgemeinen 
tnig  beträchtlich,  ja  sie  wird  bei  manchen,  gerade  durch  Klarheit 
d  vollkommene  Ausbildung  ausgezeichneten  Krystallen  so  schwach, 
SS  man  nur  mit  der  grössten  Aufmerksamkeit  äusserst  geringe  An- 
ichen  derselben  wahrzunehmen  vermag.  Uebrigens  ist  die  Vor- 
eilung  der  Elektricität,  wie  sie  beim  Erkalten  erscheint,  sehr  einfach. 

Bei  den  Smaragden  sind  die  Endflächen  positiv  und  die  pris- 
atischen  Seitenflächen  negativ.  Bei  den  russischen  Beryllen  ist  die 
srtheilung  im  Allgemeinen  dieselbe,  nur  tritt  sehr  gewöhnlich  auf 
■er  oder  zwei  Seitenflächen  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
er  auch  nur  auf  einem  mehr  oder  weniger  grossen  Theile  der- 
ben anstatt  der  negativen  die  positive  Spannung  auf. 

Von  den  Elbaer  Krystallen  zeigt  eine  Varietät  dieselbe  Verthei- 
8  wie  die  russischen  Berylle,  während  bei  einer  anderen  dio  elek- 
chea  Polaritäten  gerade  die  entgegengesetzten  sind,  die  Endflüchen 
also  negative  und  die  Seitenflächen  positive  Spannungen  zeigen; 
bei  jedoch  bisweilen  auf  einzelnen  Seitenflächen  mehr  oder  weniger 
•gedehnte  negative  Stellen  erscheinen. 

Die  nahe  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  gerichteten  Bruchflächen 

ilzen  bei  längeren  Krystallen  dieselbe  Eleklricität,  wie  die  ausgebil- 

3n  Kryslallflächen  OP;  bei  kurzen  dagegen  können  sie,  wie  dies  auch 

anderen  nicht  hemimorphen  Krystallen,  z.  B.  beim  Topase,  dem 

phyllite  u.  s.  w.  der  Fall  ist,  die  entgegengesetzte  Polarität  zeigen. 

16* 
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Ich  habe  diesen  letzteren  Vorgang  bisjetzt  nur  an  den  kürzeren  PnV 
raen  von  Elba  beobachtet,,  und  zwar  bei  beiden.  Varietäten.  Ist  die 
Fläche  OP  positiv,  so  erscheint  also  bei  solchen  kurzen  Individoai 
die  Bruchflache  negativ;  ist  die  Fläche  OP  aber  negativ,  so  tritt 
d^rnn  auf  der  Bruchfläche  positive  Spannung  hervor. 

Auf  einer  Seitenfläche  eines  der  ersten  Varietät  angehörigeo  Elbaer 
Krystalles  (No.  18)  habe  ich  ferner  den  von  mir  sonst  auf  keinen 
anderen  Berylle  wahrgenommenen  Vorgang  beobachtet,  dass  auf  d€^ 
selben  (und  zwar  constant  nach  jeder  Erhitzung  bis  ungefähr  130*t) 
sofort  beim  Beginne  des  Erkaltens  negative  Spannung  erschien,  di& 
beim  weiteren  Erkalten  ein  gewisses  Maximum  erreichte,  dann  ab- 
nahm und  zuletzt  in  eine  nicht  unbeträchtliche  positive  überging. 

Auf  einer  ungefähr  mit  einer  Fläche  von  oo  P  parallel  und  bst 
durch  die  Mitte  des  Krystalles  gehenden  Bruchfläche  eines  Smaragde! 
(No.  3)  wurde  positive  Spannung  beobachtet. 

Zum  Beweise  der  vorstehenden  allgemeinen  Angaben  mögen  die 
nachfolgend  mitgetheilten  Beobachtungen  dienen.  Die  Netze  und 
Projectionen  der  betrefl'enden  Krystalle,  in  welche  jene  auf  Taf.  D 
und  III  eingetragen,  sind  stets  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 


A.   Smaragd  aus  Südamerika. 

Es  standen  mir  drei  kleine  Smaragde  zu  Gebote;  als  Fundoil 
des  einen  war  Neu-Granada,  als  Fundort  der  beiden  andern  schlecht- 
hin Peru  angegeben. 

Krystall  No.    I.    Taf.  II,  Fig.   1. 

Der   aus   Ncni-Granada    stammende   Krystall   No.    I    gehört  de« 
Freiherger  Museum;  Fig.  1,  Taf.  II  giebt  eine  Abbildung  seines  Net 
in  natürlicher  Grösse.     Er  ist,  wie  wohl  alle  Smaragde,  nur  an 
einen  Ende   ausgebildet   und   stellt   eine  Combinalion    von  oo  P,  ^^ 
P,  2P,  2P51,  einer  oder  wahrscheinlich  zwei  dihexagonalen  Pyr 
den")    und   (X)P2    dar;    ausserdem  zeigt   sich  noch  eine  sehr  kleii 
Fläche  einer    spitzen    hexagonalen  Pyramide  zweiter  Art.     Uebrij 
sind  die  gegen  die  Hauptaxe  geneigten  Flächen,  so  wie  die  Fläcl 


1    Auf  den  Kanten  von  2  P  2  und  ooP. 


r  • 
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P2  in  sehr  ungleicher  Grösse  ausgebildet,  und  ein  Theil  derselben 
ilt  gänzlich.     Das  untere  Ende  ist  unregelmässig  verbrochen. 

Die  Fläche  OP  ist  in  ihrer  Ebene  glänzend,  aber  mit  kleinen 
Ubchen  versehen,  die  sich  auch  über  die  eine  Fläche  von  P  ver- 
eiten.  Die  Masse  des  Krystalles  ist  sehr  klar  und  durchsichtig  und 
n  hellsmaragdgrüner  Farbe. 

Der  Krystall  ist  für  seine  Grösse  in  Vergleich  zu  anderen  Be- 
len  ziemlich  stark  elektrisch.  Die  auf  seinen  Flächen  beim  Erkal- 
I  beobachteten  Spannungen  sind  in  das  Fig.  1,  Taf.  II  abgebildete 
tz  eingetragen.  Die  Prismenflächen  sind  negativ  elektrisch,  jedoch 
scheinen  auf  vier  derselben  die  in  der  Nähe  des  oberen  Endes 
Irenen  Theile  nicht  elektrisch;  auf  allen  nimmt  übrigens  die  nega- 
e  Spannung  in  der  Richtung  nach  unten  hin  zu.  Das  obere  aus- 
bildete Ende  zeigt  eine  etwas  stärkere  positive  Elektricität  als  das 
lere  verbrochene. 

Krystall  No.  2.    Taf.  II,  Fig.  2. 

Als  Fundort  der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen 
aaragde  No.  2  und  No.  3  ist  Peru  angegeben. 

Der  Krystall,  No.  2,  dessen  Netz  Fig.  2,  Taf.  II  darstellt,  ist  ein 
ggregat  von  drei  Krystallen  (zwei  grossen  und  einem  kleinen), 
eiche  in  parallelen  Stellungen  zu  einem  Ganzen  verwachsen  sind, 
on  Krystall  formen  finden  sich  an  ihm  ooP,  OP,  P,  2P2,  eine  dihex- 
jODale  Pyramide,  und  ooP2;  jedoch  besitzen  die  gegen  die  Axe 
Nieigten  Flächen  nur  eine  sehr  geringe  Ausdehnung.  Die  Fläche 
P  am  oberen  Ende  ist  mit  zahlreichen  Grübchen  versehen,  die  sich 
Bch  ül)er  einige  der  geneigten  Flächen  ausbreiten.  Auf  den  Pris- 
leDflächen  4  und  5  ist  ein  anderer  kleiner  Smaragd  mit  seiner  Haupt- 
le  senkrecht  gegen  die  Fläche  4  hineingewachsen  und  ungePtUir  in 
BT  Ebene  der  Fläche  4  abgebrochen.  Auf  der  Fläche  2  liegt  eine 
leine  Säule  von  Quarz  in  etwas  schiefer  Richtung.  Das  untere 
)de  des  Krystalles  No.  2  ist  unregelmässig  verbrochen  und  erscheint 
f  dieser  Bruchfläche  zum  Theil  weisslich  mit  eingewachsenen  kleinen 
ssen  eines  schwärzlichen  Minerales,  während  der  ganze  übrige 
^stail  sonst  tief  smaragdgrün  gefärbt  ist. 

In  seinem  elektrischen  Verhalten  gleicht  der  Krystall  No.  2,  wie 
in    das   Netz  Fig.   2   eingetragenen    Beobachtungen   nachweisen, 


dem  vorhergehenden ;  jedoch  tritt  auf  den  Prisniendachen  kein  Unter- 
schied in  der  Stärke  der  negativen  Spannungen  zwischen  den  oberen 
und  unteren  Theilen  hervor. 

Krystall  No.  3.    Taf.  11,  Fig.  3. 

Das  Netz  dieses  Krystalles  No.  3  ist  Fig.  3,  Taf.  II  gezeichnet: 
Derselbe  bildet  eine  Conibination  von  ooP,  OP,  P  (sehr  klein),  21 
und  einer  dihexagonalen  Pyramide.  Fast  eine  ganze  Hälfte  ist  durcl 
eine  mit  den  Prismenflächen  1  und  4  nahe  parallele  ziemlich  ehevk* 
Bruchfläche  abgesprengt.  Die  Endfläche  OP  am  oberen  Ende  zeitj 
zahlreiche  Grübchen;  das  untere  Ende  ist  unregelmässig  verbrocheH: 
Die  Farbe  des  Krystalles  ist  tief  smaragdgrün. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  dieselbe,  wie  auf  den  beiden  voi 
hergehenden   Krystallen;    nur  erscheint   die   an  Stelle   der  Fläche 
vorhandene  Bruchfläche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv. 


B.  Beryllkrystalle  vom  üraJ  aus  der  Umgegend  von  Katharinenbnrg. 

Nach  V.  Kokscharow*)  finden  sich  die  Beryllkrystalle  begleilei 
von  Topas,  schwarzem    Schörl   und   anderen  Mineralien  in   der  Um- 
gegend von  Katharinenbnrg  nahe  beim  Dorfe  Mursinka  in  den  Höh- 
lungen  eines   grobkörnigen   Granits,    der   hauptsächlich  aus  gelblich- 
weissem  oder  graulichweissem  Feldspathe,  einer  geringeren  Menge  von 
braunem  Quarze    und  einer   noch    geringeren   Menge   von    graulich- 
weissem Glimmer  besteht.    Die  Berylle  sind  wein-  oder  grünlichgelb, 
gelblichgrün,  bläulichgrün  und  blassbiau.    Gewöhnlich  erscheinen  sie 
durchsichtig  und  stellen  eine  Combination  der  Gestalten  csoP^OP,  P, 
und  P2  dar. 

lieber  zwei  von  dem  zuvor  genannten  Fundorte  stammende, 
an  beiden  Endpunkten  der  Hauptaxe  unsymmetrisch  ausgebildete 
Berylle  ist  schon  oben  S.  233  verhandelt  worden. 

Wenn  auch  die  Mursinkaer  Bervlle  in  dem  Auftreten  der  elek- 
trischen  Polaritäten  im  Allgemeinen  den  Smaragden  gleichen,  so  zeigen 
sie  doch  andererseits  fast  sämmtlich  in  der  Vertheilung  der  Eleklri- 
cität  die  schon  oben   S.  235   erwähnte  Eigenthümlichkeit.     Es  zieht 


*)   V.  Kukscharow,  Materialien  zur  Mineralogie  Russlauds  \,  S.  150. 
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-    sich  nämlich  gewöhnlich,  und  zwar  besonders  bei  Kryslallen ,  deren 

i^  ,  ttbrige  Seitenflächen  stark  negativ  sind,  die  positive  Polarität  von  dem 

r      oberen    Ende   über   eine    oder    selbst    zwei   seitliche   Prismenflächen 

eolvveder  nur  eine  Strecke   weit  herab,  oder  nimmt  dieselben  auch 

wohl  ganz  ein;  bisweilen  breitet  sich  diese  positive  Zone  von  einer 

Prisuienfläche  seitlich  auf  ein  Stück  der  benachbarten  aus. 

Kein  äusseres  Merkmal  unterscheidet  übrigens  die  positiven  Pris- 
DQenflächen  von  den  negativen, 
t  Vielleicht  hat  man   den  Grund   dieser   eigenthümlichen  Erschei- 

nuQg  zum    Theil   in   dem  Umstände   zu  suchen,   dass  bei  den  lang- 
gestreckten Krystallen  die  positive  Elektricität  auf  den  beiden  wenig 
I     ausgedehnten  Endflächen  mit  der  über  die  sämmtlichen  Seitenflächen 
susgedehnten   negativen   nur   dann    im   Gleichgewichte   stehen  kann, 
vfenn  die  negative  Elektricität  auf  diesen  Seitenflächen  eine  geringe 
Spannung  besitzt;  dass  dagegen,  wenn  die  negative  Polarität  auf  den 
Seitenflächen   in   grösserer  *  Stärke   auftritt,   wie  dies  gerade  bei  den 
Mursinkaer  Krystallen  der  Fall  ist,    zur  Herstellung   des  elektrischen 
Gleichgewichts   das   Hervortreten   der  positiven   Spannung    noch   auf 
einem  mehr  oder  weniger   grossen  Theile  der   seitlichen  Begrenzung 
gefordert  wird.     Damit  würde   auch   übereinstimmen,  dass  bei  dem 
Smaragd  No.   1,  der  eine  im  Verhältniss  zu  seinem  Querschnitte  be- 
trächtliche Länge  besitzt  und  gleichfalls  eine  starke  negative  Polarität 
auf  den  Seitenflächen  zeigt,  die  oberen  Theile  von  vier  Prismenflächen 
ooelektrisch  erscheinen. 

Allerdings  werden  wir  später  bei  einem  kurzen  Krystall  von  Elba 
(No.  4  8)  denselben  Vorgang  wieder  finden;  man  könnte  also  das 
Auftreten  der  positiven  Spannung  auf  einer  oder  zwei  Seitenflächen 
auch  als  Folge  eines  in  den  seitlichen  Richtungen  etwas  verschie- 
denen Wachsthumes,  infolge  dessen  verschiedene  Spannungen  in  dem 
Gesammtkrystall  eingetreten  sind,  betrachten. 

Indess  widerspricht  gerade  die  Beobachtung  an  diesem  Kry- 
stalle  nicht  der  zuvor  aufgestellten  Ansicht,  indem  bei  ihm  nur  die 
obere  Endfläche  OP  positiv,  die  untere  Bruchfläche  aber,  und  zwar 
in  nicht  unbeträchtlicher  Stärke,  negativ  ist,  so  dass  also  auch  hier 
eine  solche  Compensation  als  nothwendig  erscheinen  kann.  Dabei 
wird  die  Art  des  Wachsthums  oder  der  Bildung  des  Gesammtkry- 
stalles  aber  jedenfalls  insoweit  sich  geltend  machen,   als  durch  sie 


240  W.  G.  Hankel,  [40 

gerade  gewisse  Flächen  für  das  Auftreten   der  positiven  Elektricitäl 
bestimmt  werden. 

a.  Gelbe  Berylle. 

Wie  bereits  im  Eingange  erwähnt,  hat  schon  Brewster  an  den 
gelben  Beryllen  thermoelektrische  Erregungen  wahrgenommen,  jedoch 
keine  nähere  Angabe  über  die  Vertheilung  der  beiden  Eleklricitälen 
gemacht. 

Krystall  No.  4.    Taf.  II,  Fig.  4. 

Der  Krystall  No.  4,  dessen  Netz  Fig.  4,  Taf.  II  abgebildet  ist, 
gehört  der  Freiberger  Sammlung ;  er  stellt  eine  Combination  der  Ge- 
stalten  OP,  coP  und  ooPf  dar;  jedoch  erscheinen  nicht  alle  Flächen  , 
des  zuletzt  genannten  dihexagonalen  Prismas.  Die  Flächen  des  Prismas  ; 
ooP  sind  infolge  oscillatorischer  Combinationen  von  ooP  und  ooP| 
vertical  gestreift  und  zeigen  einzelne  tiefere  von  spiegelnden  Flächen 
der  zuvor  genannten  Prismen  gebildete  verticale  Furchen.  Das  untere 
Ende  ist  durch  eine  beinahe  ebene,  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte 
Fläche  begrenzt. 

Die  dunkelweingelbe  Masse  des  Krystalles  ist  ziemlich  klar. 

Krystall  No.  5.    Taf.  II,  Fig.  5. 

Der  Fig.  5,  Taf.  II  in  seinem  Netze  dargestellte  dem  hiesigen 
mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  No.  5  gleicht  an  Gestalt, 
Farbe  und  Durchsichtigkeit  dem  vorhergehenden.  Die  abw-echselnden 
Seitenflächen  sind  breiter  als  die  zwischen  ihnen  liegenden.  Sein 
unteres  Ende  ist  etwas  schief  verbrochen. 

Krystall  No.  6.    Taf.  11,  Fig.  6. 

Dieser  Krystall  gleicht  den  beiden  vorhergehenden  an  Gestalt, 
F'arbe  und  Durchsichtigkeit.  Sein  unleres  Ende  ist  ziemlich  eben 
und  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  verbrochen. 

Krystall  No.  7.    Taf.  II,  Fig.  7 

Auch  dieser  Krystall  gleicht  den  vorhergehenden,  nur  ist  er 
sowohl  oben  als  unten  von  zwei  gegen  die  Hauptaxe  senkrechten 
Bruchflächen  begrenzt. 
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Krystall  No.  2.     Taf.  III,  Fig.  2. 

Der    ebenfalls  Herrn   Prof.    Karsten    gehörige  Krystall  No.  2 

gleicht  dem   vorigen;   er  sitzt  mit  seinem  unteren  Ende  und  einem 

Theile  seiner  seitlichen  Begrenzung  noch  an  einem  Stücke  des  Gang- 
gesteines fest.  Fig.  2,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  des- 
selben dar. 


Krystall  No.  3.    Taf.  III,  Fig.  3. 

Den  farblosen  Krystall  No.  3  hatte  ich  von  seiner  Gangmasse 
ohne  Verletzung  abgelöst;  nur  an  einer  Seite  sind  kleine  Ueberreste 
derselben  sitzen  geblieben.  Das  obere  Ende  ist  vollkommener  aus- 
gebildet als  das  untere,  weshalb  auch  die  positive  Spannung  am 
oberen  Ende  beträchtlich  starker  ist  als  am  unteren. 

Fig.  3,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  desselben  dar. 

Krystall  No.  4.    Taf.  III,  Fig.  4. 

Der   dem   hiesigen    mineralogischen    Museum    gehörige    farblose 
''^■"vstall   No.  4  ist   nur   in  seiner  oberen  Hälfte   vollkommen  ausge- 
'^■Idet,  an   der  unteren  aber  verbrochen.     Fig.  4,  Taf.  III  stellt  das 
iV^tz  nebst  den  Endflächen  dar. 

An  dem  unteren  Ende  bildet  zu  einem  kleinen  Theile  [aß)  ein 

°^it  OP  paralleler    Durchgang,    zum    grössten   Theile    [yd)    aber   ein 

^ ^^  regelmässiger  Bruch  die  Begrenzung;    dabei   liegt   der  Durchgang 

*^m  unteren  Ende  des  Krystalles  näher  als  die  Bruchfläche.    Infolge 

*^ssen   zeigt  die  kleine  Durchgangsfläche  schon  wieder  positive  Po- 

^^rilät,  wählend  die  weiter  nach  der  iMitte  hin  liegende  Bruchfläche 

^och  negativ  erscheint,  wie  dies  in  Fig.  4  dargestellt  ist. 

Krystall  No.  5.    Taf.  III,  Fig.  5. 

Das  Fig.  6,  Taf.  III  in  seitlicher  Projection  nebst  den  Endflächen 
abgebildete  Bruchstück  No.  5  ist  oben  und  unten  von  Durchgangs- 
flächen  begrenzt;  während  die  obere  Durchgangsfläche  a  nahe  unter 
der  oberen  Spitze  liegt,  geht  die  untere  Durchgangsfläche  h  fast 
durch  die  Mitte  des  Krystalles.    Entsprechend  den  zuvor  S.  262  ge- 
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c,  Blassblaue  bis  fast  farblose  Berylle. 

Kr y stall  No.   10.    Taf.  II,  Fig.    10. 

Der  schwach  bläulicli  gefärbte,  sehr  kleine  und  durchsichtige, 
dein  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  No.  10  i^^ 
eine  (Kombination  der  Gestalten  ooP,  OP,  P  und  2P2;  doch  vt^r- 
laut'en  die  Prismendüchen  3,  4  und  5  rundlich  ineinander.  Das  ui^' 
tere  Ende  ist  durch  eine  nnischlige  Bruchdache  begrenzt. 

Krystall  No.   11.    Taf.  II,  Fig.   11. 

Für  diesen  der  Freiberger  Sammlung  gehörigen  Krystall  war  iiu 
Allgemeinen   Kussland   als  Fundort   angegeben;  jedenfalls  stammt   er 
auch  von  Mursinka.    Er  ist  farblos  und  wird  vorzugsweise  begreiiicf 
\on  den  Flachen   OP  und  ooP.     Jedoch   nur   das  obere  Ende    tragt 
die  Krystalinadie  OP,  wahrend  das  untere  von  einer  senkrecht  gegen 
die  Hau|)laxe  angeschlilfenen  Flache  gebildet  wird.    Auf  den  oberen 
Kandkanten  und  Ecken    linden    sich    sehr  kleine  Flachen  von  P  und 
2P2.     Die  Flachen  des  Prismas  ooP  sind  vertical  gestreift. 

Krystall  No.  12.    Taf.  II,  Fig.   12. 

Ein  Fundort  für  diesen  Krystall,  dessen  Netz  Fig.  12,  Taf.  II 
darstellt,  war  nicht  angegeben;  wahrscheinlich  ist  er  mit  dem  vor- 
hergehenden einerlei  Ursprungs,  könnte  jedoch  auch  von  der  Uralga 
(aus  dem  Borschtschowotschnoi  Gebirgszuge)  stammen.  Seine  J\lasse 
ist  ziemlich  rein  und  klar  und  von  schwach  grünlicher  Färbung.  Er 
bildet  eine  einfache  Combination  von  ooP  und  OP;  am  oberen  Ende 
ist  er  von  der  Kryslallllachc  OP,  am  unteren  von  einem  ihr  parallelen 
Durchgange  begrenzt. 

Seine  elektrische  Erregung  ist  ziemlich  stark  und  seine  Seiten- 
flächen sind  sämmtlich  negativ ;  jedoch  zeigt  die  Fläche  3  eine  viel 
geringere  Spannung  als  die  übrigen. 

0.  Berylle  von  Nertschinsk  (vom  Adun-Tschilon.) 

Nach  V.  Kokscharow')  findet  sich  der  Beryll  im  Nertschinsker 
Kreise  an  zwei  Orten,  nämlich  in  dem  Gebirgsrücken  Adun-Tschilon 


*j   V.  Koksch  a  row,  Materialien  zur  Mineralogie  fiuaslands.    Bd.  1,  S.  164. 
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Krystall  No.  2.     Taf.  III,  Fig.  2. 

Der  ebenfalls  Herrn  Prof.  Karsten  gehörige  Krystall  No.  2 
gleicht  dem  vorigen;  er  sitzt  mit  seinem  unteren  Ende  und  einem 
Theile  seiner  seitlichen  Begrenzung  noch  an  einem  Stücke  des  Gang- 
gesteines fest.  Fig.  2,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  des- 
selben dar. 


Krystall  No.  3.    Taf.  III,  Fig.  3. 

Den  farblosen  Krystall  No.  3  hatte  ich  von  seiner  Gangmasse 
ohne  Verletzung  abgelöst;  nur  an  einer  Seite  sind  kleine  Ueberreste 
derselben  sitzen  geblieben.  Das  obere  Ende  ist  vollkommener  aus- 
gei>ildet  als  das  untere,  weshalb  auch  die  positive  Spannung  am 
oberen  Ende  betrllchtlich  stärker  ist  als  am  unteren. 

Fig.  3,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  desselben  dar. 

Krystall  No.  4.    Taf.  III,  Fig.  4. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  farblose 
Krystall  No.  4  ist  nur  in  seiner  oberen  Hälfte  vollkommen  ausge- 
f^'ldet,  an  der  unteren  aber  verbrochen.  Fig.  4,  Taf.  III  stellt  das 
^^^^2  nebst  den  Endflächen  dar. 

An  dem  unteren  Ende  bildet  zu  einem  kleinen  Theile  («/?)  ein 

°^*^    OP  paralleler   Durchgang,    zum    grössten   Theile    {yd)    aber   ein 

"^''^elmHssiger  Bruch  die  Begrenzung;    dabei   liegt   der  Durchgang 

*^ni  unteren  Ende  des  Krystalles  näher  als  die  Bruchfläche.    Infolge 

*^ssen   zeigt  die  kleine  Durchgangsfläche  schon  wieder  positive  Po- 

*^rilät,  wählend  die  weiter  nach  der  Mitte  hin  liegende  Bruchfläche 

^och  negativ  erscheint,  wie  dies  in  Fig.  4  dargestellt  ist. 

Krystall  No.  5.    Taf.  III,  Fig.  S. 

Das  Fig.  6,  Taf.  III  in  seitlicher  Projection  nebst  den  Endflächen 
abgebildete  Bruchstück  No.  5  ist  oben  und  unten  von  Durchgangs- 
flächen begrenzt;  während  die  obere  Durchgangsfläche  a  nahe  unter 
der  oberen  Spitze  liegt,  geht  die  untere  Durchgangsfläche  b  fast 
durch  die  Mitte  des  Krystalles.    Entsprechend  den  zuvor  S.  262  ge- 


hauptsächlich  eine  Combination  von  OP  und  ooP,  zu  denen  noch 
kleinere  oder  grössere  Flächen  von  P,  2P2,  P2,  3Pf,  und  auch 
einer  sehr  stumpfen  Pyramide  ^VP  C^)  (s.  oben  S.  233)  hinzutreten. 
Die  Pyramidenflächen  erscheinen  meistens  durch  zahlreiche  kleine 
Grübchen  matt;  die  Flächen  2P2  sind  bisweilen  weniger  matt  als 
die  Flächen  P. 

Auf  den  Seitenflächen  zeigt  sich  keine  von  einer  oscillatorischen 
Combination  der  Gestalten  ooP  und  ooPf  herrührende  veilicale  Strei- 
fung, wie  sie  bei  den  Krystallen  der  vorhergehenden  Abtheilungen 
meistens  vorhanden  war.  Die  Seilenflächen  erscheinen  entweder 
durchaus  glatt,  oder  zeigen  eine  feine  den  Combinationskanten  von 
ooP  mit  2P2  parallel  gehende  oder  eine  sehr  schwache  horizontale 
Streif ung.  Es  weist  dieser  Umstand  wohl  auf  eine  andere  Bildungs- 
weise hin,  als  sie  bei  den  russischen  Beryllen  stattgefunden  hat. 

Die  Elbaer  Berylle  bieten  ein  ganz  besonderes  Interesse  durch, 
den  Umstand  dar,  dass,  wie  S.  235  schon  bemerkt,  zwei  VarietäleiÄ. 
existiren,   welche   sich   in    elektrischer  Beziehung   gerade   entgegen — 
gesetzt  verhalten,  wie  wir  einen  solchen  Gegensatz  bereits  unter  den 
Krystallen  des  Kalkspathes  kennen  gelernt  haben.     Während  jedocli 
bei   diesem    letzteren   Minerale   in  den   meisten   Fällen  die  Art  der 
elektrischen    Vertheilung  aus  der    äusseren   Form   der  Krystalle  er- 
kennbar war,  ist  es  mir  bisher  nicht  gelungen,  solche  äussere  Kenn- 
zeichen  für  die  beiden    entgegengesetzten  Varietäten  des  Berylles  zu 
entdecken. 


d)   Krystalle  mit  positiven  End-  und  negativen  Seitenflächen. 

Die  Krystalle  dieser  Abtheilung  gleichen  in  ihrer  elektrischem 
Vertheilung  den  russischen  Beryllen:  ihre  Endflächen  sind  posiliv, 
die  Seitenflächen  im  Allgemeinen  negativ;  jedoch  erscheint  beim 
Krystall  No.  18  die  eine  Prisinenflächc  nur  im  Beginn  des  Erkallens 
negativ,  und  geht  nach  und  nach  ins  Positive  über.*) 

Bei  sehr   kurzen   Krystallen   zeigt   die   Bruchfläche   am    unleren 


*)  Ob  dieser  Weclisel  nur  eine  Folge  der  geringen  Ausdehnung  dieses  Krystalles 
nach  der  HichUing  der  llauplnxe  und  der  auf  der  unteren  Bruchfläche  auftretenden 
negativen  Polarität  ist,  vermag  ich  beim  Mangel  ähnlicher  Krystalle  nicht  zu  ermitteln. 
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Ende   (Krystall  No.  18)   negative   Spannung,   wälirend   die  Krystall- 
fl^che  OP  am  oberen  Ende  positiv  ist. 

Krystall  No.  15.    Taf.  III,  Fig.  15. 

Der  Krystall  No.  15  gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  ist 
eine  Combination  von  ooP,  OP,  P  und  2P2.  Die  Flächen  ooP  und 
OP  besitzen  sehr  starken  Glanz,  während  die  Flächen  P  und  2P2 
matt  erscheinen  und  zahlreiche  Grübchen  zeigen.  Seine  obere  End- 
fläche OP  ist  am  äusseren  Rande  ungefähr  1,5""  breit,  ein  wenig 
eingesunken,  und  hebt  sich  dann  wieder  etwas  rundlich  in  dem 
mittleren  Theile.  Am  unteren  Ende  ist  er  sehr  unregelmässig  ver- 
brochen, und  namentlich  ist  die  Prismenfläche  5  fast  ganz  durch 
einen  Bruch  hin  weggenommen. 

Die  elektrische  Erregung  ist  ziemlich  stark,  besonders  auf  der 
oberen  Fläche  OP. 

Krystall  No.  16.    Taf.  III,  Fig.  16. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  ist 
eine  Combination  von  ooP,  OP,  P,  2P2  und  3Pf.  Die  Flächen  ooP 
und  OP  sind  sehr  glänzend  und  glatt;  unter ^er  Loupe  erkennt  man 
auf  den  Flächen  ooP  eine  mit  den  Combinationskanten  von  ooP  und 
2P2  parallel  gehende  Streifung.  Die  Flächen  P  und  2P2  sind  matt, 
die  sehr  schmalen  Flächen  3P| ,  welche  die  Combinationskanten  von 
ooP  und  2P2  abstumpfen,  vielleicht  etwas  glänzender. 

Fig.  16  stellt  eine  seitliche  Projection  sammt  den  Projectionen 
der  Endflächen  dar.  Am  unteren  Ende  ist  er  von  einer  gegen  die 
Hauptaxe  nahe  senkrechten  Bruchfläche  begrenzt.  Von  den  prisma- 
tischen Seitenflächen  ist  nur  die  Fläche  1  vollständig,  die  Fläche  2 
und  6  zum  Theil  ausgebildet,  während  an  Stelle  der  übrigen  eine 
unregelmässige  Bruchfläche  die  Begrenzung  bildet.  Die  Masse  des 
Krystalles  hat  eine  schwach  röthliche  Färbung. 

Die  obere  Fläche  OP  und  die  Bruchfläche  am  unteren  Ende 
sind  positiv ;  dagegen  Hess  sich  die  Polarität  der  Seitenflächen  wegen 
ihrer  geringen  Intensität  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen. 

Krystall  No.  17.    Taf.  III,  Fig.  17. 
Der  Krystall  No.  17  gehört   der   Freiberger  Sammlung   und    ist 
merkwürdig  durch  die   Bildung  seines   oberen   Endes,   an  welchem 
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sich  die  mittlem  Theile  schwach  treppenförmig  erheben.  Am  oberen 
Rande,  der  jedoch  etwas  unvollkommen  ausgebildet  ist,  finden  sich 
nur  sehr  kleine  Flächen  von  2P2  und  3  Pf.  Das  untere  Endo  des 
Kryslalles  ist  verbrochen. 

Fig.  17  stellt  eine  seitliche  Projection  nebst  der  oberen  End- 
fläche dar.  Die  elektrische  Erregung  ist  nur  schwach,  namendich 
auf  mehreren  Seitenflüchen. 

Krystall  No.  18.    Taf.  III,  Fig.  18. 

Der  Krystall  No.  18,  welchen  ich  der  Güte  der  Herren  Seil  ^ 
in  Rom  und  Spezia  in  Turin  verdanke,  gehört  der  Sammlung  d^^ 
Ingenieur-Instituts  in  Turin.     Fig.  18  stellt  sein  Netz  dar. 

Er  bildet  ein  nur  niedriges  Prisma,  und  zeigt  die  Gestalten  ooF^i 
OP,  P,  P2  und  2P2.  Während  die  Fluchen  P  matt  erscheinen,  be!^- 
sitzen  die  Flächen  P2  und  2P2  etwas  Glanz.  Auf  den  Prisriioa  — 
flächen  ist  unter  der  Loupe  wieder  eine  mit  den  Combinationskanten 
von  ooP  und  2P2  parallele  Streifung  zu  erkennen.  Das  untere  Endo 
wird  von  einer  gegen  die  Hauplaxe  senkrechten,  etwas  muschligen 
Bruchfläche  begrenzt.  ^  Auch  an  Stelle  des  grösseren  Theiles  der 
Prismenflächen  2  und  3  ist  ein  Bruch  getreten. 

Der  Krystall  ist  stark  elektrisch :  die  obere  Endfläche  zeigt  starke 
positive  Spannung,  besonders   gegen  die  von  den  Flächen  4  und  5 
gebildete  Kante  hin,  dagegen   erscheint  in  der  Nähe  der  Flächen  2 
und  3  eine  sehr  schwache  negative  Spannung.    Die  Bruchfläche  am 
unteren  Ende  ist  stark  negativ.    Es  verhält  sich  dieses  Krystallbruch- 
stück   also    auf  seinen  Endflächen    ebenso,   wie    eine    gleich    dicke 
von  dem   oberen  ausgebildeten  Ende  eines  sächsischen  Topases  ab- 
gesprengte Platte.*)     Die  prismalischen  Seitenflächen  1,  2,  3  und  6 
sind  während  des  ganzen  Verlaufes  des  Erkaltens   negativ;   dagegen 
erscheint,  wie  bereits  oben  S.  236  erwähnt,  die  Fläche  4,  wenn  der 
Krystall  bis  130®  erhitzt  worden,   zwar  beim  Beginn  des  Erkaltens 
negativ;    diese    negative    Spannung   wächst   bis  zu   einem    gewissen 
Maximum,    nimmt   aber   dann   wieder  ab   und  geht  zuletzt   in   eine 
nicht  unbeträchtliche  positi\e  Spannung  über.    Ob  die  Fläche  5  sich 
ähnlich    verhält,    und    ganz   zu   Ende  des   Erkaltens    ebenfalls   eine 


*)  Vrgl.  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen.  S.  Hi. 
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wache  positive  Spannung  annimmt,  vermag  ich  nicht  mit  voller 
herheit  zu  entscheiden. 

Wie  bereits  vorhin  bemerkt,  ist  die  positive  Elektricität  auf  der 
jren  Endflache  0  P  besonders  am  Rande  nach  der  von  der  Flüche 
and  5  gebildeten  Kante  hin  stark.  Es  ist  mir  nicht  unwahrschein- 
I,  dass  die  Umkehrung  der  Polarität  auf  der  Fläche  4  gerade  mit 
i8em  Umstände  zusammenhängt. 

Mehrere  andere  Elbaer  Berylle  zeigten  ebenso  wie  die  im  Vor- 
ihenden  beschciebenen  vier  Krystalle  die  Enden  der  Hauptaxe 
ntiv,  und  die  Seitenflächen  negativ. 


b)  Krystalle  mit  negativen  Eml-  und  positiven  Seitenflächen. 

Wenn  ich  nach  dem  mir  vorliegenden  Materiale  an  Krystallen 
heilen  darf,  so  zeigen  die  meisten  Elbaer  Berylle  das  im.  vorher- 
lenden  Abschnitte  beschriebene  Verhalten;  eine  geringere  Zahl 
lOrt  der  folgenden  zweiten  Abtheilung  an. 

Bei  den  Krystallen  dieser  zweiten  Abtheilung  erscheint  die 
fstallfläche  OP  am  oberen  Ende  negativ;  die  das  untere  Endo 
g;renzende  Bruchfläche  ist  entweder  ebenfalls  negativ  oder  auch 
m  Theil  positiv.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind  positiv,  jedoch 
K^heinen  auf  einzelnen  Flächen,  namentlich  an  Stellen  in  der  Nähe 
s  unteren  verbrochenen  Endes  mehr  oder  minder  ausgedehnte 
gative  Zonen. 


Krystall  No.  19.    Taf.  III,  Fig.  19. 

Der  Fig.  1 9  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  ist  im  Wesent- 
hen  eine  Combination  von  ooP  und  OP;  die  Flächen  P,  2P2  und 
ler  sehr  stumpfen  Pyramide  ^VP  C?)  treten  nur  in  geringer  Grösse 
r.  Die  Prismenflächen  ooP  sind  stark  glänzend  und  lassen  keine 
eifungen  erkennen.  Die  Flächen  P  sind  völlig  matt,  die  Flächen 
2  etwas  weniger.   Das  untere  Ende  des  Krystalles  ist  verbrochen. 

drei  Stellen  sind  kleine  Glimmermassen  aufgewachsen.  Seine 
5se    ist  farblos,  und    bei   der  hinreichenden  Durchsichtigkeit  der- 
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selben    konnte    festgestellt   werden,    dass   im   Innern   keine   fremden 
Kryställchen,  wie  etwa  Turmalinnadeln,  eingewachsen  waren.*) 

Krystall  No.  20.    Taf.  III,  Fig.  20. 

Fig.  20  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  dar,  der  in  seiner  Ge- 
stalt dem  vorhergehenden  gleicht;  auch  er  trögt  schmale  Flächen 
der  stumpfen  Pyramide  ^VP  ("?)•  Von  den  Seitenflächen  sind  nur 
die  Flächen  1  und  6  nebst  einem  kleinen  Theile  von  5  ausgebildet; 
sie  zeigen  die  mit  den  Combinationskanten  von  ooP  und  2P2  parallel 
gehenden  Streifungen.  Das  obere  Ende  wird  von  der  Krystallfläche 
OP  gebildet;  am  unteren  scheint  das  mit  aß  (Fig.  20)  bezeichnete 
kleinere  Stück  einer  natürlichen  Endfläche  anzugehören,  während 
der  grössere  Theil  yd  aus  einer  schief  aufsteigenden  Brucbfläcbe 
besteht. 

Krystall  No.  21.    Taf.  III,  Fig.  21. 

Dieser  Fig.  21  in  seinem  Netze  abgebildete  kleine  Krystall  ge- 
hört der  Sammlung  des  Ingenieur-Instituts  in  Turin.  Er  erscheint, 
soweit  die  Verletzungen  der  Ränder  am  oberen  Ende  eine  genaue 
Beobachtung  gestatten,  nur  von  den  Flächen  OP  und  ooP,  nebst  einer 
Bruch  fläche  am  unteren  Ende  begrenzt.  ^'*')  Auf  einigen  der  prisma- 
tischen Seitenflächen  finden  sich  die  mit  den  Combinationskanten  voa 
ooP  und  2P2  parallel  laufenden  Streifungen  so  angeordnet,  dass 
eine  Anzahl  Rhomben  entstehen,  deren  längere  Diagonale  horizontal 
liegt;  diese  längere  Diagonale  erscheint  als  horizontale  Streifung. 

Die  obere  Endfläche  OP  ist  negativ,  die  Bruchfläche  am  unteren 
Ende  zeigt  in  der  Nähe  der  Flächen  1,  6  und  5  schwache  positive 
Spannungen,  während  auf  ihrer  Mitte  und  dem  übrigen  Theile  des 
Randes  keine  Elektricität  wahrzunehmen  ist.  Auf  mehreren  Seiten- 
flächen erscheinen  besonders  in  den  unteren  Theilen  negative  Stellen. 


*)  bei  einem  anderen  Elbaer  Beryll ,  der  dem  obigen  Kryslalle  No.  I  9  gleicht, 
ist  an  der  einen  Seite  eine  kleine  stänf<lige  gclbgrünlich  gefärbte  Turmalinmasse  in 
paralleler  Stellung  mit  dem  Beryll  angewachsen^  welche  durch  ihre  starke  Polarität 
die  Ermittelung  der  elektrischen  Vertheilung  auf  dem  Beryll  uimiöglich  macht. 

**)  Andeutungen  der  Flächen  der  stumpfen  Pyramide  vermag  ich  nicht  wahr- 
zunehmen. 


III.   Idokras  (Vesuvian). 

JJibeDSO  wie  den  Kalkspath  und  den  Beryll  führt  Brevvsler 
auch  den  Idokras  in  dem  1824  veröffentlichten  Verzeichnisse*)  ther- 
raoelektrischer  Mineralien  an,  fügt  jedoch  auch  bei  ihra  keine  weitere 
Bemerkung  über  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  seiner  Ober- 
fläche hinzu.  Es  ist  rair  aber  auch  in  diesem  Falle,  gleich  wie  beim 
Kalkspath  und  Beryll,  sehr  wahrscheinlich,  dass  Brewster  in  der 
Thai  die  thermoelektrische  Erregung  am  Idokrase  beobachtet  hat 
öüd  nicht  etwa  durch  Reibungselektricitat  getäuscht  worden  ist.  Man 
darf  nämlich  wohl  annehmen,  dass  Brewster  zur  bequemeren  und 
vollkommeneren  Ausführung  seiner  Beobachtungen  möglichst  grosse 
"od  vollständige  Krystalle  ausgewählt  hat;  in  beiden  Beziehungen 
'Cichnen  sich  nun  die  Idokraskrystalle  vom  Flusse  Wilui  bei  Jakutsk 
'or  allen  übrigen  aus,  und  gerade  sie  sind  es  auch,  welche,  w^ie 
"ö  Mittheilung  der  speciellen  Beobachtungen  zeigen  wird,  unter 
^len  Idokrasen  die  stärksten  elektrischen  Spannungen  darbieten, 
die  also  Brewster  unter  günstigen  Umständen  selbst  mittelst  seines 
sehr  unvollkommenen  Verfahrens  wohl  noch  wahrzunehmen  ver- 
mochte. 

Die  Krystalle  des  Idokrases  gehören  dem  tetragonalen  Systeme 
an;  die  einzelnen  Gestalten,  welche  an  denselben  auftreten,  sind  von 
j.  Zepharovich**)  zusammengestellt  worden.  Dabei  bleibt  aber 
>is  jetzt  der  eigen thümliche  Umstand  unerledigt,  dass  die  Neigungs- 


*)  The  Edinb.  Joum.  of  Science,  conducted  by  David  Brewster,  Heft  2; 

berselzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger,  <825.  Bd. 43.  S.  94. 

**)  SilzuDgsber.  d.  maUi.-nalurw.  Classe  d.  Wiener Akad.  d.  W.  Bd.  XLIX.  1  8C4. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Geseltsch.  d.  Wissensch.    XVIII.  j[  7 
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Winkel  in  den  Polkanten  der  Krvstalle  vom  Wilui  etwas  von  deo 
entsprechenden  Neigungswinkeln  bei  den  übrigen  Idrokrasen  ab- 
weichen. Während  nUmlich  der  Neigungswinkel  in  den  Polkant« 
der  Grundpyramide  bei  den  Krystallen  von  Ala  in  Piemont  und  voo 
Vesuv,  sowie  bei  den  Krystallen  der  meisten  russischen  FuDdorte 
129^  21'  betrügt,  steigt  derselbe  bei  den  zuvor  genannten  Krjstallei 
vom  Flusse  Wilui  bis  zu  130®  2'.  Wenn  auch  die  Bildung  der 
Flächen  der  letzteren  Krystalle  nicht  so  vollkommen  ist,  dass  die- 
selben eine  absolut  scharfe  Messung  gestatten,  so  erreicht  der  eben 
angegebene  Unterschied  in  den  Winkeln  doch  eine  solche  Grösse, 
dass  er  durch  die  Unvollkonmienheiten  der  Flächen  nicht  erklärt 
werden  kann. 

Auch   die   chemische  Constitution  des    Idokrases  ist  noch 
festgestellt.    Früher  glaubte  man,  er  habe  dieselbe  ZusaromensetzuDgi 
wie  der  Granat,  mit  welchem   er   sehr  häufig  gemeinschaftlich  soc- 
kommt;    indess  den  neueren  Analysen  zufolge  sind  die  Bestandthöh 
beider  Mineralien  soweit  verschieden,  dass  dieselben  nicht  als  dimorph] 
betrachtet  werden  können.    Eine  besondere  Schwierigkeit  bietet  das 
in   den    meisten    Idokrasen   in   einer  Menge  von    2  bis  3  p.  C.  vor- j 
handene   Wasser,    welches    erst    bei  einer   dem   Schmelzpunkte  dö 
Minerales  nahen  Temperatur  enlweicht.*)     Scheerer**;  glaubt  das] 
Wasser   in   den  Idokrasen  als  eine   der  Magnesia  polymer-isoinorphc 
Base  auffassen  zu  dürfen. 

Magnus^' '  fand  über  2  p.  C.  Wasser  in  den  Krjslallen  voi 
Slatoust,  aus  dem  Banat,  von  Kgg  bei  Christiansand,  vom  Vesuv  uod 
von  Ala;  dagegc^n  verlor  der  Idokras  vom  Wilui  beim  Glühen  nur 
0,73  p.  C.,  so  dass  er,  was  auch  Hermann  und  Scheerer  schoi 
zuvor  angegeben,  als  wasserfrei  belrachlet  werden  kann. 

Ich  habe  eine  grosse  Anzahl  von  Idokraskrystallen  auf  ihr  thermo- 1 
elektrisches  Verhalten  genauer  geprüft;  doch  ist  es  mü-  bis  jetzt  nur 
gelungen,  auf  den  Krystallen  vom  Wilui,  von  Ala  und  einer  VarielS 
aus  dem  Fassathale  (?)  elektrische  Erregungen,  und  zwar  bei  manche« 
Individuen  in  nicht  unbeträchtlicher  Stärke  zu  beobachten. 


*)  Bis  7Aim  Schmelzpunkte  des  Silbers  erliitzl,  zeigen  die  belrctrenden  Idokrase 
nach  Magnus  noch  keinen  Gewichtsverlust.    Poggend.   Annal.  Bd.  96,  S.  350. 
*^)  Poggend.   Annal.  Bd.  95,  S.  531. 
**')  Pogg.    Annal.  Bd.  96,  S.  349. 
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er  Kristalle  bnSrtß^  ^    S:l>:i>::'t«   ^  iiz*»fft  Miar^n*tr9  nr 
fralogie  Rmnimi^    »i  L  >   M^     F:.;«fcfe> 

en  Febarl  jb  FWs*  A'Attc^.i».  ^^-fcer  sisri  :5  A^  U-airj:;. 
iesst.  Er  wurfc  tier  »  Ja*?^  IT^>  v»  Laci!>n:jiÄÄ  t*Ki:\^\ 
1  ist  allgem»  mmur  de»  N«t«i  W.;^:t  l^^kannt.  M^:  tk^.:  >i^  V^ 
nmen  m  derselbcB  Feläart  Krj^ta!^  «rünen  iirMutu^>  virwsÄjV 
i  ein  besonderes  verwittertes  Mineral  \on  ikr  l\>rr.i  ^ts  |S'>- 
lenletraeders  eingewactto-en  \.x.  Bjt>  leut^Hiaanio  MaKru!  »si  imUN- 
Od  NameD  Ariilarasdit  bekannt.  Diese  drei  MineralHHK  LixtuiKH)  in 
jsser  Menge  in  der  Fekart  zerstreut  vor.« 

»Die  Wilaitkry stalle  sind  von  ver^^ohiedenor  liK^<e.  iirC^t*M>- 
?ils  haben  dieselben  bU  zwei  l>ntimeter  IilnJ^^  und  I  OonliimMor 
t  Durchmesser:  jedoch  finden  >ii*h  manches  Mal  Krjslalk\  die  Ihm 
irbSltnissmässifieni  Durchmesser  eine  Lünse  von  o  Cent  halvn.  \n 
Bigen  derselben  findet  man  aufgewachsene  Tra)HVoetk^r  unti  Khon^ 
«dodekaedcr  von  Grossufar.  Gmsstentheils  halHMi  die  Kr\  stalle  an 
?r  Oberfläche  eine  schalijse  Ziisammensel/uni:«  welche  von  einer 
hfiähligen  Kryslallisation  der  Masse  untl  einem  schichtenw eisten  Au- 
gen derselben  parallel  den  Flüchen  ties  schon  &>:elMUieten  Kr)  Stalles 
emihren  mag,  wie  man  es  manchmal  auch  an  Kpidotkrx  stallen  aus 
rmdal  in  Norwei?en,  Wolfram  und  antleren  Mineralien  wahrueluucu 
Hin.  —  Durch  Absonderung  dünner  Si'halen  \on  tier  OlHMililclu^ 
^  Krystalles  kann  man  bis  zu  den  glänzenden  Flachen  im  Innern 
8  Kr\'slalles  s:elanuen.  Die  Dicke  dieser  Schichten  ist  aber  Ner 
)ieden  und  variirl  von  der  des  feinsten  Postpapiers  bis  zur  StUrkt* 
n  zwei  Millimeter,  wobei  die  dicksten  sich  an  der  OherllUehe  tIes 
y Stalles  l>eünden.  Im  Innern  sind  die  Krystalle  ziemlich  dicht. 
sjserclem  ist  fast  jeder  Krystall  mit  einer  Scliichl  eines  sehr  wtMchtMi 
blichen  Körpers  bedeckt.  Auf  der  Oberfläche  dit^ser  Schi(*hl  sind 
>    L-nebenheiten  der  Kr\ stallflachen  bemerkbar,  und  dabei  ist  die- 
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selbe  vollkommen  glUnzend.  Diese,  die  Krystalle  l)edeckende  Schicbl 
rührt  wahrscheinlidi  von  einer  Verwitterung  der  üussersten  oberea 
Schale  der  Vesuviankry stalle  her.« 

»Die  Krystalle  haben  gewöhnlich  die  Form  des  tetragonab 
Prismas  erster  Art  ooP,  dessen  Seitenkanten  durch  die  Flächen  des 
tetragonalen  Prismas  zweiter  Art  ooPoo  abgestmnpft  sind;  auf  den 
Endkanten  von  ooP  liegen  die  Flächen  der  tetragonalen  Haap^ 
Pyramide  P,  welche  durch  die  gerade  Endfläche  OP  abgestompfl 
wird.  Manchmal  ist  die  gerade  Endfläche  gar  nicht  vorbandeDf 
während  sie  an  anderen  Krystallen  dagegen  sehr  entwickelt  ist  b 
seltenen  Fällen  sind  die  Combinationskanten  zwischen  P  und  ooPoo 
durch  sehr  schmale  Flächen  der  ditetragonalen  Pyramide  3 P3  ab- 
gestumpft; hin  und  wieder  sind  auch  sehr  schmale  Flächen  deri 
tetragonalen  Pyramide  3  P  und  des  ditetragonalen  Prismas  ooP2 
vorhanden.« 

»Im  Allgemeinen  sind  die  Flächen  ziemlich  glänzend,  doch  fid 
immer  so  uneben,  dass  man  an  Krystallen  des  Wiluits  keine  genaoei 
Messungen  vornehmen  kann.  Die  glänzendsten  und  ebensten  Flächen 
sind  die  des  tetragonalen  Prismas  zweiter  Art  ooPoo;*)  die  Flächei 
des  tetragonalen  Prismas  erster  Art  ooP  sind  manchmal  fein  verticit 
gestreift.  Kupffer  bestimmt  den  Neigungswinkel  in  den  Polkanlea 
der  Hauptpyramide  P  zu  130^2'.  Wenn  man  jedoch  darauf  Rück- 
sicht nimmt,  dass  dieser  Winkel,  der  auch  nach  meiner  Bestimmuoj 
gegen  130®  beträgt,  sehr  bedeutend  von  demselben  Winkel  in  an- 
deren Varietäten  des  russischen  Vesuvians  abweicht,  und  dass  (fc 
Krystalle  selbst  zu  genauen  Messungen  nicht  günstig  sind,  so  deokB 
ich,  dass  es  am  besten  sei,  diese  Frage  als  noch  nicht  erledigt  an- 
zusehen. Jedoch  verdient  diese  Anomalie  jedenfalls  eine  Berttd^ 
sichtigung.  Die  Flächen  an  den  von  mir  zur  Messung  verwendet« 
Krystallen  waren  nicht  hinlänglich  glänzend,  oder  wenn  sie  glänzenl 
waren,  so  erschienen  dieselben  sehr  uneben,  convex,  fein  geslreÄ 
und  dergleichen.  An  solchen  Krystallen  fand  ich  viel  Widersprechen- 
des, und  Unregelmässigkeiten,  ähnlich  denen,  die  von  Breithaupt**] 


*)  Die  Spallbarkeit  nach  ooPoo  ist  deutlicher  als  nach  ooP. 

*^)  ßrcithaiipt  nahm  an,   dass  die  Flächen  der  Hauptpyramide  P  gegen  ^ 

llaiii)laxe  nicht  einerlei  Neigung  bcsäss'en.    Die  vier  Flächen  der  oberen  Hälfte  d9 
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beobachtet  worden  sind;  doch  glaube  ich  kaum,  dass  man  alles 
Dieses  für  gesetzlich  annehmen  kann,  wenn  man  nichts  derartiges 
an  gut  ausgebildeten  Krystallen  aus  anderen  Localitäten  be- 
obachtet hat.« 

»Der  Vesuv  ian  hat  eine  dunkle  braungrüne  Farbe  und  fein 
mascbligen  Bruch.  In  dünnen  Blättchen  ist  er  mit  grünlichgelber 
Farbe  durchscheinend.« 

Die  Dichtigkeit  des  Wiluits   ist  nach  v.  Kokscharow  3,395. 

Unter  allen  Idokrasen  oder  Vesuvianen  zeigen,  wie  bereits  Ein- 
gangs erwähnt,  die  WUuitkrystalle  die  stärksten  elektrischen  Span- 
DUDgen.  Es  ist  mir  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese  starken  elek- 
trischen Erregungen  mit  der  im  Vorstehenden  von  v.  Kokscharow 
beschriebenen  schaligen  Bildung  zusammenhängen,  und  es  würde 
dann  diese  schalige  Zusammensetzung  an  den  Idokrasen  die  thermo- 
elektrische  Erregung  ebenso  begünstigen ,  wie  die  stängligen  und 
faserigen  Bildungen  beim  Topas,  Schwerspäth  und  Aragonit,  und  die 
Verwachsung  über  einander  gestellter  Khomboeder  beim  Kalkspath. 

Ich  habe  neun  Wiluitkrystalle  von  sehr  verschiedener  Grösse 
auf  ihr  elektrisches  Verhalten  genauer  untersucht ;  alle  zeigten  ohne 
irgend  welche  Abweichung  beim  Erkalten  folgende  Vertheilung  der 
Elektricität :  Die  geraden  Endflächen  OP,  sowie  die  gegen  die  Axe 
geneigten  Flächen  (also  P)  sind  positiv,  dagegen  die  prismatischen 
Seitenflächen  ooP  und  ooPoo  negativ.- 

Es  wird  genügen,  die  an  vier  der  geprüften  Kryslalle  gemachten 
Beobachtungen  specieller  mitzutheilen.  Auf  Taf.  III  sind  von  zweien 
die  Netze  und  von  zweien  die  Projectionen,  sämmtlich  in  natürlicher 
Grösse  abgebildet.  Die  Wiluite  No.  1  und  2  gehören  der  Frei- 
berger,  die  Kry stalle  No.  3  und  4  der  hiesigen  Universitätssammlung. 

Kry  stall  No.  1.    Taf.  III,  Fig.  1. 

Der  Krystall  No.  1  ist  auf  der  Fläche  3  unvollkommen  ausge- 
bildet und  mit  der  früher  beschriebenen  gelblichen  Substanz  bedeckt. 
Auf  der  Fläche  1  findet  sich  ein  durch  Anlegen  eines  fremden 
Krystalles  gebildeter  Eindruck. 


Hauptpyramide  sollten  bestehen  aus  einer  vorderen  stumpfer  geneigten  und  einer  hia- 
teren  spitzeren  nebst  zwei  seitlichen  Flächen  von  mittlerer  Neigung. 
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Kry stall  No.  2.   Taf.  III,  Fig.  2.    . 
Bei  diesem  Kryslalle  war  die  Fläche  3  iheilweise  verbrochea. 

Krystall  No.  3.    Taf.  III,  Fig.  3. 

Bei  dem  Fig.  3,  Taf.  III  nur  in  einer  seitlichen  Projection  oeb^ 
den  beiden  Endtlächen  dargestellten  Krystalle  waren  sämmtlicb: 
Flächen  gut  ausgebildet;  nur  in  den  unteren  Theilen  der  Prisma- 
flächen  und  auf  den  Pyramidenflächen  am  unteren  Ende  fand  sidi 
stellenweise  die  oben  erwähnte  gelbliche  Substanz. 

Krystall  No.  4.    Taf.  III,  Fig.  4. 

Der   kleine   ringsum   gut   ausgebildete  Krystall  No.  4  ist  Fig.  i,  j 
Taf.  III  ebenfalls  nur  in  einer  seitlichen  Projeclion  nebst  den  beide» 
Endflächen  gezeichnet.    Auf  den  meisten  Flächen  zeigt  sich  in  klein« 
Flecken  die  gelbliche  Substanz. 

Ein  anderer,  auf  der  -Tafel  nicht  abgebildeter  Wiluitkrvstrf 
war  auf  einer  prismatischen  Seilenfläche  ziemHch  stark  verletzt,  \ai 
es  trat  unten  auf  einem  Theile  dieser  verletzten  Stelle  anstatt  der 
negativen  Spannung  die  positive  auf. 

Es  ist  mir  sehr  wahrscheinlich,  dass,  wenn  man  einen  Wilail 
parallel  mit  einer  Prismcmfläche  ooP  in  zwei  gleiche  Hälften  zer- 
schnitte, jede  der  beiden  Schnittflächen  positiv  erscheinen  würde. 


II.  Idokrasi  aus  dem  Fassathale. 

Krystall    No.  ö.      Taf.  HI,    Fig.  5. 

Der  Fig.  5,  Taf.  111  in  einer  seitlichen  Projection  nebst  de» 
beiden  Endflächen  abgebildete  Kryslall  war  als  vom  Monzoniberp 
im  Fassathale  stammend  bezeichnet;  er  besitzt  aber  weder  eine 
wachsgelbe  Farbe,  noch  auch  die  Farbe  des  Zirkons,  sondern  er- 
scheint dunkel   (schwärzlichgrün). 

Seine  xMasse  ist  ziemlich  undurchsichtig. 

Der  Krystall  ist,  wie  auch  zum  Theil  schon  aus  der  Projeclion 
Fig.  o  zu  ersehen,  in  seiner  Ausbildung  vielfach  gehemmt  gewesen; 
jedoch    linden   sich  sowohl  am  oberen,  als  am  unleren  Ende  Theile 
der   Flächen    P    und    OP;    er   hat   also   eine   ähnliche  Bildungsweise 
gehabt,  wie  die  Wiluite, 


Elektrische  Untersuchungen.  255 

Mit  diesen  letzteren  stimmt  er  auch  in  seiner  elektrischen  Ver- 
klang überein.  Auf  den  verletzten  Theilen  der  Seitenflächen  tritt 
enso,  wie  bei  dem  auf  der  vorhergehenden  Seite  erwähnten  Wiluit 
sitive  Spannung  auf. 

Auf  einem  noch  im  Gestein  sitzenden  honiggelben  Idokrase  vom 
wzoniberge  mit  vorherrschenden  Pyramiden-,  und  nicht  hohen 
ismenflächen  habe  ich  elektrische  Spannungen  wahrzunehmen  nicht 
rmocht. 


III.   Idokrase  von  Aliu 

Die  Idokrase  von  Ala  unterscheiden  sich  besonders  dadurch  von 
50  Wiluiten,  dass  sie  mit  dem  einen  Ende  ihrer  Hauptaxe  auf- 
wachsen sind;  wenigstens  habe  ich  unter  den  von  mir  untersuchten 
ystallen  kein  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  ausgebildetes  Indivi- 
iim  gefunden.  Ihre  Farbe  ist  grasgrün  oder  bräunlichgrün  und 
e  Masse  durchsichtig  bis  durchscheinend. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  beträgt  der  Neigungswinkel  der 
chen  der  Grundpyramide  in  den  Polkanten  129^  21'.  Die  Kry- 
lle  sind  gewöhnlich  eine  Combination  der  Gestalten  P,  ooP, 
Poo  und  0  P,  zu  denen  öfter  noch  kleine  Flächen  von  Poo  und' 
Q  ditetragonalen  Pyramiden  hinzutreten. 

Die  Flächen  OP  und  P  sind  eben  und  sehr  glänzend,  während 
j  Flächen  beider  Prismen  ooP  und  ooPoo  eine  starke  verticale 
-eifung  zeigen,  infolge  deren  bei  längeren  Krystallen  von  geringem 
lerschnitte  die  einzelnen  Seitenflächen  oft  nicht  mehr  scharf  von 
lander  unterschieden  werden  können. 

Während  die  meisten  Individuen  dieses  Fundortes  im  Ganzen 
r  kurze  Prismen  darstellen,  finden  sich  aber  auch  einzelne  län- 
re  prismatische  Krystalle  von  kleinerem  Querschnitte.  Ich  vermag 
rht  anzugeben,  ob  diese  beiden  Formen  demselben  Fundorte  oder 
schiedenen  Localitäten  entstammen.  Beide  Varietäten  verhalten 
i  in  elektrischer  Beziehung  mehr  oder  weniger  verschieden, 
dass  es  zweckmässig  erscheint  sie  im  Folgenden  besonders  zu 
landein. 
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A.  Erystalle  von  geringer  Länge. 

Die  Kry stalle  dieser  Abtheilung  zeigen  meistens  nur  eine  schwache 
elektrische  Spannung,  und  zwar  sind  bei  ihnen   die  Endflächen  OP 
nebst  den   umliegenden   Pyramidenflächen   negativ,  das   untere  ?er- 
brochene  Ende  aber  positiv ;  häufig  ist  dabei  die  positive  Spannung  auf 
der   unteren   Bruchfläche  stärker   als   die    negative   auf   der   obereo 
Endfläche  OP.    Auf  den  prismatischen  Seitenflächen  sind  gewöhnlich 
die  oberen   Thcile   schwach   negativ,   die  unteren  schwach  positiv; 
doch  verlaufen  die  Grenzen  zwischen  beiden  Elektricitäten  sehr  ver- 
schieden,  so  dass   öfter  die  Flächen   überall  schwach   positiv  oder 
umgekehrt    in    ihrem    grössten    Theile   schwach  negativ   erscheinen. 
Bisweilen  ist  die  elektrische  Spannung  auf  ihnen  aber  auch  so  gering, 
dass  eine  sichere  Bestimmung  derselben  unmöglich  wird. 

Nach  den  zuvor    gemachten   Angaben   unterscheiden   sich  also 
die  Idokraskrystalle  von  Ala  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  von  den 
Wiluiten;   sie   gleichen    in   elektrischer   Beziehung  den   oben  S.  213 
unter  I.  A.  c.  angeführten  Schneeberger  Kalkspathkrystallen,  während 
die    Wiluite    mit    den    S.  206  I.  A.  a.   verzeichneten    Schneeberger 
Kalkspäthen  übereinstimmen.    Die  Verschiedenheit  zwischen  den  Ido- 
krasen  von  Ala  und  den  Wiluiten  tritt  besonders   in    dem  Verhallen 
der  oberen   Endfläche  0  P  hervor ,   die   bei   den  Idokrasen   von  Ala 
negative  Spannung  zeigt,  bei  den  Wiluiten  aber  stark  positiv  erscheint 

Ich  habe  eine  grosse  Anzahl  Idokrase  dieser  Gruppe  untersucht; 
im  Folgenden  bilde  ich  nur  fünf  derselben  ab. 


Kry  stall  No.  6.     Taf.  111,  Fig.  6. 

Der  Taf.  III,  Fig.  6  in  einer  seitlichen  Projection  abgebildete 
Krystall  gehört  dem  Museum  der  Turiner  Universität.  Die  drei  in  dei 
Zeichnung  nicht  dargestellten  Seitenflächen  zeigen  in  ihren  oberei 
Theilen  schwache  negative,  in  den  unteren  aber  positive  Spannung 
die  auf  ihnen  am  oberen  Ende  aufsitzenden  Pyramidenflächen  sind  he 
trachtlich  kleiner  als  die  vordere  abgebildete.  Durch  die  Grösse  diese 
h^ztoren,  welche  stark  negativ  ist,  erklärt  sich  die  Ausbreitung  de 
positiven  Elektricität  über  die  ganze  abgebildete  Fläche  ooP. 
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Krystall  No.  7.     Taf.  III,  Fig.  7. 

Der  Taf.  III,  Fig.  7  in  seinem  Netze  nebst  den  Projectionen  des 
oberen  und  unteren  Endes  dargestellte  Krystall  gehört  der  hiesigen 
Universitätssammlung.  Am  unteren  Ende  ist  er  schief  abgebrochen, 
und  die  Fläche  4  hat  im  unteren  Theile  an  anderen  Massen  angelegen. 

Krystall  No.  8  und  9.     Taf.  III,  Fig.  8  u.  9. 

Die  beiden  Krystalle  sind  nur  in  einer  seitlichen  Projection  samnil 
den  beiden  Enden  gezeichnet;  sie  gehören  der  Freiberger  Samm- 
lung. Am  unteren  Ende  sind  sie  beide  durch  eine  gegen  die 
Hauptaxe  fast  senkrecht  stehende  Bruchfläche  begrenzt. 

Krystall  No.  10.     Taf.  III,  Fig.  10. 

Der  Krystall  No.  10,  welcher  ebenfalls  in  einer  seitlichen  Pro- 
jection abgebildet  ist,  wird  an  seinem  unteren  Ende  von  einer  schief 
liegenden  Bruchfläche  begrenzt. 


B.  Krystalle  von  grösserer  Länge. 

Es  liegen  mir  aus  dem  Museum  der  Turiner  Universität  zwei 
solche  Krystalle  vor,  deren  einer  grasgrün,  der  andere  mehr  bräun- 
lichgrün gefärbt  erscheint.  Beide  zeigen  in  elektrischer  Beziehung 
eine  Art  von  Gegensatz:  während  bei  dem  ersteren  die  Endfläche 
DP  negativ  ist,  besitzt  sie  bei  dem  zweiten  positive  Spannung. 
Auf  den  Seitenflächen  werden  ähnliche  Vorgänge  wie  bei  den  Mur- 
sinkaer  Beryllen  beobachtet. 

a.  Krystall  mil  negativer  Fläche  OP. 

Krystall  No.  11.     Taf.  III,  Fig.  11. 

Der  Krystall  war  beim  Transport  zerbrochen  in  die  beiden  Stücke 
A  (oberes  grösseres)  und  B  (unteres  kleineres). 

Fig.  1 1  a  stellt  die  obere  Fläche  0  P  vom  Stücke  A,  Fig.  1 1  b 
das  Netz  der  Seitenflächen,  und  c  die  Bruchfläche  am  unteren  Ende 
eben  dieses  Stückes  dar.  Fig.  1 1  d  bildet  die  Bruch  fläche  am  oberen 
Ende  des  Stückes  B  ab,  welche  an  der  Fläche  c  angelegen   hatte. 
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litkrystalle  verhalten  sich  ähnlich,    wie   die  Topase   und   Kalkspdthc^. 
Wird  eine  Spitze  der  Hauptaxe  abgeschlagen,  so  zeigt  die  Basis  d^r 
kleinen  vierseitigen  Pyramide  negative,  dagegen  die  Abstumpfung  an 
dem  grossen  Stucke,  an  welchem  jene  Basis   angelegen  hatte,  posi- 
tive  Spannung.      Rückt  der  Durchgang  näher  nach    der    Mitte   des 
Krystalles,  so  treten  auf  der  Durchgangsfläche  am  grösseren  Stücke 
neben  den  positiven  Stellen  auch   negative  Zonen  aiif,  bis   schliess- 
lich bei  weiterer  Annäherung  an  die  Mitte  die  ganze  Fläche  negativ 
erscheint. 

Bei  der  mangelhaften  Ausbildung  der  mir  zur  Verfügung  stehen- 
den Apophyllitkrystalle  würde  eine  Darstellung  des  Netzes  in  vielen 
Fällen  wenig  verständlich  sein;    ich  werde  mich  daher  meistens  be- 
gnügen, die  Krystalle  nur  in  einer  Projection,  und  zwar  in  derjenigen^ 
in  welcher  sie  uns  die  am  vollkommensten  ausgebildete  Seite  zeigen^ 
abzubilden. 

Sämmtliche   Abbildungen   stellen,  wie  bereits   im  Vorworte  em*- 
wähnt,  die  Krystalle  in  ihrer  natürlichen  Grösse  dar.     Die  Kleinh€??il 
mancher  Krystalle  macht  das  Eintragen  der  einzelnen  Beobachtungs- 
werthe  unmöglich;  jedoch  sind  auch  stets  auf  den  kleineren  Flächen 
die  elektrischen  Spannungen  an  so  vielen  Punkten  von  mir  gemessen 
worden,  dass  durch  sie  eine  vollständige  Kenntniss  ihres  elektrischen 
Verhaltens  gewonnen  wurde. 


'  Krystall  No.   1.     Taf.  III,  Fig.  1. 

Der  mir  freundlichst  von  Herrn  Prof.  Karsten  geliehene  Krj- 
stall  No.  1  ist  in  seiner  oberen  Hälfte  vollständig,  dagegen  in  seiner 
unteren,  mit  welcher  er  aufgesessen  hatte,  nur  theilweise  ausgebildet 
Fig.  1,  Taf.  III  stellt  das  Netz  desselben  dar.  Die  mit  OP  bezeich- 
nete kleine  Fläche  ist  die  obere  natürliche  Endfläche.  Die  sehr 
schwach  röthlich  gefärbte  Masse  desselben  ist  im  Allgemeinen  ziemlich 
klar,  erreicht  jedoch  in  dem  dem  oberen  Ende  benachbarten  Theile 
vollständige  Klarheit."^) 


*)  Das  Zeichen  "^  in  der  Abbildung  bedeutet  eine  so  sttirke  positive  Spannung, 
dass  das  Goldblättchen  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskops  hinaus  getrieben 
wurde. 
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Krv stall  No.  7.     Taf.  ni.  F^-  T 

^r  Taf.  OL  Fig.  7  in  seinem  Netze  nebsA  -i^c  Pr.i^r^rj.nnn    if.^ 

und  unleren  Endes   dargestellte  Kr\6Uii  ^{L'.r.    i^r  l.es^-!l 

-sitatssammlong.     Am  unteren  Ende  iät  er  ^:t.tt{  icirrcr.i  nit-i. 

lie  FUlche  4  hat  im  unteren  Theüe  an  and-:n:ti  >(*M*ia  ^nift'.ft*^n. 

Krvstall  No.   8  und  9.     Taf.  UI.  Für.  *   l    > 
Die  beideu  KrvstaUe  sind  nur  in  einer  sieitli«:fa»in  Pr-.itT«:r...Q  sminn 
beiden  Enden  gezeichnet;   sie  gehören  .1er   Fr-ir^ra-r   •Mirnu- 
Am   unleren    Ende    sind    sie   beide    Jur-Ji    r'.n^    ^-xta     ::.: 
ptue  fast  senkrecht  stehende  Bruchfläche  beur-mz:. 

Krvstall  No.   10.     Taf.  111.  Fla.    10. 
Der  Knstall  No.    10,  welcher  eljeafalU  in  nin^fr    ^»fiMtiPra  p-,.- 
ion  abgebildet  ist,  wird  an  meinem  unteren  Kmk-  v.,q  ^m^:r  ^iru,-' 
lenden  Bruchfläche  begrenzt. 


B.  Kiyrtalle  Ton  grosserer  Länge. 

Es  liegen   mir  aus  dem  Museum   der   lurinf-r  {ImurrtxUi   /.,.,-■ 
liehe  Kristalle  vor,  deren  einer  grasizrün,  der  amkr»:  rtifzur  isai-. 

m 

chgriin  gefärbt  erscheint.     Beide   zeigen   in   eU:ktri-/:h*:r    B*r/>:r..,;.^ 
ine  Art  von  Gegensalz:   während    bei   dem   eräter>:ri   «Ji^  ^jAfLkrr.f- 
•P  negativ    ist,    besitzt  sie   bei    dem    zweit^'n    [Ki^t^^e   >y<Tt.:,  ,^^ 
tufden  Seitenflächen  werden  ähnliche  Vorgänge.*  wif-.  U.i  d*:f*   M... 
inkaer  BervUen  beobachtet. 


a.  Krystall  mit  negativer  Fläche  OP. 

Krvstall  No.   II.     Taf.  111.  Fig.    H 

Der  Krystall  war  beim  Transport  zerbrochen  in  di«-  \üiiiit-u  S<iA«;k*r 
•^  oberes  srösseres.   und  B   'unteres  kleineres  . 

Fig.  IIa  stellt  die  obere  Fläche  OP  vom  StücLii  A.  h^  in, 
^s  Netz  der  Seitenflächen,  und  c  die  Bruchfläche  nm  tiuUtmu  kfi/l< 
ßben  dieses  Stückes  dar.  Fig.  1 1  d  bildet  die  Bruchfliicb«;  ntu  hU'9*u 
Ende  des  Stückes  B  ab,  welche  an  der  Fläche  c   angi'Uyim   j,;^m^- 
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Fig.  1 1  e  das  Netz  der  Seitenflächen  und  f  die  Projection  der  sehr 
schief  liegenden  Bruchfläche  am  unteren  Ende  von  B. 

Der  Krystall  No.  1 1  zeigt  oben  eine  grosse  Endfläche  OP,  an  deren 
Rande  kleine  Flächen  von  P  und  der  diletragonalen  Pyramide  iH 
liegen.  Seitlich  wird  er  von  den  Flächen  ooP  und  oo  P  oo  begrenzl. 
Seine  Farbe  ist  grasgrün. 

Die  obere  Endfläche  OP,  sowie  die  beiden  Bruchflächeo  an 
den  Enden  des  unteren  Stückes  sind  negativ;  die  Bruchfläche  c  m 
unteren  Ende  von  A  ist  theils  unelektrisch,  theils  schwach  positiv. 
Die  Seitenflächen  sind  im  Allgemeinen  positiv  mit  Ausnahme  der  Fläche 
2,  die  namentlich  auf  dem  unteren  Stucke  B  negativ  erscheint. 

Im  Ganzen  ist  die  elektrische  Spannung  auf  diesem  Krystalle 
stärker  als  auf  den  zuvor  beschriebenen. 

6.  Krystall  mit  positiver  Endfläche  OP. 

Krystall  No.   12.     Taf.  III,  Fig.   12. 

Fig.  12,  Taf.  III  stellt  das  Netz  der  Seitenflächen  nebst  den 
Projectionen  der  beiden  Enden  dar.  Das  obere  Ende  zeigt  eine 
grosse  Endfläche  OP,  die  nur  oberhalb  der  Prismenfläche  1  je  eine 
Fläche  der  Pyraujide  P  und  3  P,  und  oberhalb  der  neben  der  Fläche 
1  liegenden  Flächen  des  Prismas  ooPoo  je  eine  Fläche  der  dit^lra- 
gonalen  Pyramide  3P3  trägt.  Seitlich  wird  der  Krystall  von  den 
Flächen  ooP  und  ooPoo  begrenzt,  und  zwar  sind,  soweit  sich  bei  der 
starken  verticalen  Streifung  urtheilen  lässt,  die  Flächen  ooPoo  etwas 
breiter  als  die  Flächen  oo  P.  Das  untere  Ende  ist  schief  verbrochen. 
Die  grüne  Farbe  des  sehr  durchsichtigen  Krystalles  spielt  etwas  ins 
Bräunliche.  Die  Flächen  3P  und  3P3  sind  fast  matt;  die  Fläche 
P  hat  einen  geringeren  Glanz  als  die  prismatischen  Seitenflächen  und 
die  Endfläche  OP. 

Wie  bei  den  Wiluiten  zei^^t  nun  bei  diesem  Krvstalle  die  obere 
Endfläche  OP  wieder  positive  Spannung,  weicht  also  von  dem  Ver- 
halten der  übrigiMi  AIa(»r  Krystalle  ab;  die  Bruchfläche  am  unler-eo 
Ende  ist  theils  negativ ,  theils  unelektrisch.  Die  Seitenflächen  s\a<^ 
zum  grösseren  Theile  positiv;  doch  findet  sich  namenthch  in  den 
oberen  Theilen  der  Flächen  3  und  i  (die  Flächen  ooP  und  ooPo^ 
lassen   sich   hier   infolge   der   starken   Streifung  nicht   trennen)  eine 
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egative  Zone,  die  sich  auch  noch  etwas  über  die  Mitte  der  Fläche 
erstreckt. 
Ebenso   wie   bei   dem   vorhergehenden   Krystalle  sind  auch   bei 
)em  vorliegenden   die  elektrischen  Spannungen   grösser  als  bei  den 
kurzen  unter  A  beschriebenen  von  Ala.*) 


*)  Forbes  führt  in  seiner  Abhandlung  (Transact.  of  ihe  roy.  soc.  of  Edinburgh, 
Bd.  U,  S.  35)  einen  Turmalin  an,  der  au  beiden  Enden  positive,  in  der  Mitte  aber 
negative  Elektricität  besass.  Sollte  dieser  Krystall  vielleicht  ein  Idokras  gewesen  sein, 
der  in  der  oben  beschriebenen  nadeiförmigen  Gestalt  sehr  leicht  mit  einem  Turmalin 
verwechselt  werden  kann?  Forbes  sucht  die  Erscheinung  zu  erklären,  indem  er 
zwei  Turmaline  mit  den  gleichnamigen  Polen  verwachsen  annimmt. 


IV.  Apophyllit  (Ichthyophthalm,  Albin), 

Der  Apophyllit  ist  wahrscheinlich  zuerst  von  R in  mann  beob- 
achtet und  unter  dem  Namen  des  Zeoliths  von  Hällestad  (in  Schwe- 
den) analysirt  worden;  doch  waren  diese  Angaben  in  Vergessenheil 
gcrathen,  als  der  portugisischc   Mineralog  d'Andrada*)   1804  die 
Beschreibung   mehrerer   von   ihm   auf  einer  Reise  in  Schweden  und 
Norwegen  gesammelter  Mineralien  veröflfentlichte ,   unter   denen  sich 
auch  ein  auf  Utö  vorkommendes  und  durch   seinen  blättrigen,  perl- 
multerartig  glänzenden  Bruch  ausgezeichnetes  befand.    Er  legte  dem- 
selben eben  wegen  der  BeschaflFcnheit  dieses  Durchganges  den  Namen 
Ichlhyophthalm   bei.      Da   eine    Varietät    des   Feldspaths   einen  ähn- 
lichen   Glanz   zeigt   und    deshalb   auch    den    Namen    Ichthyophthalm 
erhallen    hatte,   so  glaubte   Hauy,   um  jede   Zweideutigkeit  in  der 
Benennung  zu  beseitigen,  den  Namen  Ichthyophthalm  durch  die  Be- 
zeichnung Apophyllit,  hergenommen  von  der  Eigenschaft  des  Minerals, 
sich    vor    dem    Löthrohre    aufzublättern    [dnotpvXki^iiv)  ^    ersetzen  zu 
müssen. 

Die  Krystalle  des  Apophyllit^  gehören  dem  tetragonalen  Systeme 
an ;  der  Winkel  an  den  Mittelkanten  der  Grundpyramide  variirt  nach 
Dauber'"}  von  12r  8'  bis  119'  43'.  Die  Gestalten,  welche  wohl 
niemals  fehlen,  sind  P  und  ooPoo,  während  merkwürdigerweise  das 
Prisma  ooP  niemals  vorkommt.  Ausserdem  treten  noch  die  Flächen 
des  ditelragonalen  Prismas  ooP2  und  die  beiden  Endflächen  0  P  au(, 


'1  Sclieorer's  Journal  IV,  3  2. 
*')  Poggend.  Annal   Bd.  107,  S.  280. 
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(tztere  oft  in  solcher  Ausdehnung,  dass  die  Krystalle  tafelartig  er- 
rlieinen.  In  der  Richtung  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  findet  sich 
ine  sehr  vollkommene  Spaltbarkeit;  nach  den  Flachen  des  Prismas 
^Poo  existirt  eine  unvollkommene. 

Die  derben  Apophyllite  im  Fassathale  haben  grosse  Neigung  zu 
flatterig  schaligen  Absonderungen  und  sind  bisweilen  durch  Eisen- 
»xyd  röthlich  gefärbt. 

Die  Intensität  der  durch  Temperaturänderung  auf  den  Apophyl- 
litkrystallen  erregten  Elektricität  ist  im  Allgemeinen  nicht  unbeträcht- 
lich; bei  einigen  Varietäten  erreicht  sie  selbst  eine  solche  Grösse, 
dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  gan?  aus  dem  Gesichts- 
felde des  Mikroskops  hinausgetrieben  wird. 

Das  optische  Verhalten  der  auf  ihre  elektrischen  Eigenschaften 
geprüften  Krystalle  konnte  ich,  da  ein  Zerspalten  der  mir  geliehenen 
Krystalle  nicht  gestattet  war,  nicht  speciell  untersuchen. 


L  Krystalle  ?«ii  Andreasbei^. 

Der  Apophyllit  findet  sich  in  Andreasberg  auf  den  Erzgängen 
der  Grube  Samson  und  ist  entweder  farblos  oder  blass  rosenroth 
(nach  Suckow  durch  Fluorkobalt  gefärbt).  Die  Krystalle  bilden 
eine  Combination  von  P,  ooPoo  und  OP.  Die  Flächen  sind  meistens 
nicht  völlig  eben;  namentlich  erscheinen  die  Flächen  ooPoo  etwas 
gekrümmt,  so  dass  man  sie  als  die  Flächen  eines  ditetragonalen 
Prismas  mit  sehr  stumpfen  Winkeln  betrachten  kann. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  sehr  einfach:  Die  beiden  Enden 
der  Bauptaxe,  sowie  der  grösste  Theil  der  Pyramidenflächen  P  zeigen 
t^im  Erkalten  positive,  die  Mittelkanten  nebst  den  anliegenden  Streifen 
der  Pyramidenfläche  P  und  der  Flächen  ooPoo  negative  Elektricität. 
Sind  die  Flächen  ooPoo  sehr  gross,  so  erstreckt  sich  die  positive 
Narität  auch  wohl  noch  über  ihre  oberen  und  unteren  Theile. 

Da  die  Krystalle  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  vollkommen 
pallbar  sind,  so  eigneten  sie  sich,  um  den  Einfluss  einer  Verletzung 
er  Krystalle  in  der  eben  bezeichneten  Richtung  zu  ermitteln,  wobei 
jr  die  Kleinheit  und  unvollkommene  Ausbildung  derselben  mehr 
ler  weniger  Schwierigkeiten  darboten.     Die  zersprengten  Apophyl- 
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litkrystalle  verhalten  sich  ähnlich,  wie  die  Topase  und  Kalkspäthe. 
Wird  eine  Spitze  der  Hauptaxe  abgeschlagen,  so  zeigt  die  Basis  der 
kleinen  vierseitigen  Pyramide  negative,  dagegen  die  Abstumpfung  an 
dem  grossen  Stücke,  an  welchem  jene  Basis  angelegen  hatte,  posi- 
tive Spannung.  Rückt  der  Durchgang  näher  nach  der  Mitte  des 
Krystalles,  so  treten  auf  der  Durchgangsfläche  am  grösseren  Stücke 
neben  den  positiven  Stellen  auch  negative  Zonen  auf,  bis  schliess- 
lich bei  weiterer  Annäherung  an  die  Mitte  die  ganze  Fläche  negati\ 
erscheint. 

Bei  der  mangelhaften  Ausbildung  der  mir  zur  Verfügung  stehen- 
den Apophyllitkrystalle  würde  eine  Darstellung  des  Netzes  in  vielen 
Fällen  wenig  verständlich  sein;  ich  werde  mich  daher  meistens  be- 
gnügen, die  Krystalle  nur  in  einer  Projection,  und  zwar  in  derjenigen, 
in  welcher  sie  uns  die  am  vollkommensten  ausgebildete  Seite  zeigen, 
abzubilden. 

Sämmtliche  Abbildungen  stellen,  wie  bereits  im  Vorworte  er- 
wähnt, die  Krystalle  in  ihrer  natürlichen  Grösse  dar.  Die  Kleinheit 
mancher  Krystalle  macht  das  Eintragen  der  einzelnen  Beobachtungs- 
werthe  unmöglich;  jedoch  sind  auch  stets  auf  den  kleineren  Flächen 
die  elektrischen  Spannungen  an  so  vielen  Punkten  von  mir  gemessen 
worden,  dass  durch  sie  eine  vollständige  Kenntniss  ihres  elektrischen 
Verhaltens  gewonnen  wurde. 


*  Krystall  No.   1.     Taf.  III,  Fig.  1. 

Der  mir  freundlichst  von  Herrn  Prof.  Karsten  geliehene  Krj^- 
stall  No.  1  ist  in  seiner  oberen  Hälfte  vollständig,  dagegen  in  seiner 
unteren,  mit  welcher  er  aufgesessen  hatte,  nur  Iheilweise  ausgebildet. 
Fig.  1,  Taf.  III  stellt  das  Netz  desselben  dar.  Die  mit  OP  bezeich- 
nete kleine  Fläche  ist  die  obere  natürliche  Endfläche.  Die  sehr 
schwach  röthlich  gefärbte  Masse  desselben  ist  im  Allgemeinen  ziemlieh 
klar,  erreicht  jedoch  in  dem  dem  oberen  Ende  benachbarten  Theile 
vollständige  Klarheit."^) 


*)  Das  Zeichen  "^  in  der  Abbildung  bedeutet  eine  so  starke  positive  Spannung, 
dass  das  Goldblättchen  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskops  hinaus  getrieben 
warde. 
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Krysiall  No.  2.     Taf.  III,  Fig.  2. 

Der  ebenfalls  Herrn  Prof.  Karsten  gehörige  Krystall  No.  2 
gleicht  dem  vorigen;  er  sitzt  mit  seinem  unteren  Ende  und  einem 
Theile  seiner  seitlichen  Begrenzung  noch  an  einem  Stücke  des  Gang- 
gesteines fest.  Fig.  2,  Taf.  lil  stellt  eine  seitliche  Projection  des- 
selben dar. 


Krystall  No.  3.    Taf.  III,  Fig.  3. 

Den  farblosen  Krystall  No.  3  hatte  ich  von  seiner  Gangmasse 
ohne  Verletzung  abgelöst;  nur  an  einer  Seite  sind  kleine  Ueberreste 
derselben  sitzen  geblieben.  Das  obere  Ende  ist  vollkommener  aus- 
gebildet als  das  untere,  weshalb  auch  die  positive  Spannung  am 
oberen  Ende  beträchtlich  stärker  ist  als  am  unteren. 

Fig.  3,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  desselben  dar. 

Krystall  No.  4.    Taf.  in,  Fig.  4. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  farblose 
Krystall  No.  4  ist  nur  in  seiner  oberen  Hälfte  vollkommen  ausge- 
bildet, an  der  unteren  aber  verbrochen.  Fig.  4,  Taf.  III  stellt  das 
Netz  nebst  den  Endflächen  dar. 

An  dem  unteren  Ende  bildet  zu  einem  kleinen  Theile  [aß)  ein 
mit  OP  paralleler  Durchgang,  zum  grössten  Theile  [yd)  aber  ein 
unregelmässiger  Bruch  die  Begi*enzung;  dabei  liegt  der  Durchgang 
dem  unteren  Ende  des  Krystalles  näher  als  die  Bruchfläche.  Infolge 
dessen  zeigt  die  kleine  Durchgangsfläche  schon  wieder  positive  Po- 
larität, wählend  die  weiter  nach  der  Mitte  hin  liegende  Bruchfläche 
noch  negativ  erscheint,  wie  dies  in  Fig.  4  dargestellt  ist. 

Krystall  No.  5.    Taf.  III,  Fig.  5. 

Das  Fig.  5,  Taf.  III  in  seitlicher  Projection  nebst  den  Endflächen 
abgebildete  Bruchstück  No.  5  ist  oben  und  unten  von  Durchgangs- 
flächen  begrenzt;  während  die  obere  Durchgangsfläche  a  nahe  unter 
der  oberen  Spitze  liegt,  gebt  die  untere  Durchgangsfläche  h  fast 
durch  die  Mitte  des  Krjstalles.    Entsprechend  den  zuvor  S.  262  ge- 
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machten  Angaben  erscheint  die  obere  Fläche  positiv,  die  untere  da- 
gegen  negativ. 

Kryslall  No.  6.    Taf.  III,  Fig.  6. 

Das  Fig.  6,  Taf.  III  in  einer  seillichen  Projection  abgebildete 
KiystallbruchstUck  war  auf  der  hinteren  (nicht  gezeichneten)  Seite 
verletzt,  und  am  unteren  Ende  durch  eine  Durchgangsfläche  OP  be- 
grenzt. Da  letztere  ungefähr  um  V4  der  halben  Hauptaxe  unterhalb 
der  durch  die  Mitte  gehenden  Basis  liegt,  so  erscheint  auf  ihr 
(Fig.  6  6)  am  vorderen  Rande  (auf  der  gut  ausgebildeten  Seite  des 
Krystalles)  bereits  eine  kleine  positive  Zone,  während  der  übrige 
Theil  derselben  noch  negativ  bleibt. 

Krystall  No.  7.    Taf.  III,  Fig.  7. 

Der  Fig.  7,  Taf.  III  in  seitlicher  Projection  abgebildete  Krystall 
zersprang  beim  Ablösen  in  dem  mit  aß  bezeichneten  Durchgange  in 
ein  oberes  grösseres  und  in  ein  kleineres  unteres  Stück.  Die  beiden 
Flächen,  welche  vor  der  Trennung  aufeinander  gelegen  haben,  sind 
Fig.  7  h  (untere  Durchgangsfläche  am  oberen  grösseren  Stück)  undlc 
(obere  Durchgangsfläche  am  unteren  kleineren  Stücke)  abgebildet; 
die  letztere  ist  etwas  kleiner  als  die  erstere,  da  von  dem  unteren 
Stücke  ein  Theil  beim  Zerspringen  zerbröckelte.  Die  untere  Duith- 
gangsfläche  am  oberen  Stücke  ist  positiv,  die  obere  Durchgangs- 
fläche  am  unteren  Stücke  aber  negativ. 


II«  Krystall  (stgeiiaiiiiter  Albiii)  ?«ii  Avssig  in  BAlmeii. 

Die  Albinkrystalle  von  Aussig  besitzen  dieselbe  Gestalt  wie  die 
unter  I  beschriebenen  Andrcasberger  Apophyllite;  auch  gleichen  sie 
ihnen  im  Allgemeinen  in  der  Ausbildung  der  Oberfläche.  Dagegen 
entbehren,  wenigstens  die  mir  vorliegenden  der  Durchsichtigkeit^  sie 
erscheinen  vielmehr  meist  undurchsichtig;  es  ist  dies  wohl  eine  Folge 
ihrer  theilweisen  Umwandlung  in  kohlensauren  Kalk. 
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nung,    weil   er   in  der   Nahe   der  Mitte  des   vollständigen  Krystalfe 
liegen  würde. 


IV.   Krystalle  von  der  Seiser-Alp  in  Sid-TyroL 

Die  von  einem  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörig» 
Handstucke  abgelösten  kleinen  Krystalle  gleichen  an  Gestalt  dem 
vorhergehenden;  sie  bilden  vierseitige  Prismen  ooPoo  mit  den  Pyra- 
midenflächen P  und  der  geraden  Endfläche  OP.  Ihre  Oberfläche  \ 
erscheint  durch  eine  beginnende  Umwandlung  in  Albin  im  AilgemeioeD 
matt;  am  meisten  Glanz  zeigen  noch  die  Pyramidenflächen  P.  Die 
drei  untersuchten  Krystalle  waren  nur  am  oberen  Ende  ausgebildet, 
am  unteren  aber  von  der  Durchgangsfläche  OP  begrenzt. 

In  ihrer  elektrischen  Vertheilung  stimmen  sie  mit  dem  vorher- 
gehenden übercin. 

Kryslall  No.  10,  1 1   und   12.     Taf.  III,  Fig.  10,  11  und  12. 

Die  derselben  Druse  entnommenen  drei  Krystalle  sind  Fig.  10, 
1  I  und  1 2  auf  Taf.  III  in  einer  seitlichen  Projection  nebst  der  obereD 
und  unteren  Endfläche  abgebildet. 


V.  Krystalle  ans  dem  Banat. 

Von  Apophyllitkrystallen  aus  dem'Banat  standen  mir  ein  einzeloer 
Krystall  von  Orawitza,  sowie  ein  mit  zahlreichen  kleinen  Krystalta 
besetztes  HandstUck  desselben  Fundortes  und  ein  ebenfalls  mit  vielei 
kleinen  Krystallen  bedecktes  HandstUck  von  Dognazka  zur  VerfdguBg» 
Krystalle  von  OJklowa,  welche  nach  Descioizeaux  optisch  oegali^ 
sind,  während  die  Apophyllite  von  Utö,  von  Poonah,  aus  dem  Fassa- 
thale  u.  A.  der  positiven  Abtheilung  angehören,  vermochte  ich  nicU 
zu  (»r langen. 

Krystall  No.  13.    Taf.  III,  Fig.  13. 

Den  klaren  Krystall  No.  1 3  von  Orawitza  verdanke  ich  der  tiOM 
des  Ihurn  Prof.  Quenstedl. 
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Seine  hauptsächlichsten  Begrenzungen  bilden  die  Flächen  ooPoo 
und  OP,  während  die  Flächen  P  nur  in  geringer  Ausdehnung  auf- 
treten. Der  Krystall  hat  mit  einer  Seitenfläche  am  Gestein  gesessen, 
und  ist  daher  auf  dieser  Stelle  von  einer  Bruchfläche  begrenzt.  Die 
beiden  Flächen  OP  sind  Krystallflächen.  Fig.  13,  Taf.  HI  stellt  das 
Netz  dar. 

Die  beiden  Endflächen  OP  sind  positiv,  die  Seitenflächen  ooPoo 
aber  negativ;  die  Bruchfläche  zeigt  keine  elektrische  Spannung. 

Krystall  No.  U.    Taf.  III,  Fig.  U. 

Den  in  einer  Projection  nebst  den  Endflächen  abgebildeten  Krystall 
No.  U  (Fig.  14,  Taf.  III)  habe  ich  von  dem  oben  erwähnten,  dem 
hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  HandstUcke,  als  dessen 
Fundort  Dognazka  bezeichnet  ist,  abgelöst.  Er  gleicht  in  seiner  Ge- 
stalt und  elektrischen  Vertheilung  dem  vorhergehenden;  nur  wird 
sein  unteres  Ende  von  einem  Durchgange  gebildet  und  erscheint 
deshalb  negativ. 


VI.  Krystalle  ans  Nwd-Amerika. 

Krystall  No.  15.    Taf.  III,  Fig.  15. 

Der  Herrn  Prof.  Karsten  gehörige  und  als  von  New-Jersey 
stammend  bezeichnete  Krystall  No.  15  ist  ebenso  wie  die  beiden 
vorigen  von  den  Flächen  ooPoo  und  OP  begrenzt;  die  Flächen  P 
öJ^heinen  noch  kleiner  als  bei  No.  13  und  14.  Fig.  15,  Taf.  III 
^^Wl  das  Netz  desselben  dar.  Da  beide  Flächen  OP  Krystallflächen 
^^5  zeigen  beide  auch  positive  Elektricität,  während  die  negative 
^"f  den  Seitenflächen  auftritt. 

Krystall  No.  16.    Taf.  III,  Fig.  16. 

Als  Fundort  des   Herrn  Sachsse  gehörigen   Krystalles  No.  16 

^^    einfach    Nordamerika    angegeben;    er    stammt    jedenfalls    von 

^^genhill.     Bei  ihm  erreichen  die  Pyramidenflächen  wieder  eine  so 

grosse  Ausdehnung,  dass  die  Flächen  P  des  oberen  und  unteren  Endes 

in  kurzen  Mittelkanten  sich  schneiden.   Ausser  den  Flächen  P,  ooPoo 

und  OP  treten   auch  noch   kleine   Flächen  des   achtseitigen  Prismas 

18* 
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c5oP2  auf.  Die  Fläche  0  P  am  unteren  Ende  scheint  auch  eine  Krjstall- 
fläche  zu  sein,  oder  hat  wenigstens  nahe  unterhalb  derselben  gelegen. 
Die  obere  Fläche  0  P  ist  matt,  und  eben  dieses  matte  Aussehen  er- 
streckt sich  auch  auf  die  unter  ihr  liegende  Schicht  von  V»""  Dicke. 
In  Fig.  16,  Taf.  111  ist  eine  seitliche  Projection  des  Krystalles 
nebst  den  beiden  Endflächen  abgebildet.  Die  beiden  Endflächen  OP 
sind  positiv,  die  Flächen  P  und  ooPoo  dagegen  negativ. 

Krystall  No.  17.    Taf.  III,  Fig.  17. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  iMuseum  gehörige  Krystal 
No.  17  stammt  von  Bergenhill  in  New-Jersey  und  bildet  eine  dicke 
Tafel.  Er  ist,  ebenso  wie  No.  1 6,  eine  Combination  der  Gestalten  OP» 
ooPoo,  P  und  ooP2.  Auf  der  oberen  und  unteren  Fläche  OP  finden 
sich  zahlreiche  andere  kleine  Apophyllitkrystalle  auf-  und  einge- 
wachsen; die  Seiten  sind  zum  Theil  verbrochen. 

Fig.  17,  Taf.  III  stellt  eine  seitliche  Projection  desselben  nebst 
den  beiden  Endflächen  OP  dar.  Die  beiden  Flächen  OP  sind  positiv, 
die  seitlichen  Begrenzungen  negativ,  jedoch  ist  die  elektrische  Span- 
nung auf  den  (in  der  Projection  nicht  sichtbaren,  auf  der  hinteren 
Seite  liegenden)  Bruchflächen  sehr  schwach  oder  selbst  unmerklich. 


VIL  Krysttlle  v«ii  lltö. 

Die  Apophyllitkrystalle  von  Utö  scheinen  in  ihren  Formen  ziein- 
lich  verschieden  zu  sein;  während  ein  Theil  derselben  vorzugswei» 
quadratische  Prismen  darstellt,  bildet  ein  anderer  niedrige  Tafeln. 

Krystall  No.  18.    Taf.  III,  Fig.  18. 

Der  Fig.  1 8,  Taf.  HI  in  seinem  Netze  dargestellte,  der  Freiberg? 
Sammlung  gehörige  Krystall  No.  1 8  ist  fast  nur   von   den  Gestalte« 
ooPoo  und  OP  begrenzt.     Am  oberen  Ende   findet  sich  eine  natür- 
liche, wenn  auch  durch  Ansatz  einer  schwärzlichen  Substanz  in  ihrer 
Mitte  bei  ihrer  Ausbildung  gestörte  Endfläche;  am  unteren  bildet  zum 
Theil  eine  glatte  Durchgangsfläche,  zum  Theil  eine  etwas  rundlich( 
Kuppe  die  Begrenzung. 
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Die  Seitenflächen  sowie  die  untere  Durchgangsfläche  sind  nega- 
tiv, die  obere  Endfläche  positiv. 

Krystall  No.  19.    Taf.  III,  Fig.  19. 

Das  der  Freiberger  Sammlung  gehörige  Bruchstttck  No.  19  ist 
ringsum  von  künstlich  angeschlagenen  Durchgangsflächen  (parallel 
mit  OP  und  mit  ooPoo)  begrenzt.  Ueber  seine  Lage  im  ursprünglichen 
Krystalle  giebt  kein  äusseres  Anzeichen  irgend  wie  Andeutung.  Aus 
der  in  dem  Netze  Fig.  19,  Taf.  III  dargestellten  elektrischen  Verthei- 
lang  folgt,  dass  die  in  dem  Netze  am  oberen  Ende  gezeichnete 
Flache  [OP]  nahe  einer  natürlichen  Fläche  OP  gelegen  haben  muss, 
während  die  untere  weiter  von  derselben  entfernt  gewesen  ist. 

Krystall  No.  20.    Taf.  III,  Fig.  20. 

Der  Fig.  20,  Taf.  III  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  No.  20 

gehört  dem   hiesigen  mineralogischen  Museum.     Ein  Fundort  ist  für 

'liD  nicht  angegeben;  jedoch   ist  es   mir  nach  Beschaffenheit  seiner 

Masse  nicht   unwahrscheinlich,   dass  er  von  Utö   stammt.     Er   stellt 

^'De   niedrige   von   den   Flächen   OP,  P  und  ooPoo   gebildete  Tafel 

^^r.     Abweichend  von   'den   früher   beschriebenen   Gestalten    bilden 

^^  ihm  die  Flächen  P  durch   ihren  Durchschnitt  auf  der  vorderen 

^ite  eine  lange  horizontale  Kante;  an  den  drei  übrigen  entsprechenden 

Stellen  sind   diese  Kanten  verbrochen  oder  in  ihrer  Ausbildung  ge- 

f^emint  gewesen. 

Ob  die  obere  und  untere  Endfläche  natürliche  KrystallQächen 
^J^d,  wage  ich  nicht  mit  Bestimmtheit  zu  entscheiden;  es  könnten 
"^©hr  oder  weniger  dünne  Blättchen  abgesprengt  sein.  Auf  beiden 
^Ächen  OP  zeigt  sich  eine  deutliche,  mit  den  Flächen  des  Prismas 
ooPoo  parallel  gehende  Streif ung. 

Während  die  obere  Fläche  OP  zum  grössten  Theile  positive 
Spannung  besitzt,  erscheint  die  untere  fast  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung negativ.  Dagegen  tritt  positive  Elektricität  ziemlich  stark 
^of  den  vorderen  Flächen  P,  und  in  geringer  Intensität  auf  der  Bruch- 
flöche  der  hinteren  Seite  auf.     Die  Flächen  ooPoo  sind  negativ. 
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VIII.  Krystalle  und  krystallinisch-blätterige  Nassen  a«s  dm 

Fassathale. 

Die  von  mir  untersuchten  Krystalle  und  krystallinisch  blätterigen 
iMassen  aus  dem  Fassathale  sind,  selbst  in  dünnen  Blättchen  vod 
wenigen  Millimetern  Dicke  stark  elektrisch;  die  Spannung  erreicht 
oft  eine  solche  Höhe,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  gau 
aus  dem  Gesichtskreise  des  Mikroskopes  hinausgetrieben  wird. 

Krystall  No.  21.    Taf.  III,  Fig.  21. 

Der  Fig,  21 ,  Taf.  III  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  gehört 
der  Tübinger  Sammlung.  Es  sind  an  ihm  nur  die  beiden  grossen 
Endflächen  OP,  sowie  vorn  die  Flächen  P  zum  Theil  und  rechts 
daneben  die  Fläche  ooPoo  ausgebildet.  An  den  übrigen  Seiten  des 
Umfanges  ist  er  verbrochen.  Die  an  sich  klare  Grundmasse  erscheint 
durch  weissliche  Streifen  getrübt. 

Der  Krystall  zeigt  die  gewöhnliche  Vertheilung  der  Elektricitäi; 
die  Endflächen  OP  sind  positiv,  die  seitlichen  Begrenzungen  aber 
negativ,  mit  Ausnahme  der  einen  hinteren  Bruchfläche,  welche  po- 
sitive Spannung  besitzt. 


Krystall  No.  22.    Taf.  III,  Fig.  22. 

Das  kleine  Bruchstück  No.  22,  das  ich  von  seinem  Gestein  ab- 
gebrochen hatte,  ist  in  seiner  Masse  nur  durchscheinend  und  etwas 
graulich  gefärbt.  Natürliche  Flächen  sind  an  ihm  die  obere  und  untere 
Endfläche   OP,  und    die   vorn   gelegene   mit   ab   bezeichnete  Fläche 
ooPoo.    Die  übrigen  seillichen  Begrenzungen  6c,  cd  und  de  werden 
von    unregelmässigen    Bruchflächen    gebildet.      Der   Krystall    scheint 
nach   der   Linie  aß  aus   zweien   zusammengesetzt   zu  sein;    es  gebt 
eine  Art  Naht  nach  der   Linie  aß^  und  bei  a  finden  sich  an  beiden 
Stücken  kleine  Flächen  P.      An  dem  grösseren  Stücke   liegt  auf  der 
oberen    Kante   ab    eine    sehr    schmale    Fläche  einer  stumpfen  letra- 
gonalen  Pyramide  zweiter  Art. 

Das    elektrische    Verhalten    dieses    Bruchstückes,    dessen    NeU 
Fig.  22,  Taf.  III  darstellt,  ist  eigenthümlich :  in  seinem  gegenwärtige! 
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»lande  sind  die  beiden  Endflächen  negativ,  mit  Ausnahme  einer 
inen  Stelle  auf  der  unteren;  die  eine  vorhandene  mit  ab  be- 
iChnete  Fläche  ooPoo  und  die  daranstossende  Bruchfläche  bc  sind 
sitiv,  dagegen  die  hinten  und  die  links  von  ooPoo  gelegenen  Bruch- 
chen cd  und  de  wieder  negativ,  mit  Ausnahme  des  Theiles  von 
I,  welcher  an  die  Fläche  ab  des  Prismas  ooPoo  grenzt. 

Die  Endflächen  OP  und  ebenso  die  eine  vorhandene  Fläche 
iPoo  zeigen  also  gerade  das  entgegengesetzte  Verhalten,  wie  die 
sher  beschriebenen  Krystalle. 

Krystallinisch-blätterige  Massen. 

Spaltet  man  aus  den  blätterigen  weissen  oder  weissröthlichen 
assen  Blätter  von  2  bis  ^^^  Dicke  heraus,  so  zeigt  sich  auf  den 
igefähr  in  der  Richtung  des  Hauptdurchganges  liegenden  grossen 
ächen  sehr  starke  elektrische  Polarität.  Ob  dieselbe  positiv  oder 
igativ  sein  wird,  lässt  sich  im  Voraus  nicht  bestimmen,  da  die 
Ige  des  Bruchstuckes  zum  Krystall,  dem  es  angehört  hat,  nicht  zu 
mitteln  ist.  Auch  auf  den  schmalen,  seitlichen,  meist  unregelmässig 
laufenden  Rändern  kann  eine  ziemlich  starke  elektrische  Intensität 
)bachtet  werden. 
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ntwickelung  der  Störungsfunction  und  der 
R  Differentialquotienten   derselben,   die   hier 

gebraucht  werden, 

len  die  Bezeichnungen  angewandt  werden,  die  ich  in 
iheren  Arbeiten  über  die  Slörungsiheorie,  insbesondere 
Störungen  der  kleinen  Planeten,  gebraucht  habe,  nemlich: 

die  mittlere  Anoinahe, 

die  wahre  AnomaUe, 

der  Radius  Vector, 

die  gestörte  mittlere  Anomalie  oder  mittlere  Länge, 

der  gestörte  Werth  des  Radius  Vector, 

die  Störungen  der  Coordinate  Z,  die  senkrecht  auf  der 

Fundamentalebene  sieht, 

die  Störungsfunction, 

die  Masse, 

die  mittlere  siderische  Bewegung, 

die  halbe  grosse  Achse, 

die  Excentricität, 

die  LUnge  des  Perihels, 

die  Neigung, 

die  Lange  des  aufsteigenden  Knotens 

ten  Planeten,  von  welchen  die  drei  zuletzt  genannten 
auf  eine  feste  Ebene  und  eine  feste  Linie  in  derselben 
erden  müssen. 

19* 
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In  Bezug  auf  den  störenden  Planeten  sollen  alle  diese  GrösseD 
rechts  oben  mit  einem  Strich  versehen  werden. 

Bezeichnet  man  ferner  die  Bahnebene  des  gestörten  Pianelen 
mit  X\\  und  die  des  störenden  mit  X'Y\  nennt  <P  den  Bogen  der 
XY-Ebene,  der  sich  von  dem  aufsteigenden  Knoten  dieser  Ebene 
auf  der  festen  Fundamentalebene,  auf  welche  ti:,  t,  fl,  .t',  t",  H'  be- 
zogen sind,  bis  zum  aufsteigenden  Knoten  der  XY-Ebene  auf  der 
X'Y'-Ebenc  erstreckt,  if^  den  Bogen,  welcher  sich  von  deoi  auf- 
steigenden Knoten  der  X'!^"- Ebene  auf  derselben  Fundamentalebeoe 
bis  zu  den)selben  gegenseitigen  Knoten  erstreckt,  und  J  die  Neigung 
zwischen  den  beiden  Bahnebenen ,  so  sind  vor  Allem  /,  <P,  ^  ent- 
weder aus  den  Formeln 

sin  y  ./sin  |  (<(^+0)  =  sin  ^  (Ö— ö>in  ^(t+t') 

sin  Y^^'^^i:  (<^^+^)  =  ^-osy  (Ö— Ö')sin  ^  {i—V) 
cos|  Jsin  y  (ö^— 0)  =  sin  |  (ö— Ö')  cos|(/+r) 
cos^Jcos4-(<^— ^>)  =  cosy(^>— Ö>OS-^!/— €") 

oder,  nach  Belieben,  aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  berechnen: 

cos;>  sin  </  =  sin  i'  cos(W — ft') 

vosp  cosq  =  cos/' 

cos  j)  sin  r  =  cos /'sin  [0 — 0') 

(*()s/)  cosr  =  cosVy — 0')  ' 

sin/)  =  sin  i' sin  {0 — 0') 

sin  »/  sin  (/>  =  sin  p 

sin./cos0  =  cos;>  sin  (i — </} 

sin  t/sin  {^/^ — r)  =  sinyi  cosfi — </) 
sin./cos(^ — r)  =  sin  (i — q) 

cost/  =  cosyicosfi — q) 

Selzt  man  hierauf 

//=  jT—0—(/>,  ir  =  n'—ft'  —  V^ 

so  werden  di(»  Argnmenle  der  Breite  d(*s  gestörten   und    des  störe 
mKmi  Planeten 

f-h//     und     /'  +  // 
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2. 

Man  hat  bei  der  Anwendung  der  obigen  Gaussischen  Formeln, 
menilich  wenn  es  sich  um  einen  Kometen  handelte,  Schwierig- 
iten  in  der  richtigen  Bestimmung  des  Quadranten  gefunden,  in 
ilchem  die  Bögen  y(^+0)  und  y(^ — ^)  zu  nehmen  sind; 
rch  Anwendung  der  folgenden  einfachen  Betrachtungen  fallen  diese 
iwierigkeiten  ganz  weg.  Man  braucht  nur  die  Dreiecksseite  0 — Ö' 
^as  andei*s  wie  die  Winkel  i  und  V  zu  behandeln.  Letztere  muss 
n  unverändert  so  beibehalten,  wie  sie  sind,  und  demgemäss  ihre 
be  Summe  und  ihren  halben  Unterschied  bilden.  Es  kann  sich 
rbei  ereignen,  dass  -j{i — V)  durch  einen  negativen  Bogen  dar- 
;telll  wird;  dieser  muss  unverändert  in  der  Rechnung  angewandt 
rden^).  Den  Bogen  ft — 0'  darf  man  aber  nie  negativ  nehmen, 
idern  muss,  wenn  «</?'  ist,  -l(360"+ö— Ö')  statt  ^(Ö— ö')  in  der 
chnung  anwenden. 

Durch  den  Gebrauch  dieser  Regeln,  Berücksichtigung  der  algebrai- 
len  Vorzeichen  der  trigonometrischen  Functionen,  und  mit  Rück- 
ht  darauf,  dass  ohne  Ausnahme  siuy  J  und  cosy  J  positiv  werden 

bsen,   sind    die  Quadranlen,   in   denen  —{^^+<P)   und  ^('/^ — ^) 
nehmen  sind,    völlig   bestimmt.     Ich    füge  noch  hinzu,    dass  die- 
ben    Re^jeln    bei    jeder    anderen   xVnwendung    dieser    Gaussischen 
nneln  Geltung  haben. 

Zur  Anwendung  des  zweiten  obigen  Systems  von  Formeln  be- 
rke  ich,  dass,  wenn  man  die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
aclionen  der  bekannten  Bögen  in  der  folgenden  Ordnung  unter 
ander  hinschreibt: 


cm  {0—0') 

sin  p 

SIDt 

sin  (0—0") 

.  und  bez.  < 

cos  [i — 9) 

COSji 

cosT 

sin  (t— 9) 

n    znniichst   nur   über    oder  unter   einander  stehende  Logarithmen 
addiren  hat. 


*)    Es  versieht  sich  von  selbst,  dass  bei  einem  rückläufigen  Kometen  J  >  90^  ist. 


278  P.  A.  Hansen,  (6 


Es  ist  noch  Folgendes  anzumerken: 

I)  Wenn  nicht  nur  die  Störungen  des  Planeten  m  durch«, 
sondern  auch  die  des  Planelen  m  durch  m  zu  berechnen  sind,  so 
braucht  man  dem  ungeachtet  die  obigen  Formeln  nur  Ein  Mal  zu 
berechnen.  Wählt  man  im  zweiten  Falle  die  Bezeichnungen  wieder 
so,  dass  die  dem  gestörten  Planeten  zukommenden  Grössen  ohne 
Strich,  und  die  dem  störenden  zukommenden  mit  einem  Strich  be- 
z(!i(!hnet  werden,  mit  anderen  Worten,  wechselt  man  die  Bezeich- 
nungen um,  welches  das  Bequemste  ist,  da  sonst  in  allen  folgendeo 
Ausdrücken  die  Bezeichnungen  umgewechselt  werden  müssten,  so 
hat  man 

180»+*  statt  ^ 
180»+^  statt  (/> 

zu    schreiben,    wahrend  J  unverändert   beizubehalten   ist.     Es  folgt 
hieraus,  dass 

//  statt  180«+//' 


//'  - 

180«-!- 77 

//—//'  - 

-  (/7-77') 

27/     - 

277' 

//+//'    - 

77+77' 

2/7'    - 
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ZU  setzen  sind. 

2)  Vorausgesetzt,  dass  man  eine  gewisse  feste  Ecliplik  zur 
Fundanientaiebene  annimmt,  wie  gewöhnlich  geschieht,  so  bietet  die 
Krde,  wenn  sie  als  gestörter  oder  störender  Planet  eintritt,  besondere 
Fiille  dar. 

a)   Wenn  die  Erde  störender  Planet  ist,  so  werden 

/'  =  0,     fi'  unbestimmt, 

und  hiemit  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  I 

J    =  i 

0=0 

fl  =  7r  —  ß 

fl'=  7t'—0 
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^p  =  ö — Ö'  unbestimmt.  Dieser  Bogen  kommt  aber  in  den 
)n  zu  entwickelnden  Formeln  gar  nicht  vor,  nur  ^+Ö'  kann  bei 
issen  Veränderlichen  vorkommen,  und  nimmt  einen  bestimmten 
th  an,  denn  dem  Vorstehenden  zufolge  wird 

b)   Wenn  die  Erde  gestörter  Planet  ist,  dann  werden 

1  =  0,     d  unbestimmt. 

bindet   man   nun    die    unter  a)    erhaltenen   Gleichungen   mit   den 
5r  2)  abgeleiteten  Verwandelungsformeln,  so  ergeben  sich 

9f  =  180« 

n  =  180«+7r  — «' 

//=  |80"+7r'— Ö' 

es  wird  ferner  0  =  180® — ö+ö'  =  unbestimmt.  Aber  jetzt 
n  dieser  Bogen  in  den  Ausdrücken  für  die  Störungen  nicht  vor- 
imen,  sondern  höchstens  </>+ö,  und  dieser  ist  bestimmt,  nemlich 

0+«  =  180«+Ö' 

3'  Wenn  die  zu  berechnenden  Störungen  sehr  klein  sind  und  man 
I  in  Folge  dessen  njit  der  Aufnahme  der  Glieder  der  niedrigsten 
nung  begnügen  kann,  so  braucht  njan  in  der  Regel  die  Bögen  /7 

Tl'  selbst  nicht  zu  kennen,  sondern  nur  deren  Unterschied 
sl  der  gegenseitigen  Neigung  J.  In  diesen  Fällen  kann  man 
ler  setzen 

n—ir  —  n—n 

J  aus  der  folgenden  Formel  berechnen 

sin^Y«'  =  ^'"^^tI* — ^  )■+"  sinisini'sin^Y(ö — 0') 


Die  Störungsfunction  nimmt  den  folgenden  Ausdruck  an 


m 


welchem  H  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden 
ien  r  und  r  bezeichnet,  und  für  unseren  Zweck  auf  die  folgende 
m  gebracht  werden  kann: 
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H=cos(f—r+II—n') 

+s\n'^j\cos{f+f+n+n')—cos{f--r+n-ir]\ 

Entwickelt  man  nun  vorläuOg  Jl  nach  den  Potenzen  von  siv?-h 
und  bleibt  bei  der  ersten  derselben  stehen,  da  diess  für  das  hier  za 
erreichende  Ziel  hinreicht,   so  bekommt  man  leicht,  wenn  man  zur 
Abkürzung   den   Nenner   1-i-m  weglässt,   der  später   leicht  ergänxl 
werden  kann,  wenn  es  noth wendig  sein  sollte, 

-'  = ; r— ^ } r-i  — -^  cos  (/—r-i-//-/n 

+  sin^  -■  Jrr  — - — — = — - 

-  sin2 1 J^,  {cos  (/'+r+  //+//) — cos  (/•— r-i-  n—ri)  \ 

welcher  Ausdruck  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  (excl.)  in  Bezug  auf 
die  Exceniricitäten  e  und  e   und  die  Neigung  J  entwickelt  werden  soll. 

5. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

K=n—Il\         r=g—g\         G  =  r'^K 

und  bezeichnet  mit  /  irgend  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl, 
die  Null  eingeschlossen,  und  setzt  man  ferner 

V ^,„cosG  =  i;    DiCosiG 

(rt2^.a'2— 2artcosr,y       ^^  -00 

Jl  =  /2o+J2iSin2-i-J 

so  wie 

r  =  a{i+x),  f=  (j-^y 

so  giebl  das  auf  mehrere  Unbekannte  ausgedehnte  TAVLOR'sche  Theorem, 
wenn  der  Kürze  wegen  die  Summenzeichen  2/  weggelassen,  und 

ö.  =  (0, 0)  ü, 

a^  0)  =  (2, 0)  Z>. ,        aa  (^Jf;-.)  =  (I ,  I )  1), ,        a-  0)  =  (0, 2]  D, 

etc. 
gesetzt  werden; 
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(0, 

.0) 
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.0) 

(2 

-1) 

(2- 

0) 

(<. 

.2) 

(<- 

1) 

(<. 

0) 

(0, 

3) 

(0, 

2) 

(0. 

1) 

(0, 

«) 

COS  iG 

D^x  (y—y)  smiG 
D^x'^cosiG 
D^x'  {y—y')s\niG 

D^x^  \  cos  iG 

D^x'^x! 

DiX^{y— y')  sin  iG 

D^x  x'^  cos  iG 
D^xx'{y—y)  sin  iG 
DiX{y^yy\ 

D^x'^  J 

DiX'^iy—y')  sin  iG 

/)j  x'[y--y')'^  cos  i  G 


cos  i  G 


bis 


Di[y^y')HxniG 
auf  Grössen  vierter  Ordnung  vollständig. 


6. 

Die  Function  J2i ,  in  welcher  nur  die  ersten  Potenzen  der  Excen- 
tricit^ten  berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  wird  auf  dieselbe  Art 
behandelt.     Setzt  man 


aa 


a 


SO   bekommt  man  zuerst 


-00 


rr 


?' 


(y.2  ^  r'2  -.  2r  r'cos  (/'-r+ ü-ü')  )*      ^'' 


+    {i,0)EiX    }cosiG 
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und  dieser  Ausdruck  ist  mit 

cos  [f+f-t-fl+Jf')  —  cos  (/■— r+  U—II')  = 

cos  {ig—G+^IJ)  —  {y+y)  sin  {2y—G+2n)  —  cosG  +  [y—y)  sinfi 

zu  niultipliciren.  Zu  dem  Ende  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  M, 
überhaupt  eine  Function  von  t  bezeichnet,  die  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass 

wie  hier  bei  den  l)^  und  E,  der  Fall  ist,  und  die  Summen  von 
i  =  — oo  bist  =  +oo  genommen  werden,  die  folgenden  Glei- 
chungen stattfinden: 


^M^  cos  {IG 

2'itf.sin(/(; 

2'iJtf,  cos  (/G 

2- iM,  sin  {IG 


L)  cos ( G 
L)  cost'G 
/y)sint6' 
L)sintG 


^•Ar,_,cos(tG  +  L) 
^  JH..,  sin  (iG  +  L) 
^•(t— /)Jtf,_,  sin  (i-G  +  L) 
—  2"  {i—(}  iW._,  cos  (»G  -I-  L) 


Durch   Zuziehung   dieser  Gleichungen  giebt  das  Vorhergehende 
ohne  Muhe 


m 


(0,0)  Ei^ 

1)(0,0)E,> 
(0,0)  f.-^ 
(0,0)  Ei. 
{\,Q)Et. 

(O,»)^.- 

•  (o,o)£;_ 


;^~^,i  )sin(2o  +  i«  +  2n) 

ly+y )  j 

X  ^  cos  I G 

X 

{y— y')  sin  iG 


7. 

Die  Theorie   der   elliptischen    Bewegung  giebt  in   der  hier  er- 
forderlichen Ausdehnung 


X  ^    * 


i 


>2  _ 


(e  —  —  e')  cos^  —  —  e^  cos  2^  — —  e'cos 3 g 


8 


3 


X  = 

y  = 

r 

y  = 


T«- 


.  (V-y  e'3)  cos  (j-  F)  -  y  f^'^ cos  (2ff  -  2r)  -  -J-e'3cos  (3^-  3r) 
1  O  sin  ((/ -  r)  +  y  e'^sin  (2 (/ -  2  r)  +  51  e'3sin  (3 (/ -  3  r) 
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"^  =  —e^^  —e^cosg-h-T-e^cos^g-h-T-e^cosSg 
?■   =    -  ee  cos  r 

+  --^e'cos(25  — r) 

-f-  y  e^e'  cos  (3  (/  -F)  +  y  e^e'  co5  (3.9  —  2  D 

;   =  —  e^'sinF 

+  —  e^s'ing ^  —  f^^g'sin  (^+r)  —  (?2f»'sin  (j— F)  +  — ee'^sin  (g—  2F} 


8 


— -  /»2sin2</  +  ee'sin  (2^  — F) 

4 

T 


--^e3sin3^  +  ^62e'sin(3^-F)  +  ^ee'2sin(3^-2F) 


^  =  -J-<''2«l^'3cos(3--F)+y^'2cos(2ff--2F)+ye'3cos(3^--3F) 

-f-^'e'^sini/ — ^e?2e'sin((/+F)  —  —  ^'^^in  [g  —  F)  +  —  ec'^sin  (//  —  2F) 

-  f^e'sin  (2,9  -  F)  Hh  /^sin  (2r/  -  2  F) 

-  4  ^^^'sin  (3^  -F)  -  4- ^^'^sin  (3^  -  2  F)  4-  ^ ^''^sin  (3^  -  3  F) 

0  Z  o 

i  =  <'2^.e'2_2e^'cosF 

+  — e^cos^ — r- ^2  ei  cos  ((/ +  F)  +  yß'-^cos  (^  —  F)  —  -r-ee'^cos  (^  —  2F) 

-  ^2cos2,9  +  2e^'cos  (2^  -  F)  —  /^cos  (2^  —  2  F) 
-y<?3cos3ff+y^Vcos(3ff-F)+yee'2cos(3^-2F)  -ye'3cos(3^-3F) 

1  4 

*  =  — r-e^cosj— — c^cos3gr 

'  =  — -  e'^e'  cos  (^  H-F)  — r-  e^c'  cos  (p  — F) 
-i-62e'cos(3^-F) 

H--7-e'^sin3^  —  -r-e^c'sin  (3^— F) 

2  =  — T-ee'^cosj— Yce'2cos(j  — 2F) 
-ye6'2cos(3j-2F) 

)  ^  ^l.e^e'sin{g-hr)^±-ee'Hin(g^ir) 
+  y  e^e'sin  (3 j-F)  —  -iee'^sin  (3  j-  2F) 
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-h— e^cosSfl'  — e^e'eos  (Sg  —  F)  -h  — ee'^cos  (3</  — ST) 
-i  o:'»  =  - 1  c'»cos  ig-n-  ~  c'3cos  (3  <^  -  3  T) 
yj;'2(.y  — y')  s  --ee'»sinj— —  e'»sin(äf  — r)  —  yee''sin  (gr— 2r) 

-h  -J-ee'2sm  (3^ -  SF)  -  -|-e'3sin  (3  j  -  3  T) 

-h  4-^^«'cos  {^9  —  n  -  ee'^cos  (3(/  -  %r)  4-  4-e'^cos  (3^-3 r 
—  --^^sin3(/-f-6?2f?'sin(3^  — F)  —ee"^s\n  (3j  —  ST)  +— e'-^sin 


8. 

« 

Durch  die  SubstitutioD  der- vorstehenden  Entwickelun^^en  ir 
Ausdrücke  der  Slörungäfunclion  der  Artl.  5  und  6  aimnit  diest 
folgende  Form  an: 

aii=     SU)  cos(t  {g - g')  +  i K) 

+   (i)cos(ii{i-g')+U+i)K) 

+   i;^)  cosif, -t- i (fj - g')  +  i h) 

+   (4)  cos  (9  -+-  i  ig  -  g)  -h  (/  -t^  1 )  A') 

+   (->)cos{g  +  i{g-g]  +  {i-\)K) 

+   {&]cos{g  +  i(g~g} +  (,-*- iiK) 

+   (T!Cos(g  +  Hg-g')+iK^in) 

+   (8)  cos(^  +  i [g - g]  +  (t -  1)  A'+  271) 

+   (9)cos(2(7  +  /C7-</')+/A) 

+  (10)cos(2<,  +  .(j,-.9')  +  (/+1)A) 

-+-(11)  cos  (2</  -+-  »•  (j^  -  g']  .+.  ((•  -I-  2j  Ä') 

•+-(12)  cos(2</  +  /(^  — </')  +  /*" -+-2 71) 

+  (13)  cos (3 «7 -+-  / [g  —  g')  •+-  j A) 

+  (1i)cos(3<7-+-/(.7-.7')  +  (/+1)A') 

+  (15)  cos  (3  g  +  »■  [g  -  g')  +  (/  +  2)  A") 

+  (16)cos(3i,+  t(j;-r/)  +  (e+3)A-) 

-+-(17)  cos(3 «?-+-»:  (</—</')  +/A+27/) 

+  (18)  cos(;J^ -*-i(0  —  9)  +  ('-•-<)  A'+  271) 

und  wenn  man  sich  erlaubt,  die  Indices  (0,0),  (1,0),  (0,  T 
trelrennl  von  den  i),  und  E^  zu  schreiben,  so  ergeben  sie 
die  Coeflicienleu  des  vorsiehenden  Ausdrucks  die  folgenden  W 
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[f|  =  m'a{Q,0)Di 

e»  »i'o  { (2,0) -»-2  (<  ,0) -4j"2(0,0)}  A- 

e'2»»'a  {(0,2)  -»-2{0,1 )  -4/^(0,0)}  ö. 
-  -isin2iJm'a(0,0){E,_,  +  E,>,} 

)   =i-ee'm'a{(1,1)+2(/+1)(<,0)+2(.+4)(0,4)-»-4(»-H)J(0,0)}ü,+, 


t  . 


i\  = 


-  em'o{(<,0) -2/(0,0)}  A 

-  Y«"'  m'a  { (3,0)  -  (2i-2)  (2,0)  -  (4  »•2+7/ +3)  (<  ,0)  +  (8/3+  4  0i-2+2/;  (0,0) }  ö, 

--J-ee'2m'a{(1,2)+2(<,1)-2/(0,2)-4i^(1,0)-4/(0,1)+8/-»(0,0)}Z).- 

+  4-«s'nH'''»'«((<'0)-2'(0'0)}{^'-i+^'-n} 

-  e'm'«{(0,1)+2(/+1)  (0,0)}Z),H., 

-yeJe'm'a{(2,1)+^(/+4)(2,0)+2(1,<)+4(/+<)(1,0)-4(/+1)2(0,1)- 

-8(/+1)3fO,0)}A>i 

-  4-«''»»i'«  {(0,3)  +  (2/+4)  (0,2)  -  (4."2+/)  (0,1 )  -  (8/-*+  4  4*^+6/)  iO,0)}  A-n 

o  • 

+  -ic'sin4JOT'«{(0,<)+2(/+l)(0,0)}{A',+  A;+2} 


:5)  =  - 


6j  =  _ 


i-*'^eVa{(2,1)-2(/-1)(2,0)-(4/-2)(1,1)+(8*■2-^2/+4)(^,0)+ 

+  (4/^-3/-<)  (0,1)  —  (8/3-U*"2+4/+2;  (0,0)}  A_r 

i-ee'2;n'«{(^21  +  (4/+6i(1,1)  +  (?/+4)(0,2)  +  (4»-2+H/+6)(1,0)  + 

+  (8/-2+28/+24)  (0,1 )  +  (8/-3+38J-2+56/+24)  (0,0) }  />,-i-2 

l-<'sin4ym'a{(<,0)  +  (2»+4)(0,0)}/!.>, 


■    ==  --*-*''sinH^'«'«{(0,<)-(2/-2)(0,0)}i'. 

'    =  ^e^m'a{(ifi)-(ii+-i)  (1,0)  +  (4j-2+30  f0,0:.}A- 

»:  =  yf'2w'a{(0,2)  +  (4/+6](0,<)  +  (4»^+H/+6)(0,0)}Z).+2 


^)  =  sin'^lJm'aiOfi'jEi 


i+i 


3)  = 


-  ^f^  m'a  {(3,0)  -  (6/+6)  (2,0)  +  (12/-2+27/+9)  (<  ,0)  - 

-  (8/3+30ri+26i-)  (0,0)}  A 


J j  =s  - 4-«Vm'a{(2,1)  +2(/+ 1) (2,0)- (4/+6) (1,1) - (8»-2+20/+12) (1,0) 


(4ri+13/+9)(0,l)  +  (8/'+34»"2+44/+18)(0,0)}A+i 
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(15)  =  -±pp'2^/,,{(i^2)  +  (4i+6)(^,1)-(2t+4)(0,2)  +  (4i^+Hi+6)(ro:.- 

-  (8/^+281+24)  (0,1)  -^8i'3+38i^+56i-+.24)  (0,0  }!),>; 

(16)  =  -;^g'3^i'o{(0,3)  +  (6i-h12)(0,2)-h(12i"2-h45i.h36)(0,4)  + 

-h(8|-»+42i^-h62i+24)  (0,0)}  A>s 

(17)  =  -i-esin2.iym'a{(1,0)-(2i+4)(0,0))i?,^i 

(18)  =  -y^'sinH^w»'a{(0,1)-h(2/-h2)(0,0)}£',>., 


9. 

Um  die  im  vorigen  Artikel  erhaltenen  Ausdrücke  zu  vereinfacheo 
dienen  die  folgenden  Betrachtungen.     Sei 

a 

a  =  — 

dann  erhalten  wir  aus  dem  Art.  5 

a  ■•'^ 
T  —  a^cosG  =  «i*    DvCOSiG 

(4+a2^2acosG)*  -oo 

Setzt  man  aber 

4  -»-00 

=  2,'    A^cosiG 


(1  -ha2  — 2acos(;)*  -oo 

SO  ergiebt  sich  die  Gleichung 

+  00  +00 

a2'    D,cosiG  =  ul,"    il,cosiG  —  a^cosG 

-00  -00 

oder  es  wird  allgemein 

aDi  =  aAi 

mit  der  Ausnahme,  dass 

aU^  ^  w  A,  —  —  «2 

wird.     Wendet   man  nun  die  folgende,    abgekürzte  Bezeichnung;  a 
die  der  schon  oben  eingeführten  analog  ist 

A,  =  (0)  A, 


etc. 
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erhält  man  aus  der  vorsiehenden  allgemeinen  Relation  und  deren 
fferentialen : 


«  (0,0)  Di 
u{ifi)Di 
a{0,1)Z>,. 
«  (2,0)  Df 
a[\,i}Di 
a  (0,2)  Di 
o  (3,0)  Di 
a(%i)Di 
ali»)Di 


=  a\0)A 
=  a{i)A 
=  -aH)A 
=  a(i)A 
=  -a(i)A 
=  a  {i)A 
=  a  {Z)A 
=  -a{3]A 
=       o(3)yl 


a{0,3]Di  =  —a(3)A 


-a(0)Ai 

-ia{0)Ai 

+  4a(1)^,-  +  2a(0)yl,- 


ISS 


—  3a  (i)Ai 
+  6a(i)Ai  +  6a(i)Ai 

—  9a{i)Ai—iSa{i)Ai  —  6a{0)Ai 

Differentiation  der  obigen  Ausnahmerelation   giebt   zu   erkennen, 
dieselbe  vollständig  berücksichtigt  wird,  wenn  man  Überall 

(O)ilt  — y«     s*3"     W-^i 
(1)4,-1«       .       ^\)A,  ■ 

wendet. 

Ferner  bekommt  man  aus  dem  Art.  5 


a 


2  -l-QO 

,  —  a^  =  a2'    £,cosiC 

(i  -Ha2-2acosG)i  -oo 


id  setzt  man  jetzt 


^ ^  =  i^^ß.costC 

(1  +a2_2cfcosG)^  -oo 


ergiebt  sich  allgemein 


it  der  Ausnahme,  dass 


aE,  =  a^B, 


aE.  =  «2« 


a' 


'0    **   "Q 

ird.      Führt   man   ähnhche   Abkürzungen    in    der    Bezeichnung   ein, 
ie  oben,nemUch 

«fi,=  (0)Ä, 

^iebt  die  vorstehende  allgemeine  Relation: 

o  (0,0)  Ei  =       a[^)Bi 
a[\fi)Ei  «       a(1)i?,.-ha(0)i?,- 
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und  die  Ausnahmerelation   wird   vollständig  dadurch   berücksichtigt, 
dass  man  allenthalben 

(O)fio  — «     statt     (0)Äo 
anwendet. 


10. 

Machen  wir  nun  von  den  im  vorigen  Artikel  entwickelten 
Umformungen  Gebrauch,  so  gehen  die  Ausdrücke  der  Coefficienten 
von  aJl  in  die  folgenden  über: 

(1)  =  m'a(0)Ai-h^[e^+e'^]m'a{(i)+iH)-kft((i)}Ai 

-ysin^J/»j'o(0)  {Ä._,+B,+, } 

(2)  =  -|fe'm'a{(2)+2(1)-(4,-2-»--6/+2)(0)}^-^, 

(3)  =  -em'a{H]-2i{0)}Ai 

-  y  e»  m'a  { (3)  -  (2«- 2)  (?)  -  (4/-2+7/-I-3)  (1 )  +  (»fl+i  0*^+20  fO!} .t, 

-  jfc'^jn'aflS)  -  (2»-4)  (2)  —  (4»"2-i-4/-2)  (t) -h8/~H0)}  .'!,■ 
+  -i<'sin2]J».'a{(t)-(2i-<)(0)}{Ä,_,+B,^,} 

(4)  =e'm'a{(1)-(2/+1)(0)}^.„ 

-l-|-eWa{(3)-(2/— 3)(2)-(4/2-+-12»-|-4)(1)  +  (8»-3+20j^+16(+4)(«^^ 

+  i-/:«>«'a{(3)  —  (2/— 5)  (2)  — (4/"2-|-9»— 2)  (1)-».(8/-t+10«-i+/— 2i(0;}^i^ 
-4-«''sin2-iJw'a{(1)-2/{0)}{Ä,  +  Ä,^.,} 

(5)  =  i-«'Wa{(3)-(2/-3)(2)-(4/~'«-/+1)(<)  +  (8j:>-40i"2+<+ri(0!}.1,- 

(6)  =  -  ^ef'2wj'a{(3)  -  (2*— 4;)  (2) -  (4/'2  +  t 7«+8)  (1)  +  (8P+30;-2+32/+8) 

(7)  =  -  i r sin2  ym'a[[\)  +  {ii+  5)  (0) } /?.„ , 

(8)  =  -i«''sin2«yw'«{(1)-i-2/(0)}B, 

(9)  =  -J-e2».'a{(2)-(4»-|-2)(t)  +  (4.-2+50(O)}A- 

(10)  =  -i-«'«'Va{(2)-(4/+2)(4)  +  (4/^-*-6(+2)(0)}^,H., 
(H)  =  |«''2»,'«{(2)-(4/-i-2)(1)  +  (4»2+7/-i-2)(0i}.-U.i 
(«2)  =  sin2|y/H'«i())Ä,+i 
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-^f»m'a  {(3) - (6/+6) (2) -►- (Mfl+i7i+9) (1) - (8»-»-|-30/"2+26/) (0)) /l. 
J-('2  e'm'a  {(3)  - (6/+5)  (2)  -h  [i ifl+ibi+Q)  (1 )  -  (8.-3+30/2-I-31  »+9)  (0)}  yj.-^, 
-  -J  e/im'a{(3)  -(6i+4)  (2)  +  (12/-*+23/+8)  (1)  -  (8j"->+30P+32/+8)  (0)}  yl.+2 
-/hn'a  {(3)  -  (6/+3) (2)  +  (12|-2+21/+6) (1) -  (8»--'-»-30|-2+29/-»-6)  (0)}  yl,+:, 


-  {psin2  « y  w'a{(1)  -  (2»-l-3)  (0)}  Ä,^., 
~  «•'sin^l ./  m'a  { (4 )  -2/(0) }  Ä,+2 


11. 

Ausser  Jl  selbst  wird  im  Folgenden  auch  das  mit  r  luultiplicirte 
'cnlial  von  J2  nach  r  gebraucht  werden,  weshalb  die  Coefßcienten 
>:  Ditrerontials  sogleich  abgeleitet  werden  sollen.  Man  findet 
I  das  Vorhergehende  leicht,  dass 

dfi\  ibfi\  ida 


\ör/  \oal  \o«/ 


wodurch  die  verlangten  Coefficienten  ohne  Mühe  erhalten  werden 
»n.  Da  aber  aJl  statt  Jl  entwickelt  worden  ist,  so  ist  zu 
rken,  dass  bei  der  Differentiation  von  aJl  das  a,  welches  in 
I  Coefficienten  als  Factor  von  m'a  vorkommt,  constant  gesetzt 
en  muss,  indem  dieses  a  dem  Factor  a  von  Jl  entspricht, 
mler  der  Differentiation  nicht  einbegriffen  werden  darf.  Setzt 
nun 

«rß-f)=    l-(\)'co,{i{g-g)+iK) 

+  (2)'cos(i(j,-j/')  +  (t+1)A') 
+  {^ycoHig+i{g-g')+iK) 
•+-  etc. 

iben  im  Ausdruck  von  aJl  des  Art.  8,  so  bekommt  man: 

:  m'at1)^+--|-(<'2+('"^)»j'a{(3)+4(2)-(4/2-2)(1)}^- 

_i.sin2l/m'a{(«)-»-{0)}(B,_,+B,>,} 
:  —  ^e  e'm'a  {(3>  -+-4  (2)  -  (4/2+6/)  (t ))  .4,+  , 

handl.  d.  K.  S.  Gftfellsch.  d.  Wisnensch.  XVm.  jO 
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(3)'=-«'m'o{(2)-(2i-<)(1)}A 

—  4-e' m'aUi) -  (2j-5)  (3) - (ifl-h^i i— 4)  (2) -•- ■8j»+6/I-5»-3  A  ).' 

-  y  e  e'2fw'a  {(4)  -  (2i-7)  (3:  -  (iz-^^-Si- 1 0)  (2 1  +  (81*3— 4r^-4^^^^^ 

-».i-e  sinH-/»t'a{';2)  -  (2'-3)  (< )  -  (2/-4 )  (0)}  {Ä._,+fi,+, } 

(4)'  =  cVo{(2)-2i(4)}>J..,., 

-H -i-p2 e'm'a {'»  - (2/— 6)  (3)  -  (iP-h  1 6i-2)  (2)  +  (Sf^-h  1  6j-2+4.:  '« ).1, 

+  4-^''m'o{(4)-(2j-8){3)-(ij'2+43/-12}(2)  +  (8P+6|-2-8^  r.).1, 
-4-e'sinU7m'a{(2)  -  (2/-2)  (1 )  -2/(0)}  {B.  +B.+2} 

(5)'  =  yc2e'm'a{(4)-(2/-6)(3)-(4i^+3/-5)(2)  +  (8/-3-44»^+2.-);l  }.4m 
(6)'  =  — l-«-e'2»i'a{(4) - (2/-7)  (3) - (li^-t-Hi) («)  +  (8»-»+26/-2+15/) (<  }.U 
(7)'  =  — ^fsin2  ^7  m'a{  (2)  + 12/+7)(1)  +  (2/+5)(0 ;}«.+, 
(8)'  =  -^f'sin24Jm'a{(2)  +  (2/+2)(4)+2/{0))Ä,- 
(9)'  =  -J-«-2m'a{(3)-4/(a)-»-(4r.'+/-2)(1)}^ 

10)'  =  -lef'TO'«{;3)-4/(2)  +  (4/+2/)(4)}^H.i 

11)'  =  -i«''2;w'a{(3)-4/(2)  +  (4«-2+3/)(1)}^+.i 

12)'  =  sinH-/»«'a{(<)  +  (0)}Ä.+i 

13)'=  -J!.eS/w'a{(4)-(6/+3)'3)  +  (12*'2+1ä/-3)(2)  — (8<-3+18»-i-»-9  l 

15)'  =  -|p/2m'a{(4)-(6/  +  1)(3)-+.(l!2/^4-riOi2)-(8/a4-18/-2+9r(r).l 
16)'  =  le'37;/a((4j-6/(3)  +  (12/-^H.90(2)-(8/3+18r-«4-8/}(1))/U^^ 
17)'  =  --^^sin^y//i'a{(2)-(2/+1j.1)--i«/-h3)(0)}Ä.^.i 
18)'  =  ^  e's\n^\Jm'a{i:i)-('it-r}{\)-ii(0]}B,^'i 

12. 

Zur  Entvvickelung  der  Störungen  der  dritten  Coordinate 
der  Diflerentialquotient  der  Störungsfunetion  nach  Z  erfd 
Man  könnte  denselben  durch  Differentiation  von  Jl  nach  J,  , 
ableiten,    aber    um    die    Grössen    driller   Ordnung   auch    hier  ; 
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Iten,  mUsste  Jl  um  eine  Ordnung  weiter  entwickelt  werden.  Ich 
^^de  indess  hier  weiter  gehen  und  den  genannten  DiflFerential- 
olienten  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  vollständig  entwickeln, 
»durch  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  Breitenstörungen  des 
)it«rs  und  am  Ende  auch  die  des  Saturns  vollständig  erhalten  zu 
nnen.  Freilich  hätten  für  diesen  Zweck  einige  Glieder  der  vierten 
ünung  ausgereicht,  aber  da  diese  Ordnung  nicht  ganz  übergangen 
•^rden  kann,  so  habe  ich  für  dienlich  erachtet,  etwaiger  anderer 
iwendungen  wegen,  sie  vollständig  zu  berücksichtigen. 

13. 

Den  genannten  Diflerentialquotienten  habe  ich  in  der  ersten 
»handlung  über  die  Störungen  der  kleinen  Planeten  abgeleitet  und 
n  folgenden  Ausdruck  dafür  erhalten 

(H)    =  -^^'(i3-73)sinJrsin(f+/7') 

3  //  den  gegenseitigen  Abstand  des  störenden  und  des  gestörten 
aneten  bedeutet.  Da  dieser  Ausdruck  sin  J  zum  allgemeinen  Factor 
I,  so  braucht  man,  um  die  Glieder  vierter  Ordnung  zu  erhalten,  nur 
>  zu  den  Gliedern  dritter  Ordnung  einschliesslich  von  6,  e\  siuy/ 
gehen.     Die  erste  Entwickelung  giebt 

<_/^)  = r'sin(r-«-JI')  <   „;    .^      jj.. 

iin/VöZ;  (r2+j'J-2rr'cos(/'-/"+JI-iI'))*      »'*        ^'  ' 

-Sin*-!-  j^^'2^i^{f+ir+n-t-m')-ism(f+n]-sm(-f-t.2r-n+in') 

2  *  (r2+,.'2  _  2  r, 'cosf/*— /•'+/!— i/'))t 

I  setzt  man  daher  dem  Art.  5  analog 

o'  i  ■•■'* 

—z Th  =  ^'    EiCosiG 


(«2^a/2_2aa'cosö)t       «^  -oo 


aa 


"1  +00 


=  2'    F.cosiG 


(üiH-a'2  — 2atf'cosG)t  -oo 

>ekoinmt  man  zuerst  bis  auf  die  hier  verlangte  Genauigkeit: 

-h   (\,0)EiX  \cosiG 

-h  (o^)Eix\ 

20* 
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-h    (^^)EiXx 

-/(^0)£,..x(y-y')sin/{; 

-♦.4-{0.2)^^T'2cOSf(; 

z 

-±.n(0,ü)Eiiy-yy 

+ 1  (2,1  )£■.-. -r2.T' 
--i-»,(2,0)fcVr2(y-y')sin/7; 

—  /  (1 ,1 )  EfXx''y—y']  sin  /6' 


X  (0<3)  *V'^  •' 


6 


/cos/ tf 

-y,(0,2)AVT'2(y-y')sin/(; 


(I  a 


'2 


(,.2^./2_  2/t'cos  (/'-/"+  iZ-if'))^ 

(     (0.0)  f;     I 

1  H-  fi,o)f;.T  Uos/(; 

1+(0J)F,.^'  J 

-/(0,0)fV//-//')sin/(; 


Da  ferner 


U. 


sin  (/'-+.  il')  =  sin  (^  -  (;  -f-/I) 

4-  .vV/>s  ((7  -  (;  -h/T) 


y"'^cos  (g  —  G  -f-  /I) 


—  sni7-+-n)  =  —  sin  (^4- il) 

—  ycos  [g-^ll]. 
sin(-/'-f.2/'— /Z-+.2fZ')  =  -.sin((/  — 2(;-f-iI) 

4-(y-2y')cos(r/-2(;H 
sin(/4-2/''4-//-+-2yi')  =  sin(35^-2(;4-3i7) 

4-(f/  +  2/)cos(3(/-2G 


il) 


3iZ 
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ehi  die  Multiplicalion  rnil  RUcksichl  auf  die  Sätze  des  Art.  4 


(      (0,0)/!',+,     j 


sin  [g+iG-t-n] 


(0,1)A'.+,a;'J 

[i+i)  (0,0)  A;^.,  {y-y'j  cos  (g+iG+n) 


I +{-(2,0)  £■.>,. r2 


1 


sin{g+iG-t-n) 


{/+t)  (t,0)  Ei^iX{y-y')  cos  {g+iG+H) 

-^(0,2)£;>,x'2sin  {g+iG+n) 

(/+t)  (0,t  )/.■.+,. T'(y-y')  cos  ;</+j6+iI) 

i-(/-^1)2(0,0)£,+,(y-y')2 


sin  (^+iG+7T) 


---(3,0)ii,^.,;r» 

i-  (/+ 1 )  (2,0)  Ei^ , .x2  ly-y]  cos  i3+iG+n) 

l-  (t,2)  A;-+,.-r.x'2sin  {g+iG+n) 

(i-t-  \)(i,i}Ei^ixx'  iy-y')  cos  (</+ 1«  +il) 

/+l)i(l,ü)/!;+,x(.y-yVl 

/sin  (^-f-iG-h/Z) 

-*- 1  ('+^ j  l0,2)  /i;>i.r'2  (y-,/)  cos  ((/+  iG+il) 
~Y('-»-<)MMj^;-K..r(y-»/')2sin((/+e7;4-/I) 


4 


I 


(0,0)  fc'.H.,// 

,0)  A',+  ta::.7   / 

(0,iiA;^.,.TyJ 


r  +  (0,0)  fc'.H.,//    j 

+  (1,0)/;-..„x.v' J 


cos  {g+iG+II) 


-  (/+!)  (0,0)  i'..,,  (y-j,')  y'sin  {g+iG+n) 

+  i-(2,0)fc;+,.T-'iy'     1        ,  ^.,,^„, 
2  >cos  ((/+/(» +77) 

-♦-     (t,l)£',+)a;a;y  ) 

-  (/+1)(1,0)  EMxly-y)y's\n{g+iG+n) 
-l--i-(0,2)  £'.>,a:'2y'cos  (g+iG-t-n) 

-  (i+\){Q.\]  E,^tx{y-y']y'sin  {g+iG+lI] 
-|  ('+1)^(0,0)  £,+,  <y-yyy' cos  [g+iG+n] 
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-4-(0,0)i?,^,yi 


sin  ((/•+- /G-f-/I) 


(0,1)/sW,jr;y2 

y  (^*+<)  (0,0)  /i.>,  (y-y'jy^ cos  (g^iG^n) 

i-  (0,0)  £;>i.i/'»cos  ((^+/ 7;+iZ) 
3siii2jy{o,o)f; 

3sin2JJ(1,0)F,J'    lsinf.7+«G-4./I) 

3sin4J(0,1)F,,r;' 

3  sin2  |J  I  (0,0)  Fi  (y- //')  cos  (<;-♦-  /  G  -hU) 

3sin4J(0,0)  F.iycos  [(^-^iG-^Il) 


-4sin4J(0,0)F.>2 


» 


-^sm^yi1,0)F,^2.r 


2 
B 

1 
3 

"2 


sin  [g-^iG-^-Il) 


~sin2|J(0,1)f;^.2.r 

sin-^y  ^/+2)  (0,0)  F.^-i  (//-//)  cos  (,74-/ (? 


3 


^-sin^JJ  (0,0)  h\^i[y^iy)  cos  ^i^-n/fJ+iZ) 


2 


4sin24J(0,0)F.>2 
^-sin'^JJ(l,0   F.>2''* 
-^sin-^iJ(0,ljF,^.2./" 


sin  (3//+/G+3iI) 


3 


3 


sin^  \J  [i^%]  (0,0)  h\^i  [y--y')  ros  (Hy-n/G  4-3/1) 


f  sin'^i  J  0,0)  F.^,(//H-2//)  c««  1%+'^'  +  '^^) 


15. 

Durch  tH<?  Substitution  der  im  Art.  7  gegebenen  Werlh 
^^  ^\  U')  y  *>n^'  deren  Potenzen,  welchen  die  folgenden  hii 
fügen  sind: 

xy'  =  eeainr 

-f-— e^/sin  ((^-i-/")-i-6^p'sin  [y  —  T)  — — pe'^sin  [g —  2F> 

—  6'c'sin(2(/  — i") 

—  — c^e'sin  (3//  — T)  — -^et^'-^sin  ^3^  —  2/') 
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r^'jy'  =   ^-^'3sin  (a-F)  -e'2siD  (2(/-2r)  -^^'^sij 


')y'  =  —  2e'2  +  2ee'cosr 

4  2  4 

-yfVcos(3ff-r;i-yee'2cos(33-2r)-hye'3cos(3(/-3r) 
-a?^y'  =  —  — e^g'sin  (^-hf) -hYe2e'sin(g'— F) 

o-y  =  ye/2s5in(^-2r)-».^^e'2sin(3(/-2r) 

f")!/'  =  2ff^'2cos(/  — e2^'cos((/-hr)  — Pe'2cos(^  — 2r) 
-hp2e'cos(3(/— F)  —  fe'2cos(3(7  — 2r) 

-'2y'  =  i_e'3sin(^-F)-hye'3siD(3^-3F) 

f')  y'  =  p'^eos  ig—r)  —  ee'2cos((y  — 2F) 

-h  e6'2cos  (3ff-«F)  —  f^'äcos  (3(;-3F) 

')2//  =  -  4  pe?'2sin  (/-he2(^'siD  (^  +F)  +  (2e2e'4.3e'3)  sin  ((/  -F)  -2ee'2sin  (^-2F) 
-  e2/siD  (3(7-F)  -h  2ee'2sin  (3(/  — 2F)  -  e'^sin  (3(/-3F) 

l-t/"i  =  r'2^.|/3co6(^-F)-f^'2cos(2(7-2F)-yc'3cos(3</-3F) 
r//2  =  —  p^'2cos^-f----ee'2cos  (</— 2F) 


-ee'2cos(3^-2F) 


ry2  =  -4-^'^^^s(3-F)-+.^e'3cos(3|7~3F) 


,')i/2  =  2f6''2sin^-36'3sin((/-F)-hee'2sin((/-2F) 
-f'<''2sin(3^  — 2F)  -he'3sin  (3(/-3Fj 

LjP  =  p'^sin{(/-F)-|e'3sin(3j^3r) 

-  2//  =  2esin(/—  ie'sin  (^— r*) 
f-Sy  =  Sesio^ -f- 4 e' sin  (gr  —  F) 

t    sich  aus  den  Entwickeiungen  des  vorigen  Artikels: 
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+   [2]sin(i(<,-9)  +  {i-i)K+n) 

+   {3)sm(i{g-g')  +  (i+i]K+n) 

+   (4)  sin  (/  ((/-<7')  +  (1-2)  A'+JI) 

+   (5)sin(r/  +  »(j/-ff')+iA'+7I) 

+    (6)sin(j/  +  /(<,-jy')  +  (/-H)A-+JT) 

+   (l)sm(9+i{g-g')  +  {i-i)K+n) 

+   {»)s\niq  +  i{a—g')+ih—n) 

+  ^9)s\D{yt'i{s-g')  +  (i+i)K-n) 

+  (1 0)  sin  (V  + 1  (;7-j/')  +  (.+2)  k-  n) 

+  (H )  sin (2j/  +  /  (.7-j^'J  -H  / A'+ Jl) 

+  {\i)sin{2g+i{g-g)  +  (j+1)  A'  +  Jl) 

+  (1 3)  sin  (2.y -H  /  (sr-j/') +  (/-<)  A-H  il) 

+  ( U)  sin  (2  </  +  /  (ff- j/')  +  (/+  2)  A-  +  il ) 

+  f<5)sin(2ff +  /(ff-ff')  +/A-I-3JI) 

+  (<6)  sin  (2.9  +  i  (g-g)  +  (t-1 )  A'+  8  JI) 

+  (l7)sin(2j/  +  /(.9-7')  +  «A--7I) 

+  (<8)sin(2ff+/(5-3')  +  (/+«)A'-n) 

+  (19)  Bm(<ig+i{a-g')  +  (/+2)  A'-JI) 

+  (20)  sin (2ff  +  1  (</-»')  +  (.+3)  A-- JT) 

+  (21 )  sin  (3</  +  i  ig-g')  +  ,A+  JI) 

+  (22)  sin  (3  ff  +  /  (ff-ff')  +  (/•+ 1 )  A-  +  U) 

+  (23)8in(3ff  +  /(ff-ff')  +  (,+2)A+JI) 

+  (24)  sin (3ff+/ (ff-ff')  +JA  +  3JI) 

+  (2.'>)  sin  (4 ff  +  /  (ff-ff')  +  / A-  +  n) 

+  (26)  sin(4ff  +  /(ff-ff')  +  (1+1)  A+n) 

+  (27)  sin(4ff  +  /(ff-ff')  +  (/+2)  A'  +  JT) 

+  (28)  sin(4ff  +  / (ff-ff')  +  (/+3)  A-+iI) 

+  (29isin(4ff  +  /(ff-ff')+/A  +  3n) 

+  (30)  sin(4ff  +  /(ff-ff')  +  (/+1)  A-+3/I) 

16. 
Die  Coefficienlen  des  vorsiehenden  Ausdrucks  sind  die  folgende 

(1)  =  -i-6».'«2sin7{,1,0)+2(/+1)(0,0)}Ai;H., 


2 
I 


■^e3OT'a2sinJ{.;3,0)  +  (2i+4)(2,0)-(i(/+1)2-7/-4)(1,0)- 

-(8(/+1)»-10(/+^)i+2(/+1))^0,0)}] 

-i-ee'2m'a2sin7{  1,2) +  2(1,1) +*(/+1)  (0,2)— (4(t+1)2-8/-4)(1,( 

+4(/+1)(0,1)-(8(/+1)3-l6(/+1)2+8(/+1))(0,0)} 


3 


_  ^  sin2  ym'a^  sin  J  { (1 ,0)  +2  ■ /+ 1 ;  (0,0) }  {2  F.  +  F.+z) 
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1=:  y  p'wVsin  y{(0,1)  -  (2i-2)  (0,0)}  £, 

-♦-   ~e2^Va2sinJ{(2,1j-(2/-2)(2,0)^2;^1)--(4/-4)(1,0)-4i2(^^ 

4.(8/3-81-2)  (0,0)  }£^ 

-fr-  ^f^'3;wVsin  J{(0,3j  -  (2/-4J  (0,2) - (4/'^-/.  (0,1)  +  [SP^Hfl-h^  (0,0)} E^ 

—  \  e'sin4Jma2siny{(0,^)-(2/-2;(0,0)}{2F,_l-h^;>l} 

^#»2^';„VsinJ{(2,1)  +  (2«+2j(2,0)  +  (4/+6;(1,1)+(8(/+2)2-12i;/+ 

+(4(e+2)2-5(i+2))(0,1)+(8;/+2)3-18(i+2)2+^0(r+2))(0,0)}A^^^^^^ 

^ri''2mVsinJ(i1,2)-(i/-6)(1,1)-2(/-1j(0,2)H-(4(/-<)2-3(/--1)-1)(1,0)  + 

H-(8(/-1)2-4(/-1))(0,1)-(8(/-^).^-6(/-1)2-2(i-1))(0,0i}/s;_, 

—  /w'a2sinJ(0,0)ii;+, 
__i.^2;„VsinJ{[2,0)4-2(1,0)-4(/+1)2(0,0)}£'^^., 

—  ^e'2,„VsinJ{(0,2)-h2(0,1)-4/2(0,0)}/s;^., 


3      . 


-sin2|ymVsin  J(0,0)  (2F,-hF,>2) 


r  -|('pVrt2sinJ{(1,1)H-(2/H.2)(1,0)  +  ^2/+4)(0,1)+(i(/+2)2-4(/H.2))( 

=  —  1  f  e'wVsin  J{(l,1 1  -  (2i-2)  (1,0)  -2/(0,1) +  (4/2-. 4/)  (0,0)}  A; 

:r  j^  i*2;„VsinJ(;2,0)-(4/-2)(l,0j-h(4/'2-3i-1)(0,0)}Ä;-., 

=  y^/m'a2siDJ{(1,1)-+.(2/+2)(1,0)-2/(0,1)-(4/^-h.ii)(0,0)}£'. 

=  4  /'^wVsmJ((0,2)-i-(4/H-6)(0,1)-h(4/^-h11i-h6)(0,0)}£'.^.i 


8 

I 

"2 


=  4  «m'a2sinJ{(1,0)-(2/-h2)(0,0)}£'.+, 

^^m'a2siny{(3,0)-2/(2,0)-(4(i+1)2+7(e+1)-f-3)(1,0)  + 

H.(8(i+1)3+10(/+1)24.2(i+1))(0,0)}fc;^i  . 

|ef?'2;,iVi2sinJ{{1,2)+2(1,1)-2(e+1)(0,2)--(4(f+1)2-8(/+1)+4)(1,0)- 


-4(/+1)(0,1)+(8(*+1)3-16(e+1)2+8(e+1))(0,0)}/j.^, 


3 


—  ^esin24Jw'a2sinJ{(1,0) -2(14.1)  (0,0)}{2F,+f;>2} 

=  -i^'m'a2siny{(0,1)H-2l7+1)(0,0)}F.>2 

-l-ye2e'm'a2siny{(2,1)  +  (2/.h2)(2,0)H-2(1,1)4-(4i-h4)(1,0)-. 

-4(/.h2)2(0,1)-(8;i+2)3-8(£.h2)2)(0,0)}F,-,j 

4-^/3;„Vsiny{(0,3)+2(i+2)(0,2)-(4(/4.2)2-15(/4.2)-h14)(0,1)- 

-(8;«-h2)3-34(i-h2)24-46(*-h2)-20)(0,0)}£.^., 

-i-6'sin24VmVsinJ{(0,l)+2(/+1)(0,0j}{2F.>i+F,>3} 
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m  =  ^^e^e'm'ais\nJ{{i,i)-(ii-2){i,0)-(H+'i)[i,i)-^{8fl-ii—i)H,0\  + 

+  (4i2+5i)(0,1)  — (8ia+2j2—  400  (0,0j)  ^. 

jU)  =  ^Pe'»m'«''siny{(4,2)  +  (4i-»-6)(1,<)+2(/+3);0,2)+(4(«+3)2— 43(/+3  +7)1, 

+(8(j+3)2-<2(.+3))(0,<)+(8(i+3j»-26(/+3)2-|.l8(/+3  )  0,ft] 

il5)  =  Jpsin2l//«'«2sinJ{(l,0)  +  (2i-l-6)(0,0)}F.>2 

(«6)  =  ye'sin2  1JmVsinJ{(0,<)-(2/-2){0,0)}F<+, 

i|7)  =  -^^ge»mVsin7{(3,0)-6j(2,0)+(»2{«-1)2+27(<— ^;l+9)(^,0,— 
-(8(l— 4)3+30{i— 1)2-4-«6(i— 1  )iO,0 

,18)  »:  -lpV'm'a2sinJ{(2,1)  +  (2t-l-2)(2,0)-(4<+2)(<,4)-(8|-2+12/+4).<,0 + 

+  (4j2+5«)  (0,4)  -h(8»3+  18t2-h  «Oii  (0,0  ) 

(Mij  =   -^«'p'2m'«2sinJ{(1,2)  +  (4/+6)i:i,1)-2t/+»)(0,2)+(4(i-|-1)2-|.3(.+4)-l)l 

_(8(/+4)2+4(/+4))(0,4)-(8('+<)''+6('-»-<)*-2('+<))0.«.| 

(«'•)  *   -^5j«''='/rt'rtsinJ{;0,3)+6(<-*-2](0,2)+(42(j-»-2)2-3(i+2)-6){O,1)  + 

-»-(8(/-h2)3-6;»-h2)*-1O(i-|-2)+4).0,0) 

|«|]  =  -l/-'///VsinJ{(2,0)-(4<+6)(4,0)+(4(/+4)-^+5(/+4))(0,0)}fcW, 

i«Vj  «  -  J-Pf''/nVsinJ{;4,4)  +  (2/+2)(4,0)-(2»:+4)(0,1)-(4(#+2)2_4ii+2))(0,n) 

,«:ij  «  -  ^/•■'/»'«•■'sin7{iO,2)  +  (:4/-|-6)(O,4)+(4;/+3)2-43(/+3)+9)(O,0;}A;>;, 

I H 4 ,  «  —  --  sin'^  y in'n^ sin  J  (0,0)  T-V+j 

<lrt,  -.    '  r»wVsinJ{(:J,0)-  6/+12)(2,0,+(42(/+4;'-'+27(/+4]+9)(4,Oi  — 

_(8(/-».4):»+3O(»+4)2+26(/+4.)O,0 

,«(,,  -    '  /■«pVrt2siny{(2,4)  +  (2>-*-2i(2,0)-!4/-*-»0;(l,4)-(8(/+2)i— 4(/+2;-i)il,( 

+(4(/+2)2+5(«-i-2:)(0,1  -♦-(8f/-»-2)3+2(/+2)»— 40(»-»-2.)  0,0 

,<7,  ^    '  «'p'-^AHVsinJ{(4,2)  +  (4t-i-6)(1,t)-2  /-h3)  (0,2)+(4(j-l-3)2— 43(/-|-3,+9);4, 

-(8ii>3)'«- 12(1+3)), 0,4) -(8(/-»-3)^-26(/+3)i-|-48;/+3.).0,0j 

,«Ni  -    '  c'•■'wVsin7(;0,3)  +  ;6/+12,;0,2)+(t2(/•+4)2-51(»•+4)+48)f0,4;^- 
+(«(/+4)••«— 54(*+4)2+440(i-|-4)— 64),»,0 

(<„,  _   •' /'.sin'.'J7wVsiiU{,4,0)-(2«+6;iO,0)}F.>.2 
,:„„  ^   * /''.sin2JJwVsin7{(0,1)  +  (2*+2MO,0)}F,+3 


■7] 
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17. 
Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge,  wenn  wie  oben 

a  = 

gesetzt  wird, 


a 
~a 


er 


-*-<x> 


— «2  --  f^i^    EiCosiG 

(^H-a2_2acosG)*  -oo 

Setzt   man  also  wieder 

4  -»-00 

3  =  2^    ß.cosiG 

SO   bekommt  man  im  Allgemeinen 

mit  der  Ausnahme,  dass 

a^E^  =  a^B^  —  a^ 

wird.      Mit  Anwendung    der    im    Vorhergehenden    eingeführten    ab- 
gekürzten Bezeichnungen  ergiebt  sich  daher  allgemein 

a2(0,^)£',.  =  -a(^)i?,.-2a(0)i?,. 

a^(2fi)Ei  =       a{2)Bi 

a^^^)Ei  =  -.a(2)i?,— 3a{1)i?,. 

a^{0,2)Ei  =       a(2)Bi'h6a(h)Bi^6a{Q)Bi 

d^{3,0)Ei  =       a{3)Bi 

a^%,i)Ei=  -a(3)i?i-4a(2)Äj 

a^i^, 2)Ei  =       a{3)Bi'hSa(2)Bi'^\2a(\)Bi 

und  der  Ausnahmefall  wird  eben  so  berücksichtigt  wie  oben,  nemlich 
indem  man  allenthalben 

(0)  Äo  —  «     statt     (0)  Äo 
anwendet. 

Es  wird  ferner 

^ -r  =  a2  2^    ficosiG 

und  wenn  man  hierauf 

i|  +00 

r  =  ^    C.cosiG 

(^+o2_2«cosG)t  ^00 
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.setzt,  .so  erhalt  man  ohne  Ausnahme 

a-F.  =  a^C. 
Sei  nun  dem  Vorhei^henden  analug 

0  C,  =  «26. 

dann  giebt  die  vorstehende  Relation 

flJ  0,0  F,  =      «0  C, 

«2  1,0  f;=       «I   C.  +  «  0,C. 

«2  0,1   K  =  — «  I   (;,  — 3«  0  C. 

welche   Werthe    in    den   Ausdrücken   der   Coefficienten   des 
Artikels  anzuwenden  sind. 


18. 
Diese  Coeflicienlen  werden  somit 

z 

H- -*^ e3//ra sin •/{(3y-h2/H- 4  (:?  -:4i^h-mI  -  8i^h-U/^H-60  [OJä 
-h^p/2;„'asin^(  3,-h  2/-hS    2  -  4/^— 8/— 14  il  —  (8|3-|-8P— 4 

-  J-^sin2.1,/w'asin,/{  1  -h;2/-h3  ,0)}{2C.-4-r,+2} 

z 

—  ^  fVm'asin^{;3  -h^2/-h.4;^2 >-;4i^-W— «    I  -8/^0)}iB, 

«l^'3^,'asin-/{(3)-4-^2i-h8)  2 ;-  4/2-13,— 12  (1)-(8/-<— 6<^— 8 
4.i.^'sin2ym'asin,/{(t;)-4-(2r-h1j:0  }{2C,_,-hC,^,) 


(3^  =   -  Tg  (?2^'m'asin,/{  3)  ^-  ;2/-h8)  (2;  -  (4/2-3/- 1 2)  (I ;  -  i8/'»-4-22r 


(4)  =  I  f^/2,,/«sin7{3)H.(2/H-4 :(2)-(4/2-9/)  1-  8/»-l4/^-l-6/^^^ 

(5)  =  —masiuJ{0)ßi^x 

--Je2m'asin7{(2>2;1) -(4^^-1.8/^.4), 0)}^,^, 

-lß'2,;,'asin7{(2)  4-4(1) -(4/2-2)  (0)}^,^, 

4 

+  i.sin2y /»'a  siny  (0)  (SC.+C.+i} 

z 
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ceVasiny{{2)-h5(^)-(4i^-h8i)(0)}i?,^,.2 

€<Vasiny{(2)H-(^)-4i^(0)}Ä 
€'m'asin,/{(2)-(4/-2)(1)-4-(4i^-3i-1)(0)}i?,_i 

-J-<'eVasin,/{{2)-(4j-^)(1)-4-4«^(0)}Ä. 

^  e'2m'asiny{(2)-4/:(^)H-(4i^H-3i)(0)}i?,^n 

^e»m'asiny{(3)-2i(2)-(4/^H-r5/H-U)(V)H-;8/^4-34j^4-46iH-20)(0)}Ä,^^^^ 

H-Y^^'^'w'asin,/{(3)  — (2i:-4)(2)-(4i'2+8/h-2)(1)h-(8Ph-8i-2-4i-4)(^^^ 

-e~^sinH-/wi'asinJ{(1)-(2/-h^)(0)}{2C.H-C.^».2} 

-ye2pWasiny{(3)-(2i-4)(2l-(4i^+2OiH.U)(1)H-(8|-aH-32/^H-320(^^ 
-;j^f'3m'asiny{(3)-(2i-8)  (2)- (4*2+^31-^2)  {^)H-(8i3H-6|-^-8i)(0)}i?,^^^ 

+  |e'sinH^m'asiny{(1)-(2/-1)(0)}{2C,^,+C,^3} 
-^e2eVasiny{(3)-2/(2)-(4/^H-3/+2)(1)4.(8|3-h10/2)(0)}Ä, 

^ef'2;w'a^y{(3)-(2/-8)  (2) -(4i2h-25i}(^) +  (813+30/24.18/)  (0)}i?,^^^ 

^esin2^ym'asiny{(1)  +  (2*+7)(0)}Q^.2 
--?-£''sin2^ym'asiny{(1)  +  (2i+1)(0)}C,^i  % 

—  ^e3m'asiny{(3)-6t(2)  +  (12i*2+3i-6)(1)-(8i^+6f^-10i-4)(0)}Ä.-t 
^£'2/,;,'osiny{(3)-6i(2)  +  (12/^+5/-2){1)-(8<-3+10/^)(0)}i?. 

—  ^pc'2m'asiny{(3)-6/(2) +  (12/^+70  (1)-(8/*3+U/^+6/)(0)}i?,^».t 

-L^'3|||'asinJ{(3)-6l(2)  +  (12l^+9l](1)-(8|•3+18|•2+8l^(0)}i?,^^2 

—  4- «-^m'a  sin  y(  (2)  -(4i+6)  (1)  +  (4j^+<3t+9)  (0)}B<+, 

-J-ee'm'asinJ{(2)-(4i-l-3)(1)+(4»^+8»)(0))B,+2 
_  i-c'Jm'a  sin /{ (2)  _4i(1)  +  (4.-2+3/)  (0)}  Ä,^, 
— -sin2^ym'asiny(0)  C,+2 

X 
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(26)  =  -  j^ «-^ e'm'a sin J { (3) - (6i-4-8) (2)  +  (^ 2,'2^.37,^. 4 ß) (^ ) - (8i*8^42|2+520 {OjH^, 

(27)  =  ^<'p'2,;,'«siny{:3)  — (6iH-4)(2)H-(^2t2H-23/)(«;-(8PH-30|-2H-18/;(0^^ 

'28)  ==  --^^'3m'asiny{(3)-6i  2)H-(^2i^H-9i)(r-  8/^+48r^H-80(O)}Ä,^,.4 
(29)  =  y«'sinH-/'"'«sm,/{{«.-;2n-5);0)}C.>2 


(301  =  -y/sin2^yiij'asiny{J)-(2i-^)(0  }C.+3 

19. 

Im   Vorhergehenden    ist    stiiischweigend    angenommen   worden, 
(lass  der  störende  Planet  ein  oberer  sei,  denn  um  die  Entwickelung 
der  Wurzelgrössen  der  Störungsfunclion  ausführen  zu  können,  muss 
a<l    sein,    und  diese    Bedingung   selzl  dy^a  voraus.      Betrachten 
wir  jelzt  den  entgegengesetzten  Fall,  und  nehmen  d  <^  a  an.     Selben 
wir  demzufolge 


r  a 

"~    a 


und 


-00 


( 


1+«2  — 2a'cosG)   ^  =  ^''^ir.cosiG 

—00 

:l  +  ,/2_2«'cosG)   ^  =   V    CrcQsiG 

-QO 

Da   hieraus   in    Vorbindiinf^   mit  dem  Vorliergehenden    die   folgt^nd^n 
Gleichungen  entstehen : 

'l+«2  — 2«cosG)"^  =  «'  (1  +  «"^— 2«'cosG)"^ 
(i-|.„2_2«cos(;)"^  =  «'Xl  +  «'^— 2«'cosG)"^ 
(1-|.«2_2«cosG)~*  =  «'•''(1  +  ß^  — 2a'cosG)"^ 

so  ergeben  sich  sogleich  die  Relationen 

uAf  ^  A'f 

«=•6',  =  «'^c; 
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hrt  man  nun,    dein  Vorhergehenden    analog,   die  abgekürzten  Be- 
chnungen 

(o)a:  =  a:  ,  ;o)ß;  =  ub; 

etc. 

I,  so  erhält  man  durch  wiederholte  Differentiationen,  und  rait  Be- 
:ksichtigung  der  Gleichung  aa:=  1,  die  folgenden  Gleichungen: 

a{^)A,=       (2)yi;-H-    4(1  )>!;•+    2(0) >i;- 
a(3)>l.-=  -(3)yi;--    9(2)yi;--<8(1)>lJ-    6(0)yi:- 
a(k)Ai=       (4)^;H-16(3)>i;-H-72(2)yi;-4-96(1)^;-h2.i(0)/i;- 

a(0)l?,  =       (0)1?/ 

ö(1)l?,  =  -(1)1?/- 3(0)1?,' 

a(2)Ä,-  =       (2)Ä/H-8(1)Ä/-h12(0jÄ/ 

a(0)C,=       (0)C/ 


20. 

Die  Ausdrücke  des  vorigen  Artikels  können  auf  zweierlei  Arten 
igewandt  werden.  Man  kann  durch  dieselben  in  den  Ausdrücken 
r  Coefiicienten  der  Störungsfunction  (1)  bis  (18),  der  Coefßcienten 
s  Differentials  derselben  nach  r,  (1)'bis  (18)',  und  der  Coefficienten 
s  Differentials  derselben  nach  Z,  (1)  bis  (30),  die  i4,,  Ä,,  C,  eli- 
niren  und  durch  die  il' ,  ß/,  C/  ersetzen,  wodurch  alle  diese 
€»fficienten  zu  Functionen  der  zuletzt  genannten  Grössen  gemacht 
dreien.  Man  kann  aber  auch,  nachdem  man  die  A],  Ä/,  CJ  durch 
-  bekannten  Formeln  gerechnet  hat,  die  Gleichungen  des  vorigen 
*tikels  anwenden,  um  aus  ihnen  die  numerischen  Werthe  der 
->  Ä,,  Cf  zu  berechnen,  und  diese  dann  in  die  unveränderten  Aus- 
ücke  der  oben  genannten  (^oeflicienten  substituiren. 

Das  zweite  Glied  der  Störungsfunction  wird  hierauf  eben  so 
-v^ücksichtigt  wie  oben,  nemlich  dadurch,  dass  man  allenthalben 
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a(0)il,— ^3     statt     a{0)Ax 

«(0)Äo-^,         -        a(0)ßn 

schreibt.  Will  man  statt  dessen  die  Wirkung  des  zweiten  Gliedes 
der  Störungsfimction  an  den  A^y  Hl  anbringen,  so  geben  die  obigen 
Gleichungen  durch  DilTerentiation  leicht  zu  erkennen,  dass  man 
allenthalben 


und 


(0)^;-^. 

statt 

(O)A', 

[^)^^+^. 

- 

(1)^; 

(2)^;-i 

— 

(2)a; 

(3)^;+S 

- 

(3)  Ä, 

(*)>i;-^. 

— 

(*)  ^'. 

(0)  ßo-  i, 

— 

(0)  ßo' 

(1)Äo'+i 

- 

(■1 )  ßo' 

(2)ÄJ— -„-r2 

— 

(2)  ß«' 

u.  s.  w.  setzen  muss. 


21. 

Man    kann    den    Fall ,    in    welchem     der    störende    Pianot    ^*^ 
unterer   ist,    auch    etwas  anders   behandeln.      Im    §.  3    der  zwoil^^ 
Abhandlung   über   die  Störungen   clor   kleinen  Planeten  habe  ich  Ä^' 
zeigt,  dass  wenn  man  statt  des  vollständigen  Werlhes  der  SUiru»^* 
Function 

in    die   Gleichungen    der    Bewegung    eines    Planeten    oder  Korne*  ^ 

setzt,  diese  durch  endliche  Ausdrücke  integrabel  werden.  Die  Ir^*-^ 

grale,    die    man    durch    diese    Substitution    erhallt,    sind  die    f^ 
genden : 
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§.  2.   Entwickelung  der  allgemeinen  Störungsglieder 
der  mittleren  Länge  und  des  Radius  Vectors, 

23. 

Nachdem  die  Entwickelung  der  StOrungsrnnclion  und  ihres 
Differentialquotienten  nach  r  im  Yorhergelienden  ausgeführt  wordea 
ist,  k{)nnen  wir  zur  Entwickelung  der  Störungen  der  mittleren  Unsjt 
und  des  Radius  Vectors  schreiten.  Nehmen  wir  fürerst  nur  auf  die 
erste  Potenz  der  st()renden  Kraft  Rücksicht,  so  sind  die  geeignelsleo 
Formeln  die  folgenden,  die  wohl  gegenwärtig  keiner  besonderen  Er- 
kllirung  bedürfen: 

ndz  =  nfWdi 

für  welche   das  Differential    von    \V  sich  zuerst  unter  der  folgenden 
Form  darstellt 

und  </,  (>,  y  Functionen  bedeuten,  die  aus  der  unbestimmten  Grösser 
eben  so  zusammengesetzt  sind,  wie  /*,  r,  g  aus  der  Zeit  t,  DerSlrick 
über  den  Functionen  bedeutet,  dass  man  in  denselben  r  in  /,  oder 
y  in  g  verwandeln  soll.  Zur  Controle  d(T  Entwickelungen  kann 
man  (li(^  Gleichung 

anwenden. 

2i. 

Dieser  Ausdruck  für  dW  kann  zwei  andere,  wesentlich  von 
einander  verschiedene,  Formen  annehmen.     Erwögt  man,  dass 

Q  I   ^    QCOSlf 

ist,  so  lehrt  der  Anl)Iick  sogleich,   dass  dW  aus  drei   vei^schiedenen 
Theilon   |j(»sl(»hL   von  welchen  (l(»r  (»ine  von  r  unabhiingig,  der  andere 
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mit  QCOsq>^  und  der  dritte  mit  Qsmip  multiplicirt  ist.  Diese  Um- 
Tormung  ist  so  einfach  auszufuhren,  dass  ich  gleich  das  Resultat 
derselben  hinschreiben  kann.     Selzt  man 

dW  dS    ,    dY  fo  .     3    N    .    dV  p     . 

di  dt         dt   ^a  ^        t    f        dt    a         ^ 

SO  ergeben  sich 

i  dY   o      <»       ifacos/"        cos/'+e"l/dI2\         asinA     fi^\\ 

dH'  ^      o      ( fosin/-         sin/1  /^-ßi        «cos /"    /dX2\ ) 

Es  ist  aber 

___    aecosf  ecosf  4 


(M  =  ^VT=7.  = 


ryl^e'^         (^-e'-i)!         (l-c«)^ 

(dr\  ^^  atfsin/' 

woniii  sogleich 

ndt  }/r-ö2      W«/ 

hervorgehen.  Diese  sehr  einfachen  Ausdrücke  leiden  indess  an  dem 
^^belstande,  dass  sie  die  Entwickelung  der  Störungsfunction  um  eine 
^-^'^clnung  mehr  verlangen,  als  schliesslich  beibehalten  werden  soll. 

25. 

Um  die  zweite  Umformung  von  rfW  zu  erhalten,  bemerke  ich, 
^^Ss  aus  der  Gleichung 

^^  Folge  der  im  vorigen  Artikel  angeführten  Ausdrücke  der  Diffe- 
^^^tiale  von  f  und  r  nach  g 

Iba\   Ihm  r1       lbn\  re9\nf 

24» 
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folgt.     Eliminirt  man  hiermit  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  ftir  dT 
das  Differential  von  /2  nach  /*,  so  wird 

dY  2      /a2(1-p2)_^.2    Aflv  rsinf       ßiiu 


ndt  1— e^  (  a2ß 

Dieselbe  Elimination  verwandelt  den  Ausdruck  für  dV^  zunächst 
in  den  folgenden 

Es  ist  aber 

und  macht  man  hiemit  im  Gliede  ?^^>/^— p2  des  vorstehenden  Aus- 

r 

druckes  r  zum  Factor,  so  wird  dieses  ganze  Glied 

Nun  hat  man  identisch 

0  =  — recos/* — r  +  a(1 — e^) 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit     :  ^-TiV'lj— )    wnd    addirl  das 
Product  zum  vorstehenden  Ausdruck,  so  wird  dieser 


V 
Es  ist  ferner 

hg  r         '  yi-ci        yi-e-  afi-^-M 

^_  2rcos/'+  3atf 

nach  Anwendimg  derselben  Heductionen  wie  vorher.     Hiermit  erid^bl 
sich  also 

wo    (las   Integral    dos   eisten    Gliedes   so    genommen    werden  niusN 
dass  es  mit  (j  zugleich   verschwindel. 
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26. 

Substituirt  man  nun  die  im  vorigen  und  vorvorigen  Artikel  er- 
enen  Werthe  von  dT^  d^  und  dS  in  den  Ausdruck  für  dW,  so 
lebt  sich,  wenn  man 

=  —3 

=  .- 9  {(2  — cos«)H-3e) — -; — *- 2  \     ^     — cos/^H-gg  [ 

Entwickelung  dieser  beiden  Functionen  ist  sehr  einfach,  da  alle 
der  derselben  sich  auf  r^  oder  (>^  und  die  Ditferentiale  dieser 
ssen  hinführen  lassen.     Denn  da 

I,  SO  werden 

4=_3 

27. 

Die  Entwickelung  der  A  und  B  braucht  sich,  wie  ich  längst 
lesen  habe,  in  Bezug  auf  g  nur  auf  die  Glieder  zu  erstrecken, 
leren  Argumenten  +y  oder  — y  vorkommen,  indem  sich  nach 
ersten  Integration  die  Glieder,    deren  Argumente   die  Vielfachen 

+  y  enthalten,  aus  jenen  auf  die  einfachste  Weise  berechnen 
MK  Um  die  hier  festgesetzte  Grenze  der  Genauigkeit  zu  er- 
len,  ist  nun 

=  I-4-— e'^.— (2e— — e3)cos^  —  (y^^ — ^ß*)  cos2(/— —g^eosSj — -e*cos4^ 

in  Folge  der  vorstehenden  Bemerkung  braucht  man,  wie  weit 
i  auch  die  Genauigkeit  treiben  will,  nur  zu  setzen 

I  =  1  +yc2— (2e  — -J-e3±...)cosy 
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Man  erhalt  hieraus  für  unseren  Zweck 

/[(^2t3""^^]^S^  =  -(2-ye2)sin5-(-ie-ye3)sm2j--|-e2sin3j-yf3sin4 

i2^ ^  =  YC-(2  -ye2)cosy— (ye— -e3)cos2j— ye2cos3y--f3( 

(s^""*^  "^  -e-(2  — ^e2)cos^-(e  — ye3)cos2^— yc2oos3j  — le'cc 

und  hieraus  mit  wenig  Mühe 

i4  =  -  3  H-  (4+2  e^)  cos  {y^g)  ,  Ä  =  -  (S+e^)  sin  (y— ^) 

H-  (en-  -^  e3)  cos  (y-2^)  -  («  +  y«')  sin  (y— 2^) 

—  (5^H- —e^)  cosy  —  (e  +  Y^')siny 

H-  y  e^cos  (y-3jr)  -  -^  e^sin  (y-3j) 

H---e3cos  (y— 4j)  -lc3siD  (y— 4^) 


8  -  v/  i^/  3 

3 


*-e3cos  (yH-2^)  +  ^e^sin  (y+Ä^j 


Bei  der  Anwendung  dieses  Verfahrens  braucht  man  die  Slörungs- 
funetion  nur  bis  auf  Grössen  derselben  Ordnung  zu  entwickeln,  die 
man  schliesslich  beibehalten  will. 


28. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  die  im  vorigen  Artikel  weggelassenen 
Gli(»dcr  erhält,  stelle  ich  die  verschiedenen,  in  den  Argumenten  des 
Ausdrucks  von  W  enthaltenen,  von  den  mittleren  Anomalieen  g  undj 
abhängigen  Glieder  unter  dem  allgemeinen  Zeichen  ßi  dar,  und 
kann  demzufolge  dem  Ausdruck  von  W  die  folgende  Form  geben 

Setzt  man  hierauf 
und 
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2 


( 


T7/ 


80  wird 


«(±»)  _  ,yWe6^±»)-|-ö<»)a(^i) 


woraus  alle  a'*^  auf  die  einfachste  Weise  erhallen  werden  können, 
wenn  «^"^  und  u^~^^  gegeben  sind.  Ich  bemerke  beiläufig,  dass 
dieser  Sat^  sich  auf  alle  Potenzen  der  störenden  Massen  erstreckt. 
Für  den  gegenwärtigen  Fall  reichen  die  folgenden  Werthe  aus: 


t/2> 

= 

1 

2 

e  — 

8 

e'. 

^(3) 

= 

3 

8 

e^ 

^(4) 

= 

1 

T 

e^ 

29. 

Vor  der  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Aus- 
drücke wird  es  dienlich  sein,   die  Slörungsfunction  und  deren  Diffe- 
'^oiial  nach  r  möglichst  zusammen  zu  ziehen.     Zu   dem  Ende  kann 
ßichl  blos  jede  Gruppe  von  Gliedern  der  Störungsfunction,  die  dieselbe 
Function  von  g  und  g'  enthält,   in   zwei  Glieder  zusammen  gezogen 
Verden,   von  welchen   das   eine   mit   dem  Cosinus   und  das  andere 
löit  dem  Sinus  dieser  Function   multiplicirt   ist,   sondern   es  können 
Auch  die  negativen  Werthe  des  Index  i  auf  entsprechende  Weise  in 
positive  verwandelt  werden,  wobei  jedoch  vorläufig  der  Werth  t  =  0 
ausgeschlossen  werden  muss.     Bezeichnet  man,   um  anzudeuten,   ob 
in  den  Coefficienten  (1),  (2),  etc.  der  Störungsfunction  i  positiv  oder 
negativ  anzunehmen  ist,   diese   mit  (1),,  (2),,  etc.,   (1)-,,  (2)«,  etc. 
und  setzt 

(— 3,/;c)  =  (^3)_,costÄ'^-(^i)-^cos(t-^)Ä'^-(15;-,cos(l-2)Ä'^-(16)-,cos(l- 

H-(n)_,-cos(iÄ'-2n)-h(^8)_,.cos((i-i)Ä'-2n) 

(—3,1»  =  (13)-,-sinti:H-(U)-,sin(i-^)irH-(^5)-,-sin(i-2)A:4-(16)_,sin(i-3)J^ 

H-(n).,.sin(iÄ:-2/T)H-(^8)_..sin((i-1)Ä:-2n) 
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(-1,1»  = 

(0,i,c)  = 

(0,/>)  = 

(^M  = 

{^J\c)  = 

(2,1»  = 
(3,/»  = 

(3,1»  = 


(9)_,-cosi/rH-(10)_,-cos(/— 1)Ä'H-(n)-,cos(e— 2)iSrH-(12)_,cos(fÄ-S77, 

(9)_,sin/Ä'H.(10)_,sin(e-1)Ä'H-(H)_,sin(i-2)/rH-(12)-,-sin(fÄ'-2/Zj 

(3)_iCOSiÄ'H-(4)-.,cos(i-1)Ä'H-(5)_,cos(*H-1)^-h(6)_,cos(«-2)A' 
H-(7)_,-cos(iÄ'-2Jr)H-(8)_,-cos((/H-1)Ä'-2Jr) 

(3)-,sin/Ä'-h(4)_,-sin(/-1)Ä'H-(5)_,-sin(/-h1)Ä'+(6)-.-sm(i-.2;A' 
-h(7)_,-sin(/:Ä'-2/7)-h(8)^,-sin((i-h1)Ä— 277) 

{(1).-H-(1)_,-}cosiÄ'-h(2).'Cos(/H-1)Ä'H-(2)-,-cos(t-1)Ä' 

{(1),-H-(1)_,-}sinrÄ'H-(«).-sm(iH-1)Ä'H-(2)-,-sin(i-1)Ar 

(3),coseA'H-(4),cx)s;iH-1)Ä'-4-(5)iOos(/-1)Ä'H-(6),cos(/H-2)Ä' 

-4-(7),.cos(jA'H-277)H-(8),-cos((t-1}A'H-277) 

(3),.sini:Ä'  +  (4),-sin(eH-1)Ä'H-(5),.sin(i-1)Ä'H-(6),.sin(iH-2)Ä' 
H-(7),-sln(/Ä+2/7)-h(8),.sin((e-1)Ä'H-277) 

(9),-cos/Ä'-h(10),-cos(i:+1)Ä'H-(11),.cos(iH-2)Ä'H-(12),-cos(iÄ'H-277) 

(9),-sin/Ä'H-(10),-sin(i4.-1)A'-h(11),-sin(i+2)Ä'H-(12),-sin(iÄ'H-277) 

(13),cos/Ä'H-(U)j(X)s(*+1)Ä'H-(^5),cos(/H.2)Ä'H-(16),cos(i+3)Ä' 

H-(n),.cos(iÄ'H-277)-4-(18),.cos((i+1)Ä'+277) 

(^3),sin/Ä'+(U),sin(/+1)ÄH-(15),sin(/H-2)Ä'H-(16),sin(i-h3)Ä' 
H-(n),sin(/Ä'-h277)H-(18),sin((/-i-1)ÄH-277) 


und  eben  so 

(-3,1»'=  (13)L.-cosiA'H-(U)L.cos(*-1)Ä'H.(15jL.cosii-2)Ar+(16)L^cos(i— 3iÄ' 

H-(17)L,-cos(iÄ'-277)  ^  (18)L.-cos((/-1)Ä'— 277) 


u.  s.  w.,  wo  wie  früher 


K  =  n—n\ 


so  erhält  man,  wenn  wieder 


r^9-9 


gesetzt  wird: 


^— 3,/>)cos(— 3^-h/r) 

(-2,/>-)cos(-2^-h/r) 

(— l,i,c)cos(— ^+/r) 

+  (0,i»  cos  ir 

+  {i,i,c)  cos  ig-hir) 

H-(2,i»  cos  (2^-4- eF) 

-f-  (3,1»  cos  ^3^H-i  F) 


(-3. 
(-2. 

(-<- 
-[0, 

-(<< 
-(2, 
-'3, 


/,5)  si 

f,5)  si 

/>)si 

i,s)  si 

/,5)  si 

/»  si 

i,s)  si 

n  (-3g+ir) 

n  (-2j/+.r) 

n  i-g+ir) 

nir 

n  (j/+,r) 

n(2j/+.r) 

n  (3i/+,T) 
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)  = 


(— 3,i»'cos(— 3^-h/r) 
(-2,i,c)'cos(-%H-ir) 

(— 1,*»'cos(— r/H-/r) 
-4-(0,/,c)'cosiF 
H-(1,/»'cos(^-hir) 
^.(2,/>-)'cost%H-/r) 
H- (3, 1» 'cos  (3  jH-ir) 


(— 3,/»s 
(-2,1»  s 
(— 1,*»s 

—  (0,*»s 

—  (1,e»s 

—  (3,/»s 


n(-3(/+tT) 

n  (-(/+!  r) 

ntT" 

n  (sr+«T) 

n  (?j/+«T) 

n  l^ig+i  r) 


IS 


(i-3)(-3,»»sin(-3(?+/T) 
{i-2]{-2,i,c)s\n(-igUr) 
{i—i){—\,i,c)  sin  (— 5+tr) 

— « (0,j,c)  sin  t'F 
—  (i-»-1)(1,j,c)sin(j/-i-tr) 
-(/+2)(2,/»sin;2</+.T) 
-(/+3)(3,»-,c)sin(3<?+«r) 


—  (j— 3)  (-3,»»  cos  (— 3^+ir) 
-(t-2)  (-2,t»  cos  (-2j+«r) 

—  {i—i)  (—1,1»  cos  (— j^+tT) 

—  t(0,t»  cosjT" 

—  (t+1)  (1,i',s)  cos  ig+ir) 
-(j+2)(2,»»cos(2(/+»r) 

—  (j-l-3)  (3,1»  cos  (3j-j-tr) 


30. 

flultiplicirt   man    hierauf   mit  den   im  Art.  27  gegebenen   Enl- 
lungen  der  Facloren  A  und  B,  und  setzt 


(0,-3,j» 

(-1,-2,.» 


(1,-4,j»  = 


(0,-3,t,c) 
(-1,-2,t,c) 


(1,-4,i,c)  = 


-3(1-3)  (-3,i,c) 

2(e-3)(-3,t,c) 

■fe(.--2)(-2,.-,c) 

-t--^eii(0,i,c) 

2(t-3)(-3,»,c) 
-ie(i-2)(-2,t,c) 

•M«-1)(-1,t,c) 
+  |eät(0,t,c) 

_3(,-_3)(-3,.» 

2(1-3)  (-3,1» 

-fe(.--2)(-2,.» 

+  ^e't(0,j,s) 

2(»-3)(-3,t,c) 

.|e(«-2)(-2,.-,c) 

•ie2(i-1)(-1,t,c) 

+  ic'«(0,t,c) 


-(-3,J,c)' 
■ie(-2,.-,c)' 

+  (^3,i,c)' 
•4e(-2,i,c)' 

tc'(~1.«,c)' 
+  ie3(0,.-,c)' 


-(-3,«»' 
■ic(-2,i,«)' 

+  (-3,.-,c)' 
•lc(-2,.-,c)' 
|e2(-1,.-,c)' 
+  ie3(0,i,c)' 
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(0.- 

-2,.»=      -3(.-2)(-2,«,c) 

(-*.- 

-4,.»  =         2(1-2)  (-2.«,c) 

-(-2,»»' 

-ie(i-i)(-i,i,c)     - 

ie(-4.t»' 

(1.- 

-3,.»  =         2(t-2)(-2,..c) 

-•-(-2,«»' 

+  ie(t-4)(-1,t»     + 

l«(-4,«»' 

+  ie»  1(0,1» 

+  |c»(0,i»' 

(0, 

-2,f-c)  =     _3(,-2)(-2,i» 

{-*, 

-4,i,c)  =         2(.--2)(-2,f» 

-(-2,'»' 

-ie(i-i)(-i,i,s)     - 

ic(-1,i»' 

M, 

-3,i,c)  =         2(1-2)  (-2,1» 

-l-(-2,.»' 

+  ie(i-1)(-1,i»     + 

•ic(-4,»»' 

+  i«'«(0,.» 

+  |e'(0.»»' 

(0, 

-i,i,s)  B           _3(,-4)(-1,,» 

(- 

4,0,/»=            |c(t_2)(-2..» 

-ic(-2,t»' 

-•-(2+c»)(i-4)(-2,.» 

_(l  +  ^e»)(-4,.»' 

_(|e  +  Up3)/(o,,» 

-(^e+^e^){(i,i.cy 

(1- 

-2,.»  =         _|c(.-2)(-2,i» 

-•-le(-2,i»' 

+  (2+e»)  7-0 (-»,.» 

+(<  + 4^2)  (-!,/»' 

+  (ie  +  ie3).(0,i» 

+  (ie  +  ic»)(0,i»' 

+  ic»(.-«-1  )(«,•» 

+  |e»(4,i»' 

[« 


(0,-4,i,c) 
{-»,0,i,c) 


(4,-2,1»  = 


-3(.--»)(-4,.» 

|e(.-2)(-2,i» 
.'2+e2)(,_4)(-4,.» 
-(|e-»-fJc3),(o.,» 

-|e(.--2)(-2,i,«) 
■(2+ci)(i-4)(-4,,» 

+(i«  +  ic»)«(0,«» 
+  ie'(.-+4)(4,t» 


-ie(-2,»»' 

(ie  +  T^c3)(0,i»' 

+  |e(-2,.»' 

(4  +  .lci)(-4,.»' 

h(|c  +  ie»)(0,,»' 

+  |e»(4,,»' 
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(0,0,1»  = 

-3.(0,1 

:,c) 

(-1J,«»  = 

^e(,_1)(-1,, 

1» 

-ie(-1,.»' 

+(2+e2)i(0. 

1» 

-(H-ie2)(0,,»' 

-•|c(i+1)(1,/ 

\c] 

-i«(^'»' 

(1,-1,1»  = 

-|e(.-1)(-4,. 

■<c) 

+  ie(-1,t»' 

+  (2+c»).-(0,. 

1» 

+  (H-|e2)(0,.»' 

+  ie(.-+1)(1,. 

i,c) 

+  ic(4,t,c)' 

(0,0,i,c)  = 

-3.(0.1 

l,s) 

{-i,i,i,c]  = 

ie(.-1)(-1,. 

i,s) 

-ic(-4,.»' 

+  (2+e2).(0,i 

» 

-(H-ieJ)(0,.»' 

-|e(.-i-1)(1,. 

» 

-ie(4,«»' 

(1,-4..-,c)  = 

-|e(.-1)(-1,, 

1» 

+  ie(-1,.»' 

+  (2+c»).(0,, 

r» 

+  (H-ic')(0,.»' 

+ic(.-H)(1,i 

:,s) 

-•-ie(1,.»' 

(0,1,1»  = 

-3(.+1)(4,i 

(-1,2,,»  = 

|eJ(.-1)(-1.i 

1» 

-fe»(-1,.»' 

+  (ie  +  ie=').(0,, 

!» 

-(le  +  ie»)(0,,»' 

+  (2+c2)(.-+1)(1,. 

» 

-(<  +  ie')(1,.»' 

-|e(.-+2)(2,) 

(» 

-ic(2,»,c)' 

H,0,i,s)  = 

-(|e  +  He»).(0,, 

.c) 

+  (ic  +  A«')(0,.»' 

+  (2+eJ)(.-«-1)(1,. 

» 

+(<  +  i«')  («,«>)' 

+  |e(.-|.2)(2.. 

■,c) 

+  4c(2,.»' 

(0,1,1»  = 

-3(.-+4)(1,. 

:,s) 

(-1,2,t,c)  = 

|e2(.-1)(-1,, 

[,S) 

-|e2(-1,,»' 

+  (lc  +  tc3),(0,. 

» 

-(ie  +  ie3)(0,,»' 

• 

+  (2+e»)(,-+1)(1,. 

» 

-(1  +  ic2)(1,.»' 

-|e(.-l-2){2,, 

(» 

-\e(i,i,sy 

(<,0,i,c)  = 

-(4e  +  H«»)«(0,« 

» 

+  {{e  +  ^e»){0,i,sy 

• 

+  (2+c2)(,-+1)(1,, 

:,s) 

+  (H-ie')(1,.»' 

+  lc(.-+2)(2,. 

» 

+  ie(2,t»' 
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(-«,3,»» 


-3(/+2)(2,i» 

.{e(i+\)H.i,c) 
+2(.-+2)(2,/>;) 


+2(i+2)(2,/,C; 
=      -3(j+2)(2,.» 
|e2|(0,»» 

+2(i+2)(2,»» 

{\,\,i,c)  =>  —  |e(j+l)(1,/» 

+2(»+2)(2,/» 


(0,2,/,c) 

(-<,3./.c) 


(0,3,»» 

(-1,4,»» 


(1,2,l,.9)    = 


(0,3,  »,C;    = 

(— i,4,»>;    = 


(<,2,»,C)    = 


-3(»+:j;(3,/,r) 
if-'»(0,».c) 

-Je  (.•+2)  (2,.» 
+2(t+3)(3,i,c) 

,Vc''iO,»,c) 

-.|e(»+2);2,»,r) 
+2t.-+3;,(3,.-,c) 

— 3  ;/+3i  (.{,*',«) 

Jc'»(0,»» 

■ieV+<)l1.'» 
-|e(/+2)-2,»,s) 

+2(/+3|{3,*» 

Ae=''(0.'» 
-|e!/+2;^2,»» 

+2f/+31:3,»>'i 


|62(o,/>;. 


—  (3,1» 


—  (3,i,ä) 

-4lye3|0,|>; 

•  '  «>  •  _  ■ 


dann  sind  diese  Grössen  die  Coefficienten  von  dW^-  aber  mit  ei 
gegengesetzten  Zeichen  behaftet^). 

^!  Die  vorstehenden  Ausdrücke  habe  ich  nur  entwickelt,  um  ihre  Zusaninie 
sotzuns  zu  zeigen ,  empfehle  sie  aber  nicht  zur  Anwendung.  Wenn  man  d 
Zusanmienziolumgen    des   vorigen  Artikels    ausgeführt  hat,   dann  ist  es  bei  Weitet 

m 

Norlheilhaftor,  die  Multiplicationen  mit  yi  und  B  mechanisch,  so  wie  ich  es  frühe 
gezeigt  habe,  auszuführen.  Diese  gehen  leiciit  und  sicher  von  stallen ,  und  mao 
kann  die  stets  vorhandenen,   unmerklichen  Glieder  sofort  erkennen  und  weglasseQ 


451 
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Wir  schreiben  ferner 

n    ""   " 

WO   n  und  n   wieder  die  mittleren  Bewegungen  bedeuten,  und 

u.  s.  w.,  oder  überhaupt,  wenn  man  die  beiden  ersten  Indices  durch 
die    allgemeinen  Zeichen  p  und  q  ersetzt, 

\p,Q,t,s\  =  ^^T-^ — - 


(^^.•-4  =  ^ 


Alsdann  sind  diese  Grössen  die  Coefficienten  von  W,  und  zwar  haben 
die  mit  dem  Index  s  versehenen  das  wahre,  die  mit  dem  Index  c 
das  entgegengesetzte  Zeichen.  Stellt  man  dieselben  zusammen,  und 
ergänzt  die  im  Vorhergehenden  weggelassenen  Glieder  durch  den 
Satz  des  Art.  28,  so  erhält  man*): 

\y  =  {0,— 3,i>}  cos(— 3j-|-tT)  —  {0,— 3,«,c}  sin(— 3j-hir) 


48 

'S 
i 
1 


4^2(_4^0,i>}  cos(-3y-i-iT)  -.i-g2(_ 4^0,1,0}  sin(-3y-h/r) 


48 
¥ 

T 


{1,— 4,i>}  cos(y— 4j-h/r)  — (l^-.4^,;c}  sin(y— ij-hiT) 


+  {0,-2,i>}  cos  {^2g^ir) 
h{— 4,  — ^?,s}  cos(— y— ^+/r) 


-{0,-2,i;c}  sin(-2^-h/r) 
—  {— 4,  — 4,/>}  sin(— y— ^-h/D 


4e2{-4,4,/>}  cos(-3y+(^-h/r)        -i.f,2(_4  j^,;c}  sin  (-3y-|-(^-hi /') 


8 


(1,— 3,t>}  cos(y— 3^-i-/r) 


^{1,-3,i>}  sin(y-3(^+/r) 


*)  Auch  diese  Integration  und  die  einfache  Berechnung  der  Ergänzungsglieder 
kann  man  sofort  nach  den    oben    einpfoiilenen    mechanischen  MultiphcaUonen    vor- 


na 


hrrkA. 


t  m  .*  »•  »  ■«  ■»  ^«  • 
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(1^ 


+  {o,-^i>}cos(-(^+ir) 

+  {— 4,0,  !>}  cos  (—/-!-<  r) 


(U 


n  (-3y+2yH 
n  (y— Sj+iT 


+  {0,0,i>}cosir 
-l-{— 4J,i>}cos(-y-|.j-i-iT) 

-K  {4,~1,f>}cos  (y^g^ir) 


-{0,0,f>}  sin  iF 

yf  {— 4,2,i,c}sin  (— Sy+5^H 

—  (1,-1, f>} sin  (y—jH-iT 

l<?{4,-2,i\c}sio  i2y-2^+ii 


4 


-h  {OJ  ,f>}cos  [g-^ir] 
-l-{-4,2,f>}cos.;-y+2^+tr) 
»-y^{— ^3,/>}cos(— 2y-i-3^-l-/T) 
-l-{4,0,i»cos(y-i-?r) 

o 


—  {0,4,i,c)sin  i^^ir 
—  {— 4,2,i>}sin  [— y+2^+ 

-{4,0,i>}sin.>-i-/r 
—  iy^— -g-^'^){4,  — 4,»>}sin  2y— (/+/T 
""T^^t^'"^'*'^)^'"  !3y— i^+/ 


-l-{0,2//»cos%-l-/rj 
+  {-1,3,/,.v)cos;-y-|-3^+/r) 
-I- {4,4,/,«) cos  7+^4-/ r) 
4--5-^{l,0,/,.v}cos;2y+/r 
-<'2{4,  — 4,/,.?}cos(3y— ^-h/T. 


-{0,2,i,c}sin::2p4-iT 
—  {— 4,3,i>}sin  [^y+3j+ 
—  {4,4,*>}sin  (y-i-^-hiT 
-  ^^{^0,i>}sin;2y-hiT 

o 

-"-g-^^{i.  — 4,i>}sin  |3y— ^+;f 


♦7] 
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{0,3,*,s}  cosfSj+iT) 


-{0,3,j>}  sin(3^+iT) 


{— 4,4,i>}  cos(— y+4.7+?r)  —{—<,*, i,c)  sin  (— y+4j+iT) 


+  {<,2,»>}  cos(y+2</+/r) 
-j-e(1,1,t>}] 


-^eH-U.M}] 


cos  (iy+g+ir) 


-•-|-e»0.».'>}  cos(3y+jT) 
— e»(l,  — 4,1,«}  cos{iy—g+ir) 


-{^i.i.c}  sin  (y+2g+ir) 

}  sin  (iy-t-g+ir] 

-|c2{4,0,i,c}  sin(3y+»r) 
-4<?3{4,-1,.>}  sin  (4y-</+ir) 


31. 

Verwandelt  man  nun  y  in  g,  oder  mit  anderen  Worten,  addirt 
man  die  Coefßcienten  jeder  Abtheilung  von  W,  und  integriil  von 
Neuem,  so  ergiebt  sich 


«1^2  = 


-sm{—3g+ir) 


{1,-4,m} 


i>— 3 
{0,-3,i,c}  +  (-1,-2,.-,c}  +  ^e{-1,-t,i,c)        j 

{1,-4.»»    ) 

ift — 3 

{0,-2,1,3} +  {-i.-i.i.s}-*-\e{-i,0,i,s) 
+  |e2{-1,1,j>}  +  {1,-3,<>} 


cos( — Sg+ir)' 


\. 


t>— 2 
{0,-2,f,c}  +  {-1,-1,.,c)  +  |c{-1,0,i,c} 

|e'{-^>^>^c}-^{1>-3,t•,c) 

t>— 2 


sin  (— 2«,-|.jr) 


} 


cos{—2g+ir) 


|eH-1.2>.»^.{1.-2,»»  +  ie(1.-3,M)  j  ^.^  (-<y+ir) 


{0,-1,i.c}  +  {-i,0,t>}+(|e-|c3){-4,1,f,c} 

l'/U — 1 


I 


cos( — g+ir) 
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'^ 


{0,0,i,c}  +  {-i,\,i,c}+\e{-\Xi,c} 


] 


CosiZ' 


-2,»,«}  j     .     , 


Sin  .tj 


ir 


{0,\,i,c]  +  (-4 ,2,t>)  +  le[-i,3,i,c}  1 


cos  (g-i-ir 


}. 


t>+2 
{0,2,i,c}  +  {-1,3,t»  +  {1,'l,,,c} 


sin  i2g+ir 


1 


«>+2 

ie{1,l,»>}-,V<'='{-IJ,'>}  +  ie2{ 


cos(2^+i/ 


i,0,*»  [ 


ifi+3 
{0,3,/,c}  +  {-1,4,/,c}  +  {1,2,J»  I 

\/'[i-_^AÖ  _     __        _._ I 

//t+3 


-  sin  [Sy-t-ir 


coa  '.ig -i-il 


Diflerentiirl  man  W  nach  y,  addirt  wieder  die  Coeflioiei 
jeder  Abtiieiliing,  und  inlegrirt  von  Neuen»,  so  ergiebl  sich,  nadn 
das  Integral  mit  — 2  di\i(hrt  worden  isl: 


cosf — 3g- 


[-\,-i,,;s}-hc{-\,-i,i,s}--^^fe-^{i,-i,i,s) 

{_1,_2,,>}  +  r{-l,-1,»>}-,Vr3{1,_1,,,c)  ) 

2i/>-3y      "  -i>\n[-.ög 
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+  -Ji-±^f) lcos{-i9+ir) 

^  '  '  sin(— 2j'+«r) 


}.. 


^^ iii^) : ««« i-9+^f ) 


(-4. 0,i,c}  +  (e-ic3){_1, <,,>}  + Je2{-1,8,,>} 
{l,-<i,i,c}-eH,-3,i,c} 


—  sin  — fl+i/ 


2(*>-r, 

{-l,1,*>}  +  <-{-1,2,.>}- {4, -<,/>}) 

— ^ 5"^ COSIJT 


{-M,j,c}  +  ''{-l,2,«>}-0,-1,»>} 


'- sin  ir 


{-1,2,i»  +  «{-1,3,/>}-{4,0,j>}  1 

.   -ie-\e^){i,-i,i,s]-ieH^.-i.i,s)  f  _,„,    .  •^, 

{-4,2,j>}  +  *'{-4,3,i>}-  {1,0,.>}  i 

_  -  {e-\e»){\,-\,i,c}-iem,-i,i,c)  f    •,..,,, 

2(«>+4)  S'ni9-H»'; 


{-1,3,.>}-{1,1,.U}-e{<,0,.>} 


^  {_1,3,/,c)-{4,1,/>}-c{4,0,,>}  1 

—  ie^h.  —  \,i,c)  i    •    ,^     .  •  r.- 

-t 2(,>+3)  C0»[6y+tl  ) 

{-4,i,i>}-{4,2,.-,c}-e{1,4,»>}  1 

j|.bl&«ndl.  d^K.  S.  OeMUsck.  d.  Wis«enscb.  XYIII.  S2 
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Ich  wiederhole,  dass  diese  Entwickelungen  den  Fall  «  =:  0 
ausschliessen,  und  dass  man  für  i  nur  die  positiven  Zahlen  1,  2,  3,  etc. 
substituiren  darf.  Ich  bemerke  ferner,  dass  die  im  Vorhergehenden 
erklärte  Berechnung  von  W,  ndz  und  v  äusserst  einfach  und  regel- 
mässig wird,  wenn  man  sie  abtheilungsweise  in  Bezug  auf  die  Werthe 
von  i  vornimmt,  und  alle  Operationen,  die  sie  verlangt,  numerisch 
so  ausführt,  wie  ich  früher  erklärt  habe. 

Die  den  Integralen  hinzuzufügenden  willkürlichen  Constanlen 
konnnen  hier  nicht  in  Betracht,  sondern  finden  erst  weiter  unten 
bei  dem  Falle  i  =  ü  ihre  Berücksichtigung. 


§.  3.   Entwickelung  der  allgemeinen  Störungen  der 

dritten  Coordinate. 

32. 

Die   Störungen    der  dritten   Coordinate    erhält    man    durch  die 
Integration  der  Gleichung 

nachdem  im  Integral  r  in  t  oder  y  in  g  verwandelt  worden  ist. 
Ich  bemerke  hier,  dass  in  diesem  Ausdruck  i  die  Neigung  der  Bahn- 
ebene gegen  die  Fundamentalebene  bedeutet,  dass  aber  dieser  Um- 
stand nicht  hindert,  den  in  den  Entwickelungen  vorkommenden  Index 
nach  wie  vor  auch  mit  i  zu  bezeichnen,  da  eine  Verwechselung  hier 
nicht  möglich  ist. 

Gleichwie  oben  gezeigt  wurde,  dass  W  von  den  Differentialen 
der  Störungsfunction  nach  gi,  f  und  e  abhängig  gemacht  werden 
kann,  so  könnte  hier  auch  gezeigt  werden,  dass  l^j  von  den  Diffe- 
rentialen der  Störungsfunction  nach  J,  //,  ir  abhängig  gemacht 
werden  kann.  Da  aber  bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  aJl  auf 
zwei  Ordnungen  weiter,  als  oben  geschehen  ist,  entwickelt  werden 
müsste,  um  die  hier  festgesetzte  Genauigkeit  zu  erhalten,  so  soll 
die  eben  aufgestellte  Gleichung  unmittelbar  angewandt  werden. 
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33. 
Sei  zur  Abkürzung 

)niit,  vorbehaltlich  der  Verwandelung  von  y  in  ^, 

du  p    2/^'^\ 

rd.  Der  Factor  C  kann  eben  so  wie  die  obigen  Factoren  A 
J  B  von  (>2  und  r^  nebst  deren  Differentialen  abhangig  gemacht 
rden,  und  man  braucht  nur  die  Glieder  direct  zu  berechnen,  die 
y  in  ihren  Argumenten  enthalten.  Die  übrigen  von  y  abhängigen 
ider  können  wieder  durch  den  Satz  des  Art.  28,  nach  der 
.>gralion,    berechnet   werden,    und   die   Werthe   der   Coefficienten 

und  Ö^*^  bleiben  dieselben  wie  a.  a.  0. 

Man  kann  hier  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  auch  die 
eder,  deren  Argumente  y  nicht  enthalten,  aus  denen,  die  +y 
halten,   auf  ähnliche  Art  ableiten.      Um  diess  zu   zeigen,   nehme 

die  Function 

JT  =  G  — cosy  +  ^— siny 

',  in  welcher  G  und  H  von  y  unabhängig  sind,  und  von  denen 
i;enommen  wird,  dass  sie  sich  in  convergirende  Reihen  von 
•  Form 

G  =  2 2Tsin  («/  +  /?),         Hy\^e?  =  i^'Wcos{at  +  ß) 

wickeln  lassen.  Diese  Function  F  lässt  sich  nach  der  Verwandelung 
[  y  m  g  mit  u  identificiren.     Da 

i^cos<p  =  -^:,         2^sini/)  =  44-^^^^ 
I,   und 

|-J  =  2'    fi^«^cosxy 


3tzl  werden  kann,   so  geht  der  Ausdruck  von  F  in   den   folgen- 
über 


00 

( 

-00 


22* 
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in  welchem 


de  0 


ist.     Setzt  man  hierin  ac  =  I    und  ac  =  — I ,  so  ergeben  sich 

de  e 

de  e 


woraus  man 

zieht.    Setzt  man  hierauf  ;f  =  0  in  der  allgemeinen  Formel,  so  wird 

de 

oder  nach  der  Elimination  von  V  durch  den  vorstehenden  Ausdruck, 

ie<")  =  ,/«» («<»>  +  «^-^>) 
wenn 


^(0,    ^ 


de 
^T7 


gesetzt  wird.  Da  «^^^  den  Gliedern  entspricht,  deren  Argumente 
von  y  unabhängig  sind,  und  u^^^  und  w^""^'  den  Gliedern  angehörten, 
die  bez.  +y  und  — y  in  ihren  Argumenten  enthalten,  so  kann  man 
durch  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  jene  aus  diesen  berechnen, 
es  mögen  die  betreffenden  Gli(Hler  mit  einem  Sinus  oder  eioeni 
Cosinus  multiplicirt  sein. 

Die  in  Art.  27  angeführte  Entwickelung  von  (>'^  giebt 

■57-  =  '^'-      "57"  =  -ii-T^'±  ••• ; 

womit,  nach  Ergänzung  der  weggelassenen  Glieder  des  zweiten  Aujj- 
drucks,  der  Ausdruck  für  7/^'*  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  be- 
rechnet werden  kann.      Für  unseren  Zweck  wird  hinreichend  genau 

(Oj  ,3        ,9     ..\ 

7i        =    —    -     f*  "^ — P'^  • 
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34. 
Der  Ausdruck   für  C  des  vorigen  Art.  geht  nun  zuerst  über  in 

C  = — sina— cos/* —  —  coscp  — sin/'l 

elcher  leicht  in  den  folgenden  verwandelt  wird: 

r  —  -i  /^  •  ^-1  /  Ali\  _  ±  /  ^  •  pM  /^  ü^ 

^  ~    4  [a'^'hejya'iebg}         4  [a^ebyJWbej 

eraus  erhält  man  durch  Hülfe  der  im  Art.  27  gegebenen  Ent- 
ickelungen,  mit  Rücksicht  auf  die  Auseinandersetzungen  des  vo- 
;en  Art. 

-  (y('-|-e'^)sin(-y-h2^) 

3 

— —c^  sin  ( _y4.3^j 

-  -e»  sin  —  y-|-4(/) 

-  ^-e^  sin  {y-h2f/) 


35. 

Ziehen  wir   nun   auch   den  DiflFerentialquotienten   der   Störungs- 
eiion nach  Z  möglichst  zusammen,  und  setzen  zu  dem  Ende 

5     =  -  25; .,cos(/Ä-iT) - (26) _,cos ('/- 1 jÄ'-//)- ;27)-, cos(;« - 2iÄ-iT) 

-i28;_iCos((i-3)Ä'-/I)--!29)_^cost//f-3iIi-(30i-rfCos((/-1;A'--3J/) 

c'   =  — (25)  _.-sin(V  AT- il}- (26' ^,-sin(i7-4)A^-iI)—(27)_.-sin((i—2)Ä-i^^ 
-(28)_iSm(//-.3jÄ'-iI)-(29)_iSin;/A:-3iT)  — (30)_^sin(;i--1)Ä:--3iT) 

s    ==  -,21)_.-cos(/Ä'-iT;  -'22_rfCos((;/-t)A-iI)-(2;ri_.-cos((/-2)Ä'--ff^ 
—  ;24i_,-cos!<Ä-3iT) 

r^   =  -(21j_^sin:«Ä:— iTj  — ;22)_^sin(  /--i;Ä:--ir)-i23;_fSm(;/--2)Ä'--iI^ 
=  24)_,sini;iÄ— 3iTj 


326  P.  A.  Hansen,  [54 

(—«,/>    =  -.  1 1  _,cos/Ä'-iT;-(12)_,cos(7-fÄ'-ir)-;i3  _,cos(7+ 

-(U  ^^cos(:/  — 2.Ä'~i7)-  :i5:_^cos(/Ä'— 371:  — ;i6:_,cos(;i+U-ll 
-.  1 7; _, cos  JK-^n]  - [\ 8) _, cos (  /- 1 ) A'-i-iT)-  (1 9) _, cos(ii~2;ä'+II) 
-:20)_,cos((/-3)Ä'-f.iI) 

(-2,/,c;  =  -(10_.sin:/Ä:-iT)-(12)_.sin((/-l)Ä'-iI)-(43)_,sin((/+rA-lI) 
--;i4)_,sin((«-2)A^-.n)-(15)_,sin:iÄ'-3iI)-(l6)_.sin((i^^ 
-(17)_.sin(/A'+iT)-(l8)_,sin({/-1iA'+iT)-(l9;_,sin(i-2)K+ 
-(20)_,sm((/-3)Ä'-i-iI) 

(-1,/»  =  ~(5)_,cos(tÄ'-iIJ-(6;i_,cos(:/-1)Ä--iI)-(7)_.cos((i-l-1A--n) 
-(8)_,cos;/Ä>i7)~(9;>.cos(i/-i;A'+iI)-(10)_,cos((i— 2  A'+JT) 

(-|,/,c)  =  -(o)_.sin(/A-iT)--(6)_,sin(:i-1)A--iI)-(7)_.sin((i+l)A-/I) 
-(8)_,sin(iA'+iI)-(9)_rfSin((/-1)A+iT)--.:lO)_,sin{{i— 2)A'+n) 

(0,/»  =  (rj.cos;/A'+iTi  +  (2),cos((/-i;A'+/7)+;3),cos((/+1}A'+/^ 

+  (4),-cos((«-i)A'-hi7) 

- (1  )_,cos(/A'— iT)  —  ;2! _. cos(((-l- 1) A-/7)-.(3) ,.cos{^/—  4  A-i7) 

-(4)_.cos((£+2)A'-jn) 

(0,/,cj  =  (1).sin(iA'+i7i  +  (2),sm((/-riA+/7)4-i3),sin(/+l:A'^ 
-h(4).sin((/-2)A'-hiT) 

-;l)_^siD(/Ä'-/7;-(2)_iSm((/4-l  A:--iI)--(3).^sin{-/--l}A'-77) 
-.(4)_,sin(;/H-2iÄ'-i7) 

;4,/,ä)  =  (5)^cos(/Ä'+iT;  +  :6)^cos(:/+i:A-f-iI)+;7i^cos(:/-1  A'-+./7) 

+  (8) ,•  cos (/  k-n)  + 1 9 . , cos ( i /+ 1 )A'-i7 )+  1 0l ^ cos ( ;/ -+-2)  A— iJ ) 

[ij^c]  =  (5:.,sini/A>-/T)4-(6),sin(/4-i;A'+iI)+(7  ;sin(:/-1)A'+ 
+  (8),.sin(/A~ir,  +  ;9),sin(i/4-i)A— ir)4-:10  ,sin(.7^ 

(2,/»  =  (11),cos(/A-hn^)  +  (12),cos(;/+l)A+iT)4-,13  ,cos(7-riA'-+./7) 

-I- {\  4) , cos  (  /-^2;  A'+i/)-*-  (1 5) ,  cos > A'-i-3iI)  +  ,1 6 > ,  cos ( (i—  1  A-i-:^i7 ) 
+  (17),.cos^/A-ir)  +  (18i,cos((<+l;A'-//)+';f9),.cos{/+2}A-^ 
-h(20),cos((/-f-3)A'-iI) 

(2,/»  =  (H),-sin(/A+iT)4-(12),.sin(;/4-i)AH-iI)4-;i3),.sm(7— l)Ä'-H/7) 
+  (14),sin  ((/+ 2)  A+/7)+(l5),sin(/A'4-3/7:  + (161,  sin  {y—rÄ+^ 

+  (1 7), sin(/ A- il)4- (18), sin ((/4-i;  AT- ir)+(19)^sin (.7+2  A- 

+  .:20),- sin  ((/-h  3)  A-il) 

;3,/,.v:;  =  (21),-cos;/A>iI)  +  (22),-cos((/+1jA'-hiI)-i-.23),.cos(.7-i-2;A'H-iT) 
+  (24),-cos(tA'+3ii:i 

(3,/,()  =    21),sin7A'4-i7)4-(22i,sin(  /4-I  A'+/T)4-;23:',sin(;/  +  2)AH-/^    , 
-m24>  sin(/A-l-3/I 
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s]  =  (25),cos(iA'+iI)4.(26),cos((tH-l)Ä'+iI)+(27)^cos((/H-2)A'+i^^ 
+  (28),cos(:>+3)Ä'+iT)4-(29),cos;iAr+3iT)  +  (30)^cos((i+1)^^ 

r  =  (25i,-sin(iA+iT)  +  (26),.sin((*+1)Ar+iI)+(27j,.sin((/H-2)A'-hiT) 

H-(28),sin((i+3)Ä>iT)H-(29),sin(tÄ'+3iT)H-(30),sin((«4-4)Ar4-3^^ 

wie  früher 

K=  n—n' 

so  erhallen  wir: 


+  ;— 3,/»s 

+  (— 2,i»s 

+  :  — 1,/,s)  s 

-*-(0./>)s 

-l-(3,/>js 

-l-(4,'>'')s 

^vieder 

:zl   worden  ist. 


n(-4(7+£r) 
n(-3(/+/r) 
n(-2(^+/:r) 

n/r 

n((/+(r) 
n(2(/+/r) 
n(3^+/r) 
n(4(/+ir) 


+  (— 4,/>)  cos  (— i^-h/r) 
+  (— 3,/,c)  cos  (—3^4-/ r) 
-h(-2,/,c)  cos  (-2^+1  r) 
-hf  — 4,?',c)  cos  (—y-hir) 
-l-(0,/,c)  cosf  F 
-l-(i,/,c)  cosig-hiT] 
-l-(2,i,c)cos(2</-h/r) 
+  (3,/;c)cos(3^-htr) 
+  (4,/»  cos(4(;+«r) 


7-»  ' 

=  0  —  0 


36. 

Die   Ausführung  der  Multipiication    mit  C   giebt  die   lülgenden 
(icienten  des  Products: 


(-1,-3,/»  = 

1  (^4,/,s) 

-|c(-3,.» 

-^'(r  «*(-''.'.«) 

(1,-5,/,4-)    = 

-i  (-*.'» 

-^p(-3,»» 

-T?5e2(-2,/,5) 

-Je3(_i,,» 

:-1,-3,/,r)  = 

1  {-U,c} 

-|e(-3,.-,c) 

—  ■«V  «'(—'''>•/ 

(l,-5,/,c    = 

-i  (-*.'» 

-ie(-3,/,c) 

-^e^{-'i,i,c) 

-leH-i,i,c) 
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'-i-i,i,s)  = 

i(.-3,i.«) 

-le(-i,i,s) 

{i,-U,s)  = 

-i(-3,i» 

-•Je  (-2,.» 

-^«■M-^'» 

{-i,-i,i,c]  = 

•i  (-3,1,0) 

-ie{-i,i,c] 

H,-i,i,c]  = 

-J(-3,'» 

-ie(-2,',c) 

-Ae2(-i,.» 

(-{,-i,i,s)  = 

• 

l<'(-3,/» 

+  (4-|e"')(-2.'» 

, 

-(i^-A«')  (-','» 

-Äe»(1,,» 

(1,-3,.»  = 

■!e(-3,.» 

_{j_|,2)(_2,/,s) 

« 

-fie--,3«cä)(-1,,» 

-AeMO,'» 

• 

—  ie»(1,»',«) 

(-i,-i,i,c)  = 

i''(-3,'» 

+  (l-i^^)(-2,'.c) 

« 

_(|e-.^.e»;(-1,,» 

■^K^e^l^'» 

(1,-3,1»  = 

i  e  !-3,.-,r) 

-(■l--i«^)(-2-'» 

-(^le-Ae^'ll-^«» 

-A«M"W» 

-ie^i,i,c) 

[56 
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(-1,0,/»  = 


\e[-i,i,s) 


-|e(0 


(1,-2,/»  = 


-(i- 


|e(-2 

4e2)(-1 

-|e(0 


(-1,0,/»  = 


(i- 


|«(-2 


(1,-2,/»  = 


-  (I  - 


i«(-2 

^C2)(-1 


(-l,l,/,.v)  = 


(1,-1, /,.9;  = 


(  — 1,I,/,C1  = 


■1,-1,/»  = 


A«M-2 
+  (i  -  i  <'':  lO 

-(i--te2)(0 

A«M-2 
+  (i  -  i  «^)  (0 

lff-Ae'){-< 

-(|-le2)(0 

-;ie--,Ve3)(1 
-  A  «^  (2 


'>«) 

'» 

i,s) 

i,s) 
/» 

«,c) 
i,c) 
/» 

'» 
/» 


» 
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\-\Xi,s)  ^ 


:1,0,/,.v)  = 


[-^Xi.n  = 


^0,/>;,    = 


.  — l,3,/,5)    =s 


(1J,',.V)    == 


(— 1,3,/,cj  = 


•IJ,',C'    = 


iV«'^:-<. 

'» 

+  le(0, 

/» 

+(i-i''^(<. 

.'» 

-|e(2. 

.'» 

|.(0, 

/» 

-(i-ie^n«. 

i,s) 

-i"!«. 

i.s) 

t\«^-'' 

i,c) 

+  -lr(0, 

'''*) 

+  (l-i''-^)(«. 

-  i  e  (2, 

'» 

|«(0, 

-'» 

-  l-i  - 1  e^)  (<  - 

.'» 

-  -1  «^  (2. 

-'>) 

*e';-1, 

-/>j 

+  A«'^(0, 

/» 

+  .|f-A'i(l. 

i,s] 

+(-j -!«•■'.  3, 

J\s) 

-  2 ''  ■/<- 

i\s) 

A«M-1. 

.'» 

+  (|e- A '••■') (1, 

,e,Ä 

-  (i  -  \  <-•'}  (2, 

.f\s) 

-l'-ia. 

i,s] 

■lt'^'(-i- 

J,C} 

+  i'e  c^  ;o, 

>hc) 

+  >l''-Ac=';(«. 

ft\c) 

+  (.i  -  -1  e'^i  (2, 

J\c) 

-  ?  »^  (3. 

-'>'; 

9V''='(-I, 

,Kc) 

+  (^-•3^  «»/{«, 

,i,c) 

-  J--lc^(2, 

>hc) 

-  J « /^ 

Ueber  die  Storvkuen  der  grossen  Planeten, 


331 


{—i,k,i,s)  = 

A^M^'» 

+  |<'(2,«» 

+  i(3,/,A-) 

HXi,ß)  = 

|e(2,/» 

-i(3,«» 

(-1,4,/,c)  = 

AeM^',f) 

+  \e{'i,i,c) 

+  i(3,/» 

(1. ?,'>•)  = 

16(2,/» 

-l(3,/,c) 

(  —  1,5,/,«)  = 

|e3(1,t» 

+  ^e^[2,i,s) 

+  ie(3,/>-) 

+  i(4,'» 

(1,3,/»  = 

A«^^^'» 

+  |e(3,/» 

-i(i,'» 

(—1,5,/»  = 

ie»(1,j» 

• 

+  Ae2(2,/,c) 

+  i«'(3,»,c) 

+  -J(4,/,c) 

(«,3,/:,c)  = 

■i\e^(i,i,c) 

+  |e(3,/,o) 

— U4,/» 

von  welchen  Coefficienten  aber  die  mit  dem  Index  c  behafteten  das 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Ersetzt  man  nun  wieder  die  beiden 
ersten  Indices  aller  dieser  Coefficienten  durch  die  allgemeinen  Zeichen 
p  und  9,  und  schreibt 


ip.q.i.c)  =  mis. 
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6Ö 


so   werden   diese   Grössen   die    (loeflicienlen    des   Integrals  mit  im 
wahren  Zeichen^  . 


37. 

Stellen  wir  jetzt  das  Integral  zusammen,  ergänzen  die  im  Vorhe 
gehenden  weggelassenen  Glieder  durch  die  Satze  der  Artt.  28  und  S 
und  venvandeln  darauf  y  in  j/,  so  bekommen  wir: 


—  le[i,  —  i,i,s} 

+  {-\,-:iJ,s} 

+  \e{—i,—'i,i,s} 

«•OS  * 

+  {1,-5,'» 

sin  1 

-1-  ■ 

+  .J''{— 1,-  l,/,v) 

sin  ( 

-:^c  +  ^\<''][\,-i,i,x} 

-li'{-i,-2,i,.i} 

+  {-!,  — 1,/,.v} 

'*" 

+  jr»{-l,5,/,.s} 

sin  : 

+  le{\,  —  i,i,.s), 

-4.9+«  n 


-•'.'-/+'  r 


-2.7+/ r 


-\e{\.-\.,.-:) 

+  {-l,-;{,/,c} 

+  |f{-l.-2.M) 

+■ 

-^f.-<{l.-ä.',c} 

+  !«•'-{- «,-','» 

+  ir«{-l,0,/,o} 

+  {<,— 3,'.<} 

-|e{),-3./>} 

+  {-l,-2,«,t} 

+ 

+  i''{-l,-l.',c} 

■ 

+  |f-^{-l,0,/.,} 

+  {l,-i,',t} 

-.le+t\e'')[\,-2,i,c} 

-le{-\,-i.i,.] 

4 

+  {-l,-1,/>} 

+  i,._^,,:V{_|,0,,,c} 

-k-len-\,\,i..) 

+  Jr«{-1,2,/,,) 

+  {l,-3./,(} 

+  i«'{l.-4,M} 

COS 


cos 


cos 


*''.    Ich  mache  hier  auf  die  Anmerkungen  zum  An.  30  aufmerksam,    deren  l 
auch   hier  Anwendung  findet. 
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—  ie{\,—\,i,.t 
le{—i,—\,i,s 

+  {\,-i,i,s 


|.,.^.,»j^»)(_1,0,i> 
+  {—\,i,i.s 

+  {1,  — l,*,s 


J  »•-•-, »s''»){-1,2,/> 
-|''0,2,'> 

+  |e3{1,-2,»> 


sin  /  r 


sin(f/+/r) 


sin(2y4-/r) 


—  |e{l,  — 1,/>} 

—  le[—\,  —  i,i,(-) 

+  {— i,0, i,r] 

+  ■ 

+  i''{— M,/>) 

+  |<'.'{-4,2,/,c} 

+  (l,-2,»>} 

+  \<'H.--i.i,c) 

(     -(^■  +  i»e''''{''0''>} 

-(i*'+,»er<){-1,0,/,c} 

+  {-<,1,'>} 

+  ,;^,._|,.:.,(_1,2,/,,.} 

+|''M-< ':!''>•} 

+  {1, -!,'>} 

+  :iP-J|.:>){1,-2,/» 

+  i''Mi.-3,'>} 

-le{-\,t,i,c} 

-l''H,i,i.c} 

+  (-iXi,r} 

+  • 

+  V(-1,3,M,) 

+  {1,0,/,(} 

+  \e{i-i,i,r) 

+  |/.^{),-2,M} 

-(|f+I»6'''){-<'2''» 

-i^'O.s,/» 

+  {-1,3,;,r) 

+  J('{— i,4,/>} 

+  {1,1.«>} 

+  (i«-i«='){<.0/«>} 

+  i«^-^(1,-1,,-,c} 

1 

+  Je»  {1,-2,*» 

>cos  I — //+'  r" , 


cos  /  r 


cos  [g-hir) 


cos  [^y-hir] 
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-i<'{-\,:\,i,.s] 

-|''{-^3,»,c} 

+  {— 1,4,/,«} 

+  {-1,4,/,c} 

+  {l,2,'» 

•sin(3.7+<T,     +< 

+  {1,2,/;c} 

■cos  {%+/r 

+  |<'{l,l,/,s} 

-l-^e(1,<,»,c} 

+|«'Mi.O'''*} 

+  |«'2{«,0,/.C} 

■ 

—  !<>{— l,4,/,s} 

-|p{-1.4,i,r} 

+  {—<, 5, /,.'!} 

+  {— 1,5,/,c} 

+  0,3,/,  4} 

+  {1,3,*,c} 

+  4»'{1,2,/,s} 

Sin  i4r/-i-/i       -1- 

+  4''{1,2,'>} 

COS  [ig-hi  r 

-^t'»{-<,2,/,s} 

-Ä'-n-l.ä.'» 

+  i''H<,1,'>} 

+  |«'M<.1.'>} 

+  ^.s{1,0,/>}, 

+  |c»{l,0,/,c}. 

m 


Die  am  Ende  des  Art.  31   aufgestellten  Bemerkungen  gelten  auch  hier. 


§.  4.    Entwickelung  der  Glieder  der  mittleren  Länge 
und  des  Radius  Vectors,  die  dem  Falle  /  =  0  in  den 
Coefficienten   der  Störungsfunction   und  deren  Diffe- 
rentiale entsprechen. 


38. 

Gehen  wir  zum  Falle  i  =  0  über,  und  entwickeln  zuvörderst 
die  demselben  angehörigen  Gheder  der  mittleren  Länge  und  des 
Radius  Vectors.  Da  sich  in  diesem  Falle  die  Coeflicienten  der  End- 
resultate leicht  und  einfach  unmittelbar  auf  die  ^,  B^  und  deren 
Differontialquotienten  hinfuhren  lassen,  so  soll  die  Zusanimenziehung 
der  Glieder  erst  am  Schlüsse  der  Entwickelungen  vorgenommeD 
werden.  Setzt  man  sogleich  i  =  0  in  dem  Ausdruck  des  Arl.  8 
für  (/J2,  so  wird  derselbe 
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aJl  =       i\ 

+  {i 

+  (3 


h(5 
K6 
•-(7 

M» 
m 

.(13 

•  (U 

•  (15 
(16 
(17 
(18 


raus 


'Q  = 


[3 

[* 
15 


COSÄ' 

cosg 

cosig-i-K; 

cos  (^— Ä'i 

cos  (^-h2Ä*) 

cos  (f/-»-2iT; 

cos  ((/-hil-h/T';, 

cosS^ 

cos  (2^-i-Ä') 

cos  ;2^-i-2Ä' 

cos  (2.9-1-2/1) 

cos  3// 

cos  (.'J^+Ä') 

cos:3(/-h2Ä'^ 

cos(3(/-i-3ä') 

cos  (3//-h2iI) 

cosf3.(/-i-Ä'-i-2iI) 


smj 

sin  i^-HÄ) 
sin  (ff— Ä ) 


etc. 


[5]  =  — (5),     etc. 
—  3(13),     etc. 


jt,   wenn 

[3]  =  -(3),         [4]=: -(4), 
[9]  =  —2(9),     etc.,         [43]  = 

elzt  werden.     Eben  so  wird 

«r(^)-  «)■ 

4- (2) 'cos  Ä' 
-h  (3) 'cos  ff 
-|.(4)'cos(ff-hÄ') 
-l-(5)'cos(ff— Ä) 
-helc. 

dl     in    den    Coefficienten    dieser    Ausdrücke    ist    ebenfalls    i 
setzen. 


=  0 
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39. 

Die    Ausdrücke    tlieser    CoefOcienten    werden    also    nach    dei 
All.  10 

[3]  =  V  m'a  ' I ;  \  +  ^e^  m'a  { (3)  +2 (2)  -3  ;i ) }  .1, 

+  -|-f/2/«'a{(3)  +  4(2)+2(l)}.lo-e.sin4/m'a{(4i-*-(0;}Ä, 

|4]  =  —e'm'a{{\]-:0)}At  -■^e^e'm'a{{V:+^[i)-iH)-^i[0)}A, 

-yf'»w'a{(3)+3  2  -»-2(1)-2;0)}.4,+-i-«''sin2iyrrt'air;{Ä«+Ä, 

|ol  =  _i.,-2,Va{(3)+3;2;-(i;  +  (0)}A 

|6|  =  i-««,'2,„'a((3)  +  4(2)-8(1)+8.;0)).-l2 
|7]  =  ^esmi^J^na{•\)+^0]}Bt 

18)  =  -\e'sm^\Jm'a[\)B„ 

[9]  =  -±.e^„,'a{-i]-m)}A„ 
[10|  =  ß«!'/w'a{(2,-2i1)+2(0)}.l, 
|H)  =  _.i,.'2,w'„|(2)_'i(i)+ä:0)).li 

[12)  =  —isin^Jm'ad.Bt 

[Ul  =i-p3ff/a{(3)-f)(2+'J(l)}.l„ 

(14)  =  -  J-('2//H'a((3)-:).;2:+»(li-9(0;}.l, 

8 

[Mi]  =  _i.,/3m'a{;3)-3ii  +6:;i;-6;o;}A, 
|I7)  =  ^fsm^yma[{\]—^iß)}Bi 
M8|  =  -^e'sin'^\Jm'a:\)B.i 

und  nach  dem  Art.  1 1 

(1)'=  «i'a:;i)^  +  |(f'2+.''2|/«'a{(3l+4(2)+2(f)4-sin24y/«'a{(l)  +  .;( 
(2)'  =  -i-f«''/«'«{(3)+4(2;}..l, 

(3;'=  -e//i'a{(2)  +  .1)).1„-l,'»m'a{(4-,+5(3)  +  (2)-3(1)).1o 

--J-ee"^w'a{(4)+7(3)+10(2)+2(ri}..lo  +  *'sin2«y/M'a{(2)-i-3  ;<;.+ 

+  -S''^»  ///'« { (4) +8 (3)  + 1 2  ri) }  .1,  -  -1- /sinH^«'«  { (i)  1-2(1)}  (Äo+^ 


[(.«Jl  =  l«/i,„'a{;3;-i(2;+8(l)-8::0;}.l., 
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(5)'  =  -l-cie'm'o((4)+6(3)+5(2)}yJi 

(6)'=  —^ee"im'tt{H)+1(3)}Ai 

(7)'  =  — ipsini.jym'a((2)+7(1)+5(0))fi, 

(8)'  =  -ic'8inH^»»'o((2)+2(1)}fi, 

(9)'  =  leWa((3)     -2(1)}yJo 
(10)'=  —  •iee'm'o(3)i4, 
(H)'=r-l-e'»in'o(3)/lj 
(12)'  =  sin2iym'a{(1)  +  (0)}B, 
(43)'  »  -le»m'o{(4)-3(3)-3(2)+9(l)}A 
{U)'  =  leJe'm'«{i4)-2(3)-(2)}/l, 
(15)'=  _i.«.c'»m'a{(4)-(3))/l2 
(<6)'  =  Jfc'»»i'a(4)^ 
(17)'  =  -yesin«|/m'o{(2)-(1)-3(0)}Ä, 
(48)'  =  Ye'sin«iy»i'a{(2)+2(1)}fi2 


40. 

Multiplicirt  man  nun  die  betreffenden  Ausdrücke  des  vorvorigen 
Artikels  mit  den  Factoren  A  und  B  des  Art.  27,  und  setzt 

(1,-1,4)  =  _(2  +  e2)(1)'+3«[31-c(3)' 
(-4,4,2)  =  (2)'--5-<.I»]+|e(4)' 
(|,_4,«)  =  -(2)'+4-e(41-i-c(4)' 

(0,4,3)  =  -3(31 
(-1,2,3)  =  (e  +  le3)(i)'+(2  +  |ei)|31  +  (1-4.1<.»)(3)'-i-c[9]  +  4-e(9)' 

(4,0,3)  =  _(e  +  le3)(1)'+(2  +  ci)(31-(1+-i-«.i)(3)'+4-<'[91--l-6,(9)' 
.      (0,4,4)  --3(4) 
(-4,2,4)  =i-e(2)'-4.(2  +  ei)[41  +  (4 +l<.»)(4)'-i-eI40)  +  -i-*(10)' 

(1,0,4)  =  _±<.(2j'+(2-4.«.«)f4]-(4+-ie«)(4)'+|<.I40)--l-e(40)' 

AbbAndl.  d.  K.  8.  0«m11m1i.  d.  WiMentch.  XYIU.  28 
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(0,1,5)  =  -3(51 
(-«,«,5)  =|e(2;'-l<.2(41  +  |62(4)'+2(51  +  (5;' 

(1,0,5)  =  --^«  1,2)'+ 2  (51 -(5)' 

(0,1,6)  =  -3(61 
(-1,2,6)  =  2(61  +  (6)'-|«(111  +  |6(11)' 

(1,0,6)  =2I61-;;6)'+-i-«'I111--i-fi1i::' 

(0,1,7)  =  -317) 
(-1,2,7)  =2I7)  +  (7)'-|6(l21+i-e(12;' 

(1,0,7)  =2I7]-;7)'+4^II2]--i-«.(12)' 

(0,1,8)  =  -3[81 
(-1,2,8)=2[8J+(8;' 

(1,0,8)  =2(8]-(8)' 

(0,2,9)  =  -  3  (9) 
(-1,3,9)  =  i.ci(1)'+-1.6(3K4-e(3)'+2I9]  +  (9)' 

(1,1,9)  =  _Ae(31-4-ei3'+2(91-(9,' 
(0,2,10)  =  -3  [10] 
(-1,3,10)  =  l,.(4]  +  lp/i)'+2[10I  +  (10)' 

(1.1.10)  =  _Ae(41-lp;4,'  +  2[10].-i10r 
(0,2,11)  =  -3(H1 

(-1,3,11)  =2(111  +  (11)' 

(1.1.11)  =2(111-(11)' 
(0,2,12)  =  -3(121 

(-1,3,12)  =  2(12) +  (12)' 

(1.1.12)  =2[12]- (12)' 
(0,3,13)  =  -3(13] 

(-1,4,13)  =i-e3(1)'+|e2[3]+|e2(3)'+-l-e(9]  +  le(9)'+ 2(131 

(1.2.13)  =le3(,)'_le[9]-|e(9)'+2(13]-(13)' 
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0,3 
(0,3 
(0,3 

\.i 

(0,3 
(0,3 


U) 

U) 

15) 
15) 
15) 
IC) 

16; 

16 

17' 

17 

17 

18> 

18) 

18 


=  -3(14) 

=  |cni]  +  jei(4)'+i-f(10]+-i-c(10}'+2(14]  +  '14r 

=  -Y«'(10)-y«(10)'+«(14]-(14)' 
=  -3(15) 

=  |«'I11H-ff(H)'+2(15J  +  (15)' 
=  _i.,IHl-lc(11)'+2I15)-(15;' 
=  -3(16] 

=  2(l6]  +  :;ift:' 


=  2  (16) -16;' 

=  -3(17) 

=  je(12]  +  Yf(l2i'+2(17)  +  (17:. 


^  f 


5 


1 


=  2^8] +  (48)' 
=  2(18]- f18)' 


I 


(<.- 

•  1,1)siD(y— j) 

(-1,1,2)  sin  (-y+<?+A') 

(1,-1,2)  sin  (y-j/+A'; 

+  (0,1,3)  sin  y 

(-r 

,2,3)  sin  i-r+ig) 

+(1, 

,0,3)  sin  y 

+  (0. 

1,4)  sin  (^+A-) 

V                          ' 

2,4)  sin  {-y+2g+k') 

+(«. 

0,4)sin(y+A') 

+  (0, 

1,5)  sin  (^—A) 

(-<- 

,2,5)sin(-y<-2j-A') 

/  J 
v     ' 

,0,5)  sin  (y-A) 

+  (0, 

,1,6)sin(«^+2A') 

,2,6)sin(-y+2p+2Ä') 

+(<■ 

,0,6)sin(y+2A') 

53' 
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[61 


(- 


(- 


(- 


(^0,7 
(0,1,8 

(1,0,8 

(0,2,9 
1,3,9 
(^.1,9 

10 
10 
10 

11 
11 
11 

12 
12 
12 

13 
13 
13 

14 
14 
14 

15 
15 
15 

16 
16 
16 

17 
17 

17 

18 
18 
18 


-H 

(0,2, 

(- 

-1,3, 

+ 

(1,1, 

4- 

(0,2, 

■1,3, 

+ 

(1,1, 

+ 

(0,2, 

(- 

■«,3, 

-*- 

(1,1, 

+ 

(0,3, 

' 
1 

-1,4, 

•*■ 

(1,2, 

+ 

(0,3, 

i- 

-1  4 

+ 

(1,2, 

+ 

(0,3, 

' 
i 

-1,4, 

+ 

(1,2, 

+ 

(0,3, 

(- 

-1,4, 

+ 

(1,2, 

+ 

(0,3, 

f- 

■1,4, 

+ 

(1,2, 

+ 

(0,3, 

(- 

■1,4, 

+ 

(1,2, 

sin  (^4-2iI) 

sin  (— y-i-2jH-2JT) 

sin  (y-l-2JT) 

sin  (j-i-JI-hiT') 

sin  (-y^-?^^-iT^-iI') 

sin  (y-i-ilH-/!) 

sin  2g 

sin  (-y-l-3^) 
sin  (y-hg) 

sin(2^H-Ä') 
sin(— y-i-3jH-A') 

sin  (y-^g-hK) 

sin  (25-h2Ä') 

sin  (— y-h3^-h2Ä'. 

sin  [y-hg-h^K) 

sin  (2^4- 2iT) 

sin  (— y-h3,9-h$7T) 

sin(y+^-h2/7) 

sin39 

sin  (-y-l-4^) 

sin  fy-l-2^) 

sin  (3(/-i-Ä') 

sin  (— y-»-4//+Ä') 

sin  (y-h2^-hÄ ) 

sin  (3</+2Ä') 

sin  (— y-i-4j-h2A') 

sin  (y-hS^-hSÄ) 

sin  [dg-h^K] 

sin  (— y-|-4j-h3Ä') 

sin  [y-h^g-h^K) 

sin(3^4-2JT) 

sin  (— y-i-4^+2/7) 

sin(y+2^+2iT) 

sin(3^-+.Ä'+2iT) 

sin  (— yH-4^-HÄ'-|-2/r) 

sin(;'-h2(/+Ä  +  2ir) 
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i1. 

Die  Substitution  der  Ausdrücke  der  [3],  [4],  etc.,   (1)',  (2)',  etc. 
die  Coefficienton  von  dW  giebt 

:   —  2m  «  ;1)  .lo  --^e'^m'a[i^\  +2(2, -4 (l  i}^ 
—  Ye'2;,/a{;3n-4.2;4-2Mi}^o-+-2sinH-^w'a{(^)-+-(0))Äi 


=  4-eeVa{(3:+3(2)-(1)-|.(0))A 


3 


=    —Sem'a  1  Jo-f  ^^^'i'«{'3)-l-2!2)-3(rj).'lo 


—  yee'^wa(,3i-i-4  21+2(1  ))/lo-l-3esin4Jm'a((1)  +  ^Oi}ir, 
=   _em'a(;2)-2(1)).lo-ye3m'a{(4)     -U(2J:^20(1))^ 

_i.ee'2m'a{(4)4-4'^3)-2i2)-4(1)).lo4-esin2-|J/?i'a{(2;      -2(0;}ir, 
=  ew'a('^i+2(1;).'1o4-ye3m'a{(4)4-4i3)--(2)-2(1))^^^^ 

H-yee'2ma{  4)+8(3;  +  14(2)4-4(1;}Jo-^sin2^Jm'a{  2i+4(1)-i-2(0))Ä, 
=  3eVa{  1  --iOi}.l, +ye2eVa{i3)-i-3(2)-4i1)-i-4(0)}.4, 

-l_-Le'3;;i'a((3)4.5;2,+2(1)-2;o:i}/li~-?-ß'sin2-Uw^^ 
=  e'»n'o{:2,-2(rn-2;(l,:}4+-|-e2e'{(4;n-2;3)-16i2)+24i1)-24:0:}..l, 

-l-^e'3m'o{(4)+6.;3)+2(2)-4(4)+4(0)}^i-ye'sin2y/H'a(2){ifo+B2} 
=  — c'»i'a{(2)+2(1)-2(0)}.4,  --J-e2e'm'a{(4)+6(3)  +  4(2))/l, 

—  y e'»m'a{;4n-10:3)+22(2) +4  11-4(0)} /l,  +ye'sin2^  J;«'«{  2  -t-4  1  .}{Ä»  H-Äj) 
=  i-e2e'/«'a{i3)+3i2)-(1)  +  (0)}.l, 

_  i-c2e'm'a{(4;+2(3)-6(2;i+4(«)-4(0)).4, 

=  _le2eVa{i4)+6(3)+3(2)-2(1)+2i0|}J, 

=  _i-ee'2m'a{(3)+4i2)-8(1)+8(0)}yl2 

=  _i-fie'2m'a{(4) +4(3) -18(2) +36(1) -3G(0)}yt, 

-  ±ee'2m'a{(4)+8(3)+6(2)-12(1)  +  12(0)}.4j 

=  _-icsin2|ym'a{(1)+5(0))Ä, 

=  —  4-('sin2^7;»'a{(2)+4(1)-16(0)}B, 

=  -Iesin4yff.'o{(2)+8(1)  +  12(0)}B, 
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p« 


(0,1,8 

(-1,2,8 
{1,0,K 

(0,2,9 

(-«,3,9 

(1,<,9 

(0,2,10 


(-1,3 

[1,1 
(0,2 
1,3 

1,1 

[0,2 
1,3 

1,1 

;o,3 
1,* 

1.2 

0,3 

1,1 

1,2 
[0,3 

1,* 
1.2 
[0,3 
(-1,4 

(1,2 


10 
10 
11 
11 
11 
12 
12 
12 
13 
13 
13 

1i 
H 
U 
15 
15 
15 
16 
16 
16 


\e'sia^ym'aH)Bo 


4^e'sin4y»i'a(2)Bo 


=  _i-e'sin4ym'o{(2)-|.4(1)}fio 

=:i-c2m'or{(2)-2(1)}^o 

=  -|-e»m'a{(3)-6(2)+9(1)}ylo 

=  _-l-eJm'o{(3)+2(2)-2(1)}.-lo 

=  -  3  ee'm'a  {(2)— 2(1)  + 2(0)}y|, 

=  _-iee'm'a{(3)-5(2)+9(1;.-9(0)}J, 

=  -i-««''»'«{(3)+3(2)-3(1)+3(0)}J, 

=  i-e'im'o{(2)-2(1)+2i0;}^j 

=  -J-e'2m'a{(3)-4(2)+8(1)-8i0)}.l2 

=  _i.e'im'a{(3)+4(2)-8(i;i+8(0i}J2 

=:  68in<^ym'o(0)£, 

=  8in4ym'a{(1)-3(0)}Ä, 

=  —  sinH^''»'a{(1)+5(0)}J?, 

=  _|e3/«'a{(3)-6i2)+9(1)}.1o 

=  _J.e3„,'„((4)_l2(3)  +  18(2)-64;1.}.-lo 
=  l63m'a{(4)     -9i2)  +  10(1)}A 

=  yeie'm'a{(3)-5(2)+9(1)-9(0;i}.4, 

=  ye2e'/M'a{(4; -10(3) +36(2) -64(1) +64  (0;}..l, 

=  --ic2c'/N'c{(4)+2(3)-11(2)  +  U(1)  — 1*(0)).1, 

=  --?-Pe'J/«'a{t3)-4{2)+8(1)~8(0)}Jj 

=  --iee'2m'a{(i)-8(3)+26(«;-52i1)-52{0;}.-lj 

=  |6c'2»ra{(4)  +  4(3)-14(2)+28;1)-28;0i)ylj 

=  |e'-»m'a{l3)-3(2)+6(1)-6i0)}4 

=  le'»m'o{(4)-6(3)  +  l8(2)-36(1)+36;0)}.43 
=  -^e''m'a  ((4)+6(3;:-18i2;+36(1)-36(0))^3 
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{0,3J7)  =  — ?-esin«iy»»'o{(1)-3(0)}Ä, 
(-l,4,n)  =  -ye8in2iym'o{(2)-8{1)+16(0)}Ä, 

(0,3,18)  =!-j-e'sinH^ff»'a(<)jB2 
(_<,4,18)  =  ■Le's^a^Jm'a{{i)-^^)}Bi 
(1,2,18)  =  -  jc'8in2|ym'a{(2)+8{1)}Äj 


42. 

Integrirt  man  nan  den  Ausdruck  fUr  dW  des  vorvorigen  Artikels 
1  fügt  sowohl  nach  dem  Satz  des  Art.  28  die  weggelassenen 
eder,  wie  die  willkttbrlicbe  Constante  hinzu,  so  wird 

+(1,-1,4)  cos  (y-j) 
-|e  (-1,2,3)  cos  (2y-2j) 


-(-1,1,2)  cos  (-y+(;+ AT) 
-  |c  (-1,2,4)cos  (-2y-1-2^+A') 
+  (1,-1,2)  cos  (y-y+if) 


-(0,1,3)  cos  j 
-i  (-1,2,3)  cos  (-y+2j) 
-ic  (-1,3,9)  cos  (-2y+3y) 
+  (.1,0,3)  nfsiny 
+  eA|Cosy 
(|e- ie3)  (1,-1,1)  cos  (2y-</) 
-  ^e«  (-1,2,3)  cos  (3y-2s) 


-(0,1,4)  cos  (<?+A') 
- 1(- 1 ,2,4)  cos  (-y+2(?+A) 
—  ie(— 1,3,10)  cos  (—2y+35+Ä') 
+  (1,0,4)  nisin(y+Ar) 
+  e'Ä2Cos  (y+A') 
+  |e  (1,-1,2)  cos  (2y-9+A') 
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—  (0,\,^)  cos  {g-K) 

-i  (-1,2,5)  cos  (-y-H2<^-Ä') 
-l-(1,0,5)n^sin(y— Ä-) 
^e^e'k^cosiy-^K) 
-|e(-.|J,2)cos(2y-.(^-Ä'i 
-  A^' (-^2.4)  cos  (3y-2j-.Ä'j 


—  (0J,6)cos(j-l-2Ä') 
- i  (- 1 ,2,6)  cos  (-y-|-2(^+2Ä') 
te(-l,3,n)cos(-2y-|-3j-l-2A') 
-|-(^0,6)nUin(y-|-2A') 
-l-e6'2A-4Cos(y-|-2A') 


-(0J,7)cos(j-i-2iI) 
-i  (-^2.7)  cos  (-.y-|-2(/+2n) 
—  ie(-^3,12)cos(-2y-|-3j+2JI) 
-l-(^0,7)n^sin(y-|-2il) 
-H  e  sin2|  Jfcj  cos  (y-l-2il) 


—  (0, 1 ,8)  cos  (j+ JI-Hil') 
-  ^  (-1,2,8)  cos  (— y-*.2(/+ir+/Z') 

-H  (1, 0,8)  n^  sin  (y-Hil+il') 
-l-^'sin2^JÄeCos  (y-l-il+il') 


—  |(0,2,9)cos2(/ 
-i  (-1,3,9)  cos  (-.y+3(/) 

—  (1,1,9)cos(y+j) 
-^^  (1,0,3)  n^ sin 2y 
-l-^e^fr,  cos2y 
•  I  e2  (1,-1,1)  cos  (3y-ff) 


—  4  (0,2,10)  cos  (ä^+A) 
•|(-1,3,10)  cos  (_y+3</+A') 

-(1,1,10)cos{y+j+Ar) 
|e  (1,0,4)  nt  sin  (2y+A') 
+ 1  e  e'Aj  cos  (iy-t-K) 


UeBER    die    STORt'NGEN    DER    GRUSSEK    PLANETEN. 

—  i(0,2,H)cos(2j+2Äj 
-|(-«,3,H)cos(-y+3^+2A') 
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-1(0,2, 12)  cos  («^+271) 
i  (-1,3,12)  cos  (-y+3j;+2J2) 
-(l,l,12)cos(y+j+2JI) 


—  1(0,3,13)  cos  3j 
-1  (- 1,4,13)  cos  (-y+4j) 
-1(1,2,13)  cos  (y+25) 

Vir«=*(<.-<.<)J 

+  |«'J(1,0,3)n/sin3y 

+  1 6*Ai  cos3y 

+  |e3(1,_1,1)cos(4y-j/) 


(cos  2y+g) 


-1(0,3, 14)  cos  (3J+Ä-) 
-{ (-1,4,14)  cos  (-y+ig+K) 

-i  (1,2,14)  cos  (y+2</+A') 
—  i  e  ( 1 ,  1J  0)  cos  (2y+^+A') 
h^e^  j  o,4)n<sinl3y+Ä') 
+  |eJe'A-2Cos(3y+A') 


-i(0,3. 

15)cos(3j+2Ä') 

-i  (-<,*, 

15)cos(— y4-4^+2A) 

-ii^x 

15)cos(y+2j4-2A') 

-i«(1,<. 

11)cos(2y+^+2Ä^) 

-i(0,3. 

1 6)  cos  (3J+3/:) 

-{(-<,*, 

16)cos(— y+4j+3Ä') 

-1(«,2, 

16)cos(y+2«/+3A') 

-i(0,3. 

17)co8(3j/+2JT) 

-|(-1.*. 

17)cos(— y+4«/+2JI) 

-i(1.2. 

17)cos(y+2j+2JI) 

-ie(1,<. 

12)co8(2y+«/+2JI) 

-1(0,3, 

1 8)  cos  (3g+K+in} 

-{(-'.*- 

1 8)  cos  (— y+4^+Ä^-|-2JT) 

-i(1.2. 

18)  cos  (y+2^+Ar+2JT) 
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[ 


wo  der  willkuhrlichen  Conslante  die  Form 

+  esm^iJfc5COs(y+2/7)  +  e'sm24^/A6COs(;^H-/7+/r 

gegeben  worden  ist,  deren  Glieder  ebenfalls  dem  Satze  des  Art.  i 
unterworfen  sind. 


43. 

Die  Verwandelung   von  /  in  9,   und   die  darauf  auszuführen 
Integration  giebt  nun: 


ndz 


={ 


.1" 


fto-l-(1,-^J)-|e(-1,2,3) 

-((-M,2)-f-te(-1,2,4)-(1,-1,2)]cos 

—  (^,0,3)  n^cos^ 

—  (1,0,4)  n^  cos  (j-HÄ) 

—  (^0,5)n«cos(^-Ä') 

—  (1,0,6)  n^  cos  (J-I-2A') 

—  (1,0,7)  n^  cos  ((/-|-2il) 

—  (1 ,0,8)  nt  cos  (g^-n^-II') 

—  \e{\,Q,3)ntcosig 

—  \eH,0A)ntcos(2g+K) 

—  \e'^(i,0,3)ntcosZg 

—  y^H. 0,3)  nt  cos  {dg+K) 

-(0,1,3) 

-\{-SX3) 
-^e{-\,3,9) 

+  [i,0,3}^sing 

+  (ie-Je')(1,-1,1) 

-(0,1,4) 

-■i(-»,2.*) 
-ie  (-1,3,10) 

+  (1,0,4) 

+  e'ki 

+  -.ic;1,-1,2)) 


sin  [g+K] 


] 


Ueber  die  Störungen  der  grossen  Planeten. 
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-(0,1,5 

-i  (-1.2,5 

+  (1,0,5 

-ie(-1,1,2 
•^yc»  (-1,2,4 

-(0,1,6 

-i{-1,2,6 

-ic(-1,3,11 

+  (1,0,6) 

+  ee'«A-4 


sin  ig-K) 


sin  (g+iK) 


-(0,1,7)) 
-i(-»-2,7) 
i.e(-1.3,12) 

+  (1,0,7) 
+  esin'^yA-5 


'  sta  {g+ill) 


-(0,1,8)) 

-i(- 1,2,8) 

+  (1,0,8) 

+  e'sin*^yAe 


•  sin  {3+n+n') 


-i  (0,2,9)1 
-i(-^3,9) 

-i(M.9) 
+  ie(1,0,3) 


.  sinig 


-i  (0,2,10) 
-t(-1,3,10) 

-i(i,i,io) 

+  *e  (1,0,4) 
+  \ee'k 


>  sin  (ig+K) 


3i8 


P.  A.  Hansbn, 


[76 


-t  (0,2, 11 

-t(-1,3,11 

-i(1,1,11 

-i  (0,2,1 2 

-|(-1,3,12 

-i(1,1,12 

-i  (0,3, 13 

.3l,(-1,4.13 

-i(<.2.13 

-ie(1,1,9 

+  iVM^0,3 

-i(0,3,U 

-i(1,2,14 

-ie(1,1,10 

+  Vfe2  (1,0,4 

-i  (0,3.15 

-tV(-1,4,15 

-^(1,2,15 

-te(1,1,11 


1. 


-i  (0,3, 16 

T«,  (-1,4,16 

-i(«,2,16 

-1(0.3,17 
T>i(-1,4,n 

-i  (1,2,17 
-i«(1,1,12 

-1(0,3,18 

,»» (-1,4,18 
-i(1,2,18 


sin  (29+2A'j 


sin  (2^+2i7) 


•  sin  3^ 


'  sin  (3^+A') 


sin  {3g+iK) 


I 


sin  {3j+3Ä') 


sin  (3,7 4- 37/ ) 


sin  (3y4-Ä'-|-2iI) 


7] 


Ueber  die  Störungen  der  grossen  Planeten. 
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44. 

Nach  der  Differentiation  von  W  nach  y,  der  Vervvandelung  von 
in  jf,    und   der  emeueten   Integration   bekommt   man  für  die  Stö- 
ungen  des  Radius  Yectors  den  folgenden  Ausdruck: 


V  =  2C+{(-1,1,2)+|e(-1,2,4)  +  (<,-1.2)}n<sinA- 


- 

-(1,0,3)  nf  sin*/ 

- 

-(i,0,i)nt8m{g+K) 

- 

-(1,0,5)n<sin(j— AT) 

- 

-(1,0,6)  n t  sin  (J-I-2Ä') 

- 

-(1,0,7)  n<  sin  (^+2JI) 

- 

-(1,0,8)  n<  sin  (j+JT+JI') 

-4 

e  (1,0,3)  nt  sin  2^ 

-i 

e  (1,0,4)  n<  sin  (29+A') 

-t« 

■»  (1,0,3)  n<  sin  3j 

-1* 

'2(1,0,4)n^sin(3j+Ar) 

» 

-i  (-1,2,3) 
-ie(-1,3,9) 

« 

-(1,0,3) 

^cosg 

— 

(e_|e3)(1,_1,1) 

+  T^cM-1'2'3). 

-i(-1,2,4) 
-|e(-1,3,10) 

m^     1 

-(1,0,4) 
-e'ki 

-6(1,-1,2), 

-i(-1,2,5) 
-(1,0,5) 

^  cos  {§-¥ 

+  e(-1,1,2) 
+  ,15,^^-1,2,4), 

'  cos  (^— 

-K) 
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'.  I 


1 


{ 
I 


-i(-<,2,6 

-(1.0,6 

—  ce 'A4 

-|e(-1,3J2 

-(1,0,7 

—  eain'^^Jk, 

-i  (-1,2,8 
-(1,0,8 

—  e'sW^Jkf 

-i(-1,3,9 

+  i(M,9 
-i<'(1,0,3 

-Jen- 
-T»(re'(1,-1,1 

-J(-<A<0 
+  1(M,10 

-}«"  (1,0,4 

—  J^  e  e'Aj 

-i(-1.3'<< 
+  i(1,1,11 

-J(-^:i<2 

+  1(1,1,12 

--,tj  (-1,4,13 
+  i  (1,2,13 

+  i'' (1,1,9 
-ip2(1,0,3 


cos  (9+2A') 


cos  (9+2i7) 


cos  (g+n+II') 


>  cosiy 


cos  (ig+K 


1 


1 
) 


COS  (?^-i-2ä') 


cos  (2^+2/1) 


cos  3y 


Uebbr  DIB  Störungen  der  grossen  Planeten. 
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{ 


+  *( 

-A(- 
+  i( 

+  *( 

-A(- 


,4,15 

,4,16 
,2,16 

,4,17 

,2,17 
,1,12 

,4,18 
,2,18 


>  cos  (3«^+*') 


cos  (Sg+iK) 


) 


COS  (3J4-3Ä') 


cos  (3^+2/T) 


1 


cos  (3^+Ä:-|-2iI) 


S  C  die  dem  Integral  hinzugefügte  willkuhrliche  Constante  ist,  die 

6  4  % 

Ausdruck  hat. 


iS. 

Es  soll  jetzt  angenommen  werden,  dass  der  Berechnung  der 
ungen  die  mittleren  Elemente  des  gestörten  Planeten  zu  Grunde 
gl  werden,  wodurch  die  willkührlichen  Constanten  völlig  bestimmt 
den.  Die  Bestimmung  derselben  muss  bewirken,  dass  in  dem 
Jruck  für  ndz  weder  ein  der  Zeit  proportionales  Glied,  noch 
der  vorkommen,  die  mit  sin^  und  cos^  multiplicirt  sind.  Die 
.rendung  hiervon  auf  den  Ausdruck  von  ndz  in  Art.  43  giebt 
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Ä-o=  _  (1,-1,1) +±e(_1,2,3) 

+  {(-1,1,2)  +i-e(-1,2,4)  -  (1,-t,2)}eosÄ' 

PÄ-,  =  (0,1,3)+-i-(-1,2,3)+|e(-1,3,9)- (1,0,3) 

e'k.,  =  (0,1,4) +-i-{-1,2,4)+|e  (-1,3,10) 
-(1,0,4)-- 1-6(1,-1,2) 

e^e'k,  =  (0,1,5) +±(-1,2,5) -(1,0,5) 

+  4-6  (-1,1,2) +^eM- 1,2. 4) 

ee'n-4  =  (0,1,6) +-l-(-1,2,6)+-l-6(-1,3,11)- (1,0,6) 
esin^ykr,  =  (0,1,7) +-l-(-1,2,7)+|e(-1,3,12)- (1,0,7) 
e'siD^Jk^  =  (0,1,8) +-i(-1,«,8)- (1,0,8) 

welche  Ausdrucke  zu  substituiren  sind. 


46. 

Zuglcicl)  mit  der  Substitution  der  Wcrlhe  der  Constanten  sollen 
die  Coefficienten  in  ndz  und  v  auf  die  A,  und  i?,-  hingeführt  und 
zusammengezogen  werden.  Fangen  wir  mit  den  Constanten  an,  so 
bekommen  wir  durch  die  Au.sdrUckc  des  Art.  41 

Ao  =  2  m'a  ( 1 )  Ao  +  -|-6»  m'a  (2  (3)  +3  (2)  -  6  (1 ) }  .lo 

+  4-c'2»i'a{(3)+4(2)+2(1)}ylo-2sin!2'ym'a{(1)  +  (0))fi, 
--l-e6'm'o{4(3)  +  11(2)-10(«)  +  10(0)}/l,cosA' 

kl  =  -|m'o{(2)+2(1)}/lo-^62,„'«{9(4)+28(3)-15(2)  +  18(1)}/lo 


a 

8 


-4-e'*'n'a((1)+8(3)  +  14(2)+4(1)}^  +  -J-.sin4ym'a{(2)  +  4(1)+2(0)}Ä, 


A-j  =  •im'a{3(»)+8(«)-8(0))yl,  +^e2„,'o{9(4)+52(3)+22(2)-12(1)  +  12(0)}..l, 

+  ^6'2m'a  {3.;4)+32(.3)+76(2]  +  1f)(t) -16(0)}  yl,--l-sin5J^ym'c  (3(2) +  14(l)){ 


i 
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=  ijm'o{:J(4)+16(3)+9(2)+8(1)-8(0)}yl, 

a=  _liB'o{9(4)+76(3)+62(2)-U4(<)+124(0)}yl2 
=  -  ^m'a  {9  (2) +76  (1)-l-l  20  (0)}fi, 

=  |in'a{3(2)+n(1)}fio 
Setzt  man  hierauf*)  * 

=  _p'jm'o{(2)+2(l)-2(0)}/l,+i-c2m'o{(4)-|-6(3)+5(2)+2(4)-2(0)).l, -»- 

-l-yCc'2in'o{(4)+8(3)+6(2)-l2(1)  +  <2(0)}i42sin2A' 
-l-yCsin24Vm'a{  (2) +8(1) -1-12(0)}«,  sin  2/1 
—  ^e's\n^^Jm'a{(i)  +  i[i)}B„sm{n+II') 


-<'jm'o{(2)+2(1)}/lo+-J-ei».'o{(4)  +  4(:i)-(2)-2(1)}/lo  + 

+  ^c'2m'o{(4)+8(3)+U(2)  +  i(1)}^-sin2jy»»'a{(2)+4(1)+2(0)}Ä,  j 

+  «''jm'o{i2)+2(1)-2(0)}yl, +^?2„,'a{3(4)4.<8(3)  +  1l(2)-2(1)+2(0))/1,  + 

+  -5-e'2m'o{(4)+10(3)+22(2)+4(1)-4(0)}yl, --i-sin21Vm'a{(2)+4(1)}{fi„+fi2)}c< 

— -i-ee'2m'o{(4)+8(3)+6(2)  — 12(1)  +  12(0)}yl2Cos2Ar 

_±esin2^Ji«'a{(2)+8(1)+12(0)}Ä,  eos2JI 

-+  ^e's\n^\  Jm'a  {(2)  +4  (1 ))  «o  cos  (JI+ JI') 

JL«.»ro'o{2(3)-3(2)-18(1)}"/lo 
__Lee'm'o{2(3)+2(2)-9(1)+9(0)}yl,cosA' 

^JLc'«m'o{2(3)+7(2)-14(1)+U(0)}yl2Cos2A' 

_i«c'm'o{2(3)+2(2)-9(1)+9(0)}/l,sinA' 

^.JLe'Jm'c{8(3)+7(2)-U(1)+U(0)}^sin2A' 

^i.sin»|Jm'o{2(1)+9(0)}B,sin2JI 


[ 

I 


*)   Die  Bezeichnung  dieser  Conslante  wird  zur  Verwechselung  mit  dem  VViiilk'el  K 
keinen  Anlass  geben. 

AbkAüdl.  d.  K.  8.  G«sellicli.  d.  WisMDBch.  XVin.  24 
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+  J!-cn'm'a{(4:i-6(3)-8{2)+48(<)-48(0)}.-l,cosÄ' 
+  s^^'^//<'a{i4)-l-6(3) -48(2)4-36(1) -36^0)}  ^cos3Ä' 

Zoo 

-^esintym'adi)     — 24(0)}fi,  cos2JI 
+  J!.e'sinUym'c{(2)+8(1)}Ä2COs(A'+2iI) 

(3,c)  =  ^p'^e'm'o{(4)-6(3)-8(2)+48(1)-48[0)}.<,sinA' 
-le«''2/»'a{(4)      -22;2)+4i(1)-44(0)}/l2sin2A- 
+  3^p'-''»'o{(4) +6(3) -18(21+36:1) -36(0)). 1,  sin  3A' 

Zoo 

-  Iesin2|  Jm  a {(2)     -24 (0; }  B^  sin 2/7 
^-±e'sin2|/m'cr{(2)+8(ri)Ä2sin;;Ä'4-2i7i 

SO  ergiebt  sich 


--r'Ä'/2^sin25r 

-|--7-pLw/cos2(r/ 

—  <'2A'w/sin3^ 

-H— <'2L/i/cos3</ 

-♦-(2,5)  sin  2)7 

H-(2,c!  cos  2^ 

(3 ,  .v)  si n  3 (/  +  i«*^  /  (■'  cos  3 r/ 


47. 

Die  Ausdrücko  des  vorigen  Artikels  für  die  willkilliHichen  G 
slanlen  geben  ferner 

C  =  -lw'a(1)^-;if'2m'a{(3)-3(2)-12(l)}.l„ 

-^f'2;«'a{(3)+4(2)+2(1))/lo+ysin2.«y>M'o{(1)+  »V}B, 

+  ;ici'Vo{2:3)  +  (2)-17(1)+17(0)}/l,cosA- 

Seien  ausserdem 
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=  e|i-m'a{(2)+8(1)}^-|-ij<.2m'o{(4)+i(3)-(2)-2(1)}^  + 

+  |e'«OT'o{(4)+8(3)+n(2)+4(1)}/l„— j-sinHym'c{(2)+4(l)+2(0)}fi,j 

-e'{4-m'o{(2)  +  (<)-(0)}yl,+^6»m'a{3(4)-l-17(3)+8(2)  +  (1)-(0)}yl,+ 

+  le'2m'a{{4)+9(3)-i-n(2)+2(1)-2(0)}yl, +-fsinH^'n'«{(2)+3(')}{Ä()-»-Ä2)|cos 
-*-^ee'«tn'a{(4)+6(3)-2(2)+4(4)-4(0)}yl2Cos2iS: 

+  -|-esin24yi«'o{(2)+6(1)+2(0)}B,cos2iI 

— -^e'sin4Jm'c{(2)+3(l)}fioCos(ir+ir) 

=  /  ji-OT'o{(21  +  (1)-(0)}.4, +ij«'2m'a{(4;n-3(3)-4(2)+7M)-7(0)}/l, + 

-l-^e'2»i'o{(4)+9f3)  + 17(2) +2(1) -2;0)}yl,  +-|  sm2pm'a{(2)+3'41}(Ä„+Ä,)|  siiii 

—  ^?e'2»i'o{(4)+6(3)— 2(2)+4(l)— 4'0;)/1jsin2A' 

—  4esinUym'o{(2)+6(1]+2(0)}fi,sin2i/ 
-<--J-<''sin4J»i'o{(2)+3(r}fi»sin'//+iI') 

=  _±e2m'o{(3)-3(2)-12(1)}^ 

^±ee'm'a{i(3)-{i]-9H]+9(<i])A,c.osK 
_-Le'2in'o{'3)+2;2)-4(l)+4{0)}/l2ros2A' 

—  ysiii24y»ro{(4)+3(0)}Ä,cos2/I 

as  — ^ee'■l'«{2(3)-(«)-9(^)+9(0)}yl,sinA' 
-^-  jze'^m'a  {(3)  +2  (2)  — 4  (< )  +4  (0)}  A^  sin  2A- 
-»- y  sin*  J  7  m'o  { (1 )+ 3  (0) )  Ä,  sin  2  JT 

=  jj5e»m'o{{4)-12;3)+36(2; +168(1, }A 

_2_i.ie'm'o{3(4)— 22(3;,+8(2)  +  ^32;l:;-^32;o.}.^,co.sA' 
_|.  -l-e«'«m'«{3(4;  —8(3)  —34  2)  +68(1)  —68  0  } .l-icos 2A' 
_J^«'»«'«{(4)+2(3)_6(2)+12(1)-12  0)}ylaCOs3A- 
^.±esin*4Jm'a{3(2)-8;i; -48(0;i}Ä,  C0.S2/I 
—^e's\n'^\Jm'a[V  +4(1)}  »,  cos  (A'+2  JA- 

f  O 

44* 
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{3,s)  =  -i-c2e'»ra{3  4)-22(3)+8(2;,  +  <32(l)-»33  0;.}J,  sinÄ' 

Le(>'2;„'a{3:4i-8(3)-34  2;4-68:1\-68  0.}J.2sm5Ä' 

-,-J_,/:»;,i'af;4)+2(3  — 6  2  -hlSfi-IStOl^smaA- 
--^fsin-i  «V/n'a{3 ,2)  -8(1)  -i8(0))  ff,  sin  2// 
+  l/sinU/m'o {;2) +4 (1  i) ffjsin  :A'-i-2n) 

i  O 

dann  erhlill  man 

y  ^    — -eknt 

4 

—  -T-Ä'w  /  COS  (/  -H  -T-/.  w  /  sin  </ 

—  --^2  A'w /  cos 3(y     -h'-e'^Lnt  sin  3^ 
16  •'16  ^ 

-HC 

+  (l,c)  cos^  -|-:|,5  sin</ 

H-  (2,c)  cos 2.9  +  (2,.v)  sin  2.7 

-H  (3 ,  c  cos  3 7  -•-  (3 ,  ä)  sin  3  </ 


§.  5.   Entwickching  der  Glieder  der  dritten  Coordiiiate. 

die  dem  Falle  /  =  0  in  den  Coefficienten  des  Differentials 

der  Störungsfunction  nach  Z  entsprechen. 

48. 

Die  Slcirungon  der  diilton  C.oordinalo,  die  dem  Falle  i  =  ö 
angehören,  sollen  eben  so  behandell  werden,  wie  im  Vorliergehemlen 
die  d(»r  Liinge  und  des  Radius  Veclors  behandelt  worden  sind,  nur 
werde  ich  hier  die  Glieder  vierter  Ordnung  weglassen,  die  in  den 
Fall(»n,  in  denen  die  hier  ausgcH'ülnien  Kutwickehingen  überhiuipl 
anwendbar  sind,   ni(»   Merkliches  w(M-den  geben  können. 

Ks  wird  zu  dem  Ende 
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-l-(2)sin(-.Ä'+7T) 
-f.t5)sin(jH-i2) 
+  (6)sin((/+Ä'+/Z) 

+  (7)sin((/-A'-|-i2) 
+  (8)sin(r/«il) 
+  (9)sin((y-f.A'-7T) 

+  (n)sin(2^-Hi2) 
4-  (1 2)  sin  (2^+Ä'+7T] 

-f.(21)sm(3^+/Z) 
-f.(22)sin(3(/+/r-f.i2) 
-f.(23)sin(3^+2Ä'-f.i2) 
-H  (24)  sin  (3^+377) 

in    >velchem  Ausdruck  die  Coefßcienten  die  folgenden  Werthe  haben: 

(i;   =  i-em'asinJ{(1)+2(0))Bi 
(2}  =  —^i*' m' a  sin  J{\)B^ 

=  -  w  a sin  J (0)  Ä,  --if?2m'asinJ{(2)-H2(4)-4[0))jB, 
-yp'-^m'asinJ{;2;.+4(1)+2(0)}Ä,  H-|-sin2|J//i'asinJ(0){2CoH-C^^ 
(r,;  =  -|-t'^'w'asin7{(2)-h5(1)}Ä2 

^7)  =  — f'(?'/w'asin  J{i2)h-(1  ij^o 

/8)  =  i-(''^m'asinJ{(2)-|-2(1j-[0))B, 

(9)  =  --J-6c'm'asinJ{(2)  +  (1)}Äo 
ilOj  =  -iß'2m'asinJ(2)Ä, 

z 

(12)  =  — -ie'm'asinJ(1;Ä2 

i^l;  =  -y(?2;y<'asinJ{(2)-6(l)4-9(0)}J9, 

^■2^  =  -|-ee'm'asinJ{(2)-3(1)}B2 

(23)  ^  -ye'2m'asinJ(2)^3 

(2i)  =  -  4-sin2  4  Jm'a  sin  i(0)C2 


o. 
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49. 

Multiplicirt    man    nun    mit    dem   Ausdrucke    des   Factors   C    in 
Art.  34,  und  führt  darauf  die  Integration  aus,  so  wird  das  Integral  := 

(-1JJ)sin(-y-l-jH.JI) 
-H  ( 1 ,  — M )  sin  (y—j-Hil) 


(-1J,2)sin(-y+(^4.i7') 
(1,-1,2)  sin  (y-y+iZ') 


(-1,2,5)  sin  (-yH.2j4.JI) 
(1,0,5)  nUos(y-i-il) 
-l-/isin(y-|-JI; 


+  (-1,2,6)  sin  (-y4.2ff+2iZ -77') 
+  (1,0,6)  n/ cos  (y4.2JI—/I') 
+  ee72sin(y+2il— iZ') 


.(-1,2,7)  sin  (-y+2(?+iI') 
(1,0,7)  wUos(y+n') 
+  ec73sin  [y-tll'] 


'(-1,2,8)  sin  i-y+2j-n) 
(1,0,8)  ;U  cos  (y—iZ) 
+  6^/4  sin  iy-^II) 


(-1,2,9)  sin  (-y+2«/-JI') 
(1,0,9) /!/ cos  ;y—/Z'; 
+  ee75siu  [y—II') 


•  (- 1 ,2, 1 0)  sin  (-y+2j+iI~2JI'; 
(1,0,10)/»/ cos  (y+7T-2/Z') 
+  e'2/«  sin  (y+JI-2iI') 


(-1,3,11)  sin  (-y+3(/+7T) 
+  (1,1,11)  sin  (y+(^+Ji; 


(-1,3,12)  sin  [-y+3r/+:?il-il') 
+  (1,M2)  sin  (y+j+2JI-/Z'; 
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(-1,4,21)  sin 
+  (1,2,21)  sin 

(-1,4,22)  sin 

+  (1,2,22)  sin 

(-1,1,23)  sin 
+  i  1,2,23)  sin 


+  (-1,4,24)  sin 


y+ig+n) 
_y+4j+2JT— JT') 

y-t-ig+in-n) 
-y+^y+3^-i^') 

y+2j+3JT— 2JT') 
-y+4j+3iZ) 


(1,2,24)  sin  ;y+2sr+3JZ) 


l  /i,  l-i,  etc.  multiplicirtcn  Glieder  die  Theile  der  Inlegralions- 
sind,  uad  die  Coefßcientea  die  folgenden  Ausdrucke  haben: 


(-1,1,1 
i«,-1,l 

1-1,1,2 

(1,-1,2 

;-l,i,3 
,1,0,5 

-1,2,6 
.1,0,6 

(-1,2,7 

(1,0,7 

:-i,2,8 

,1,0,8 

1,-1,2,9 

,1,0,9 

;-i,2,io 

(1,0,10 

f-1,3,11 

;I,1,H 


=  |(1)-T«(5) 
=  --(!) +|e(5) 

=  4  (2) 

=  |e(1)  +  (-J— |e'^)(8)-f«(H) 

=  |(6)— i-«(12) 

=  -4-'«)-- r''(^*) 

=  |e  (2)  +  y  (7) 
=  4e(2)-l(7) 

=  _|e(1)-|(8) 
=  -|e(2)+|(9) 
=  _i.e(2)-l(9) 
=  1(10) 

=  -im 

=  i.,(5)_-l-(11) 


tun-a    fie   I;    uMäl 


L    aib.  ! 


m  €•'. 


Irr.  v^ 


^    •    JL 


f  ^Hl..       '     —   •       Jl 


«% 


N  c  -^n 


-^    Jff    C  rtH^ 


i  t  -»li  .>  JIJ^ 


'iJ^ 


'  *  /> 


'4  ^ 
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'J 


•)  = 


— —ee  masin Ji'i]BQ 
-ie//w'asiny{(2)  +  i{1)}ß„ 
:l^e'hn'as\nJ(tjßi 

—  TgP'*  w'asin  J  (3j  Ä, 

)  =^cm'asiny{;1)-3(Ü)}ß, 
)  =  -|pm'asiny{(1)-4-(0)}ß, 
J  =  — — e'm'asiny  (IjÄj 

1  Z 

j  =  —e'm'asii\J{\)B2 

)  =  — ~f?2,„'asinj{(2j— 8(l)-f-l6(0))Äi 
=  ^e^  ni' a  s'm  J  {r,     -3(0^}^, 
=  ^eeVasinJ{(2)-4i1))i?2 

—  ^c  e  Vasin  J(2;^2 


^)  = 


» 1 


=  —  ^e'2m'a  sin  J  (2)^3 
\)  =  leVasinJ(2)Ä, 
t)  =  — —  sin^JJ /w'asin  J;0)(;  2 
i)  =  — sin'^iJ//«'asinJiO)C2 


**  1 

Dl. 

sind    jetzt    dein    Integral    des    Art.  49    die    weggelassenen 
durch  die  Satze  der  Artt.  28  und  33  zuzufügen,  wodurch 

— .  =  —  |c  (1,0,5)  w^  cos  TT -+- (1,0,5)  w/ cos  ((/+7I) 

-h  (1,0,6)  w^  cos  (r/+2il-il')  -h  (1,0,7)  nUos(j-hil') 
+  [\,0,S)nt  cos  ig—n)  -+-  (1,0,9)  nt  cos  (g-^II') 
H-  (1,0,10)  n^cos  (^+77— 2/Z') 
-+-ie,1,0,5)/Wcos(2(/-hiI)  +|e2(l^0,5)?i/cos(35-h/r) 


sin  77 


i-e  (-1,2.5) 

(-1,1,2)1    .    „, 
\  sin  JT 

+-(1,-1,2;/ 


s,.  ♦ 


=  «     h 


•         iL 
—  •      >      t 


i "  *  — *  i  , 


—  •  « 


*  *• 


-5^  — '  n  I 


J~Ml 


I 


+  -»3.11  I 
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+  (-1,4,21) 
+  (1,2,«1) 

-|e(-1.3J2) 

+  (-1,4,22) 
+  (1.2,22) 

+  i6(1,1,12) 


sin  m+n] 


sin  {3g-t-in—n') 


sin  (3J7+3JT— 2/1') 


1   +(1,2,23)/ 

i   (-^'*'^*)}sin(3,+3i7) 
1   +(1,2,24)/ 


(1 

erhalten  wird.  Die  in  Art.  45  eingeführte  Bedingung  in  Betreff  der 
angewandten  elliptischen  Elemente  verlangt  auch  hier,  dass  die  mit 
sing  und  cos«;  multiplicirten  Glieder  Null  werden,  und  hiermit  be- 
kommen die  willkuhrlichen  Constanten  die  folgenden  Werthe: 

/,  =-?-e(_l,l,l)+i-e  (1,1,11)  _  (-1,2,5) 
-Ye(-1,3,11)-Ye(1,-1,1) 
«e'/j  =  1(1,1,12)  -  (-1,2,6)  _±c  (-1,3,12) 
ee'k  =  y{-''<'2)  -  (-1.2,7)  _le(1,-1,2) 
eUi  =  -,i-c (1,-1,1)  -  (-1,2,8)  +-l.c(-1,1,1)  +ie2(-t,2,5) 
ee'k  =  -i-e  (1,-1,2)- (-1,2,9) +-i-e  (-1,1,2) 
e'Ve  =  -(-1,2,10) 
von  weichen  nur  der  erste  weiter  entwickelt  zu  werden  braucht. 


52. 

Durch   die    Substitution    der   Ausdrucke  des   Art.  50    bekommt 
man  zuerst  mit  ausreichender  Genauigkeit 

/,  =  -T-w'«sinf/(0)Ä, 

und   hierauf,  nachdem 
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H-yr^////'asmJ{(2  H-l.;n}Ä2sin(2/Z-iI') 
•^  ~ e"i m' a  sin  J  (i  B^  sin  in— iW) 

-  |-e/m'o 5iny{(2) H-4 (I )} Äj cos  [tll-^n'] 

-  -^^-''^//i'asiü  J  i2)Äi  cos  [JI—^ITj 

(0,c)  =  4^c//rasinJ{  i+i  0))  Besinn -^e'tna  sind  [\)B^,s\n^' 

(2,s)  =  — -(»//ra sin  JJ)Ä,  cos /I  +  y (*'//«'« sin  J  ,1)^2  ^*ös  (2//-- JI') 

^2,r)  =  —-iem'asinJll  1^1  sin/Z  H-!/m'asin(1.ß2sinJ:2iI--/I') 

(3,Ä-)  =  l<?-J///asinJ{(;2)~8il))//,cüs//-jj^^('('V«siny{^2)— 4^1;^ 

-h  rV ('"^ /w  «  sin  J  (i  B,  cos  1^7/ - 2/Z ' >  -h  ^  sin'^  >  J m'a sin  J  0 : (\ cos3/I 

(3,,;)  =  ~  t'*^mosin^{.2)-8  I  } //j  Mn  ii  -  ^l^c'/m'«  sin  ^{2. -4.1  jÄjsiri  üM 

-f-^(>"^m  asin^-2)/y.sin  .^/J-S/I'  -f-  .'*  sin*^  V''asin  J  üCosinai/ 
gesetzt  worden  sind: 


cos  i  z 

-h  3//^/ sinr/  -^Xntvosfj 


e  M  lit  Hin  2(j       -+-  —  c  A' /*  /  cos  iy 


3  3 

--  ('-  M  n  /  si n  3 r/     -h  — -  c-  A'  // 1  cos  3 // 


+  (0,<-) 
[i,s]  sin  27  H-  (2,r)  cos  2f/ 

(3 ,  ä)  sin  3 r/  -H  (3 , c)  cos  3(f/ 
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§•  6.  Allgemeine  Entwickelung  der  von  den  Quadraten 
and  Prodncten  der  störenden  Kräfte  abhängigen,  und 

mit  f  multipliciii;en  Glieder. 

53. 

Die  mit  (^  multiplicirten  Glieder  sind  von  der  Ordnung  der 
Quadrate  und  der  Producte  der  störenden  Massen,  und  um  ihre 
analytischen  Ausdrücke  zu  entwickeln,  muss  man  sich  deshalb  der 
s^trengen  Differentialgleichungen  bedienen.  Sie  k()nnen  nur  aus  den 
Gliedern  hervorgehen,  die  mit  blosser  Rücksicht  auf  die  ersten 
Potenzen  der  störenden  Massen  schon  mit  l  multiplicirt  sind,  und 
dieser  Umstand  trägt  wesentlich  zur  Einfachheit  ihrer  Ausdrücke  bei. 
Auch  hier,  wie  im  Vorhergehenden,  braucht  man  nur  Einen  störenden 
Planeten  zu  betrachten,  da  mehrere  solcher  ähnliche  Glieder  hinzu- 
fügen. 

Wir  könnten  jetzt  wieder  dieselben  Differentialgleichungen  an- 
wenden, die  uns  im  Vorhergehenden  gedient  haben,  aber  da  ich 
mich  überzeugt  habe,  dass  ihre  Anwendung  in  diesem  Falle  auf 
Weitläufigkeiten  führt,  so  werde  ich  lieber  andere  anwenden,  die 
auf  einfachere  Entwickelungen  führen. 

Die  Uebersicht  über  die  Entwickelungen  kann  man  sich  dadurch 
erleichtern,  dass  man  die  zu  entwickelnden  Glieder  in  verschiedene 
Abtheilungen  bringt,  und  jede  Abtheilung  für  sich  entwickelt.  Es 
bieten  sich  zuerst  zwei  Hauptabtheilungen  dar,  von  welchen  die 
eine  die  Glieder  behandelt,  die  durch  die  Aenderungen  der  Coordi- 
naten  des  gestörten,  und  die  andere  diejenigen,  die  durch  die 
Aenderungen  der  Coordinaten  des  störenden  Planeten  entst<^hen.  Jede 
(lieser  Abtheilungen  kann  für  sich  in  zwei  Unterabtheilungen  zerlegt 
werden,  deren  eine  die  Glieder  behandelt,  die  aus  den  Aenderungen 
der  Länge  und  des  Radius  Vectors,  und  deren  andere  diejenigen  in 
sich  begreift,  die  aus  den  Aenderungen  der  dritten  (iOordinate  hervor- 
gehen. Jede  dieser  Abtheilungen  soll  im  Folgenden  für  sich  be- 
trachtet werden. 
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a)  Störungen  der  Länge  und  des  Badius  Yectors,  die  mit  f 
inultiplicirt  sind,  und  ans  ufh  und  r  entstehen. 


54 


Die  Gleichungen,  die  ich  anwenden  werde,  sind  die  längst  be- 
kannten folgenden: 

« <rz  =  n/{  W+i^^^ndz  +  v^}  d  l 

und    von    den   zwei   Ausdrilcken   der   Function  VV,   die   ich  gegebei 
habe,  werde  ich  hier  den  nachstehenden  benutzen 

Hierdurch  wird 

W  =  S-¥-  rf-cos/'+l-f)  +  //^-sin/* 

Die  strengen  Ausdrucke  der  Differentiale  von  T  und  <P  sind  fen 

ndt  —  ^y\-eA\r^^^l^Fi-nreT^}\dfl-*-7^*^l%r)s 

und  das  Element  Ja  kann  aus  diesen  durch  die  Gleichung 


5'-->r+2j-J' 

1 

erhallen  werden.     Endlich  ist 

i" = *•/(")"' 

wofür,  wie  ich  schon  früher  gethan  habe. 

n 

geschrieben  werden  soll. 

Nach   der  Entwickelung   hat  man,   mit  hier  ausreichender 
nauigkeit,  zu  setzen 

|-cosy+Y(?  =  (1  — --^^)cosy+-^^^^2y  +  |-f^cos3;^ 
^sinr/)  3=  (1  — ^f^)siny+  ^-/'sin2y  +  Y^"sin3y 
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Bndlich  ist  noch  zu  bemerken,  ddss  in  diesen  Ausdrücken  a,  n^  e,  ho 
Gonstanten  sind,  f  blos  Function  von  nz  ist,  r  und  die  Differential- 
€|ttotieDten  von  Jl  aber  Functionen  von  nz  und  p  sind.  Im  All- 
gemeinen wird,  wenn  F  irgend  eine  Function  dieser  beiden  Grössen 
ist,  wegen 

nz  :=  g  +  ndz 

der  Zuwachs  von  F,  welcher  von  ndz  und  v  herrührt 

Die  obigen  Gleichungen  sollen  nun  auf  ähnliche  Art  behandelt 
^w^erden,  wie  im  §  1  der  dritten  Abhandlung  über  die  Störungen  der 
kleinen  Planeten  gezeigt  worden  ist. 

55. 

In    den    vorstehenden    Ausdrücken    ist,    wie    man    weiss.    Ein 

Element  eliminirt,    welches   jetzt    eingeführt    werden    muss,    wobei 

jedoch  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der  Massen  Rücksicht  genommen 

zu  werden  braucht.     Die   erste  Gleichung  des  vorigen  Artikels  giebt 

unter  dieser  Beschränkung 

Man  findet  nun  durch  ein  directes  Verfahren,  dass 

sind,  und  kann  sich  jedenfalls  leicht  durch  die  Rückdifferentiation 
von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  überzeugen.  Diese  Integrale 
unterliegen  der  Bedingung,  dass  sie  gleichwie  ihre  Differentiale  nur 
periodische  Glieder  enthalten  dürfen,  und  demgemäss  ist  dem  zweiten 
Integral  eine  entsprechende  Constante  hinzugefügt  worden.  Integrirt 
man  nun  die  Gleichung  für  ddz  theilweise,  so  ergiebt  sich 

wo  

Ä  =  nyjS-j^^!4-(-  +  ^.^j^^)sm^--l^ —)ldt 

gesehrieben  und  X  das  verlangte  vierte  Element  ist. 
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Die  Störungen  des  Radius  Yeetors  können  auf  die  drei  ElemeDle 
S^  r,  V  hingeführt  werden.  Die  Gleichung  des  vor.  Art.  für  1 
ergiebt,  wenn  blos  die  ersten  Potenzen  der  Massen  berücksichtigt 
werden, 

und  aus  der  Gleichung  des  Art.  23  für  das  DifTerential  der  l^ngen- 
störungen  folgt 

^  2  i    dt 

Substituirt  man  hierin  di'e  vorstehenden  Ausdrücke  für  S  und  rfd:, 
so  wird 

Durch  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  man  umi2;okehrt  die  Elemente 
X,  ^,  JT,  V^  durch  iu)z^  ™,  r,  S  ausdrücken,  welches  aber  erst 
weiter  unten  tijeschehen  soll. 

J)6. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Ausdrücke  des  vorvor.  Art.  für  die  Diffe- 
rentiale von  T  und  if^  vor,  und  suchen  den  Zuwachs  derselben, 
der  durch  die  Quadrate  der  störenden  Kriifte  bewirkt  wird  iiml 
durch  ein  denselben  vorgesetztes  d  bezeichnet  werden  soll.  Be- 
zeichnet man  mit  F  und  0  die  Ausdrücke  von  dT  und  rf^,  wenn 
blos  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Krüfte  berücksichtigt  werden, 
so  erhall  man 

und  es  ist  leiclil  zu  linden,  dass  diese  sich  in  die  Gleicliungen 

verwandeln  lassen,  wc^lche  schon  im  Art.  24  angegeben  wurden. 
In  dieser  letzteren  Form  ist  ihre  Entwickelung,  nachdem  die  vonJ2 
gegeben  ist,  sehr  einfach,  aber  wenn  man  bis  zu  Grössen  von  der 
j/**"  Ordnung   in  Bezug   auf  die  ExcentricitUten   gehen   will,    so  ver- 
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langen  sie,  class  J2  bis  auf  Grössen  der  (p  +  l)*"*"  Ordnung  entwickelt 
sei.  Auch  kann  man  dieselben  Grössen  aus  dem  Ausdruck  von  JW 
erhalten,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird. 


57. 
Da  für  die  ersten  Potenzen  der  Massen  aus  dem  Vorliergehenden 


=  1— 2S 


folgt,  so  geben  die  strengen  Ausdrücke  sogleich 
und   die  Gleichung  des  Arl.  54  für  5"  giebt 


In    Bezug  auf  die  Differenlialquolienten  nach  r  ist  zu  bemerken,  dass 


rp = -m 


ist,    woraus  leicht 

foIs^f*n-      Eliminirt  man    nun    ndz^  v^   S   durch    die   Ausdrücke    des 
Art.  55,  so  bekommt  man 


WO 


i^^bsn<dl-  d.  K.  B.  GeMllMli.  d.  WiRBensch.  XVIII.  25 
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58. 

Die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  für  Af,  A\  P,  Q  lassen  sich 
durch  die  Einführung  der  Differentialquotienten  von  F  und  S  nach  e 
bedeutend  vereinfachen.  Um  diese  Vereinfachung  auszuführen  be- 
merke  ich,  dass,  abgesehen  von  a,  welche  Gr()sse  hierbei  nicht  in 
Betracht  kommt,  /'  und  0  in  der  Form,  in  welcher  sie  oben  auf- 
gestellt worden  sind,  sich  als  Functionen  von  /',  r,  //,  e  darstellen, 
und  dass  /*  und  //  mit  einander  verbunden  sind.     Ferner  dass  zwar 

157/  =  (57/) 

ist,  dass  aber  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  die  vollständigen  Aus- 
drücke von  r  und  &  nicht  stattfindet.  Die  Argumente  f  und  r 
sind  ihrerseits  Functionen  von  </  und  c,  und  /.war  so,   dass 

(li)  =  iy^f'     (M)  =  (7+j^)-/- 

sind.  Da  (j  blos  iu  /'  und  r  enlhaUen  ist,  so  finden  jedenfalls  die 
Gleichungen 

i^)  =  (07)  y  "^  (57 )  (s^) 

stall,  aus  denen  man  dun^h  Substilulion  der  vorslehenden  Ausdrücke 
dcM-  DilVcM'enlialiiiiotienleu  von  /'  und  r  nach  g  die  folgenden 

W!   ~   \57/an7^'        ^'^SV/a  l-c2) 
d<^M    ihS\        r-  ./^i  resin/" 

erlüill.  DilVcMcnliirl  man  nun  die  Ausdrücke  des  Art.  56  für  7' uml  6 
nach  c.  so  erhiilt  man  zuerst 
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z — ..  &  +  4 5  Sin/  X7f 


■   4-e2 

sich  durch  Hülfe  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  und  weisen 
iit  in  die  folgenden  verwandeln  lassen: 

lbr\   lbr\  /  r  r-       \     s'inf    lbr\  r cos  f+^ae 

/de^   /^Wjlj. r^      \    sin f    Ib9\  rcosf^iae 

ssm/ 

erenliirt  man  ferner   dieselben  Ausdrücke  für  F  und  0  nach  //, 
erhalt  man 

m = (v-)--*pÄsi(T+ii.)H'j)-f-A(:-=)i 

man   leicht  auf  ähnliche  Art  wie  vorher   in   die  folgenden  ver- 
edelt: 

l^S\  -  i^S\.^ J^l-^^^^^  +  ö 

iöe\   yöf^j        r^        /Ö6»\  resin/- 1_    .,       ^    ac    /5-Q\ 

\d//)   —   \öp/«i|/r:ei        Mdr/a(<-e-^         4-e>^  "*•  ^  4 -ei\di;  | 

i^leicht   man    diese   mit   den    Ausdrücken    von    iV,   iV,   P,   0    des 
•.  Art.,  so  zeigt  sich  ohne  Weiteres,  dass 

^  =  -T-(57)-T® 

ö  =  -IT  (öT/)  +  i^^  -  « (d?)  -  -T.  -  V<  -''^  (d^ ) 
d. 

25* 
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59. 

Geht  man  mm  die  Ausdrücke  durch,  die  zur  Erreichung  unseres 
Zweckes  erforderlich  sind,  so  Hndet  man  leicht,  dass  nur  die  Glieder 
gebraucht  werden,  in  welchen  i  =  0  ist,  und  dass  man  in  F  und  6 
die  Constanten  Glieder  bis  auf  Grössen  der  vierten,  die  veränder- 
lichen aber  nur  bis  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  braucht.  Diese 
erhlilt  man  leicht  aus  dem  Ausdruck  für  dW  des  Art.  40.  Dem 
Vorhergehenden  zufolge  kann  man  dieses  Differential  auf  die  folgende 
Form  bringen 

—n  =  -Ä-l-  /(-^ cos fi)  -H-r-6f)  +  ß^smw 

ndt  ^  a  ^         t    ^  a         ^ 

Setzt  man  hierauf 

0  =  Jft^jCos :«/-+-/?) 


und 


— cosfip-H— -^  =  (1 e^)cosy 

a         ^       ±  ^         «  ' 

-^sinflp  =  (1— ~e2)siny 


SO  bekommt  man 

Die  Vergleichiing  mit  dem  Ausdruck  von  dW  in  Art.  40  giebl 


''-''"')  =  (T-^^')"m+(T-^«'^)*m 


woraus 


folgen,     ünrcli  die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  er«iebt  sich   leicht: 


*] 
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r  = 


e 


(<+ie')((<.0.*)-(1-0,51}s'n^ 

+  (1,0,6)  sin  2Ä' 

+  (1,0,7)  sin  2JT 

+  (1,0,8)  sin  (JZ-i-JT') 

+  (1,<,10) +  (-1,1,2)  sin  (</+a:) 
-(1,-1,2)  sin  (j-JS:) 
+  (1,1,11)  sin  ((,+2A') 
+  (1,1,12)  sin  (</+2JT) 
+  (-1,2,3)  sin  2j/ 
+  (-1,2,4)  sin  (2</+Ä') 
+  (— 1,3,9)  sin  3^ 
+  (— 1,3,10)sin(3(/+Ä') 
+  (-1,3,11)  sin  (3j+2A:) 
+  (-1,3,12)  sin  (3^+2JT) 

(1  +  |ci)(  1,0,3) 
+  (1  +  |e2)  {(1,0,4)  +  (1,0,5)}cosA' 

+  (1,0,6)  cos  2*" 
+  (1,0,7)cos2J7 
+  (1,0,8)  cos  (J7+JI') 
(1  +  ic2)  {(1,1,9)  + (1,-1, 1)}cos«/ 

+  {(1,1,10) -(- 1,1, 2)}  cos  («/+Ä') 

+  (1,-1,2)  cos  (s-A) 


+  (1,1.11 
+  (1,1,12 

-  (-1,2,3 
,  -(-1,2,4 

-  (-1,3,9 
-(-1,3,10 

-(-1,3,11 
-{-1,3,12 


cos  («/+2A') 

cos  (sr+2il) 

cos29 

cos  (2^+A) 

cosS^ 

cos  (3j+A') 

cos  (3sr+2A') 

cos  (3(/+2JI) 


wie  früher 


K  =  n—n' 


60. 


Die  Sub&lilution  der  im  Art.  41   gegebenen  Ausdrucke  der  eben 
gewandten  Goefficienten  giebt  ferner 
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r  =  -  jf'V«{(2iH-2!l)-2(0)}.l,  +  ^^^/w'a{(4)-f-6  3;-f-8:2;H-8  I; 

8 

—  i-»''sin2p/M'«{i2)  +  * ,  I )}  {Äo+fii}!  sin 
+  |pe'-*  wi'a{(i)+8;3,+C>(2)- 12(1)  + I2(0)}.l2  sin  2Ä- 
+  l,,sin2J7w'«{(2)+8;1)  +  12(0;}Ä,  sin2/r 


'  /sin2  JJm'«{i2)  +  4(1)}Äosin  (77+ n') 


+  |2/«'a(l).«„+yeiw'«(;3)+2(2i-3'l)}.l„  + 

+  -^<''''»«'a{;3)+*;2)+2:l)}.l,,-2siu2|Jm'«{  1+  0)ß,{siT#.^ 

+  pc'w'« {  I ) - (0)} .»i  sin  (f/+ A') 
-4-<'''V«{:3.,+3;2)-(l)  +  iO)}.l,.sin(fy-A', 

-  sin2.iy/w  a{(ri-f-5;0)}i^,  sin  (f/-f-2i7) 

-f-/m'«{(2)-2(<)-l-2(0y}.1isiii(2,7-i-Ä') 

--ieeVo{(3;-5(2,-l-9  l)--9:;0;}.l,sin(3//-i-A'. 
+  i.</2,;/a(;3; -4(2) -1-8(1) -8(0)). l2sin(3,7-f-2Ä'^ 
-4-sin2JJm'a{  l)-3'0))Ä,  sin(%-i-2/0 

0  =  jema{(2)+2(I  }.l„+|-f''^///a{(r.4-4i3)  +  4.;2)+8fl^^ 

-hy('c'2;;4'«{(i;-h8(3j-HU(i>i-h4;i;}Jo-rv<in^U  I; 

-|fW//'a{!2)-HiJj---i(0!}J, +^r'2f>Va{3'i)-h18;3)-h16i2  +8(^ 
+  yc''»m'a{(4)+10(3j-i-22 :e)-i-4  1  -i  0  }J,  - 

- 1  /si!i2  I  J  m'a  { ,2  -h  4  ( I : }  {/?o  -H  /^i)  j  cos  A' 
-l-^('(''2m'a{(4:+8(3;-f-():2;— I2!l)  +  I2  0  }.l.cos2A' 
-f-  ~rs\u^  l  Jm'a [  ;2)  -1-8 1 1 )  -+- 1 2  ;o)}  Äj  cos 2i/ 

2 

-  I  i  //i'a  I ) .  1„  +  I  «2  ,„'„  {:j ';{;  +  e ^ ?)  _  5  I  )  .1,,  + 

+  ^,,'-.  ,„'„{,;}) +i;2:+2;|)}.l,,_.^sinHyn,'„{  1)^,0)}  ß,j  POS, 
+  i'e'm'a  {■:})  +3  ^i)  —  i (< ,  +i (0;}  Ji  cos  ;</+ A'; 
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-  2siu2|ym'a{;1)+5(0;}ifi  cos  (</+2JT; 

+  e'm'a{(?)-2(1)+2(0)}.l,cosi2</+A') 
-4-ec'm'«{l3)-5(2)+9(l)-9(0)},4,cost3y+A-) 
+  4-e'-/»'a{(3)-4(2)+8(1)-8(0i}.l2Cos;3f/+2A') 
+  2sin2|yw'a{(l)-3(0j}ÄiCOs(3y+2J/) 

(J-^)  =  l2/«'a{l).lo  +  |e2m'«{(3)+2i2)-3;i;}.l,,+ 

+  le'2/«'a{(3)+4(2) +2(r)}A,  - äsin^y »/a{M) +  (0)} Ä,  j cus 

+  (;(''/w'a((1)  — (0)}.l,  cos  {(j+K) 

- i-.c'm'a  {.3)  +3  2)  -  (1)  +  (0)}.!,  cos  {y-K, 

-  |-c'2/M'a{(3)+i(2j-8(1)+8t(l)}.l2cos .r/+iA', 
-sin^^Vm'a{(1)H-5(0))i^i  COS  (f/H-5i/j 

-  2f"/*'a{(2)-2(<)}.locos2(/ 

-H  y  e^  ma  { (3)  -  6  (2)  +  9  ( 1  i }  Jo  cos  3  r/ 

--^r'c>Va{f3)--5(2)-f.9(1)-9(0;}JiCos,3r/-4-A') 

^_l./2,;/«{3^_4(2)+8(l)-8(0;}.l2Cos{3(/^-2A') 
H-3sm^>ym'a{(1)-3(0)}i^iCos(3,7+2/r^ 

(^^)  =  j;,/a((i)-H2lI)}J„+|.2,,/a{(4)+4i3)  +  4;2)+8^l  }Jo-l- 

4.1^'2;,/a{;i)^8(3)  +  U(2)  +  4Vli}Jo-sin2ym'a{(2)-4-4  l!- 
-yf'f''//<a{3(4j+^8(3)-h16[2)-l-8(l)-8.0)).l,  cosA' 
+  ~(?'-2w'a{(4;+8(3)+r)^2)--12(1)H-I?i0)}J2Cos>?A' 
-h~sin'^^ym'a{(2)H-8;ij-h12(0;i)ÄiCos2i7 
-i-c>//ra{3(3)-h6(2)-5(1)}J„cosr/ 
-hf''//ra(3)-i-3(2)-4(1)+4;0)}JiCos(r/-hA; 
-l-^.Va((3)+3(2)-(1)  +  (0)}.liCos(^-A: 
+-7//a{:2;— 2(l)}.locos2y 
--y(W//'a{(3)-6{2)+9(1,}.l^,cos3fy 
+  yc'/«'«  {;3)  -ö (2)  +9 (1 )  -9 (0))  .1,  cos  i;3f/H- A") 


f 
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SC^j=  JcVo{(2)+2(1)-2(0)},l,+-i-eie'm'o{3(4)  +  18(3)+16(2)-h8(l)-8(0)}/l,+| 
+  ye'»m'a{(4)  +  IO(3)+22(2)+4(l)-4(Oj}.l, - 

—^e'sia^Jm'a[[%)+i(^)}{B^+B.2}]siaK 

—  ^ee^m'a{H)+S[3)+&{'i)-\m)  +  M{0)}AiSiD'iK 

—  esin2|yOT'a{i2)+8(1)+12(0)}if,sin2JT 
+  4-e'sin4ym'o{(2) +4(l)}Bo  sin  (JI+JI'j 

—  ec'm'a{(3)-4-3[2)-4(1)  +  4{0)}^,  sin((/-4-Ä') 
-l-|ee'm'a((3)4-3(2)-(1)  +  (0)}.lisin((/-A') 
-l-4-e'2m'a{(3)+4(2)-.8!;ii+8(0)}.l2sin(3+2A') 
-l-2sin2-jym'a{(1)+5(0))iiisln  {jr+2/r) 

-h  ß'm'a  {(2) -^(<) +2 (0))yli  sin  (2(/-hA') 

—  yee'm'a{(3)— 5(2)+9(1j-9(0)}.lisin(3(/-4-A') 
-I-Ye'2m'a{(3}— 4(Slj+8(r-8(0))J2sin(3f7-i-2A' 
-l-2sin4ym'a{(1)-3(0)}Äisin(3f7+2/I) 

=  J2m'a(1)4 +  yc2m'a  {3(3)-|.6(2)-5(1))Jo  + 

+  ye'2m'a((3)+4;2)+2(1))Jo-2sin2ym'a{;i)H-(0)}Ä,|sin7 
-eeVa{(3)-4-3(2)-4(1)+4(0)}.lisin((/+A') 
-yeeVa{(3)-h3(2)-(1)-i-(0)).lisin[f7-A') 
+  ye'2m'a{(3)+4(2j-8(1)+8(0)}.l2sin((/+2A') 
+  sin2^ym'a{(rj  +5(0))i?,  sin  (r/4-2iI) 
-26?m'a((2)-2(1))/losin2^ 
+  2e'm'a{(2)-2{<)+2(0)}.1isin(2(/+Ar) 
-t.ye2;;,'a{(3)-6(2)+9(l)}yloSin3// 

-|-eeVa{(3)-5(2)+9(1)-9(0))/lisin(3f7+A') 
+  y^'2m'a{(3)-4(2)+8(l)-8{0)}.l2sin(33+2A') 
i  +3sin2^ym'a{(<)— 3(0)}i?isin(3^+2il) 

—  e'ro'o {(1 ) - (0)}^,  sin (3+ A) 

I 

Die  im  Art.  58  entwickelten  Ausdrücke  geben  nun  leicht: 
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[406 


M=: 


-jee'{(b))smK 
-♦--J-sin«|y((7))sin2/T 


S 


i-e'{{9})  Sin 'g+K) 


i 


iV  = 


-i-e'((<0))sin(«/-Ar) 
-i-((n))sin2j, 
+|e((<2))sin3.9 
-|«'((13))sin(3.9+ri 

+  -^ee'{{&))'cosK 

+  -|-sinH-/((7))cos2/r 
+le((8))'cos»    - 
-Le'{(9)y  cos  ig+K) 
+  |e'((10))cos((/-A') 
+  i-((H))cos2j 


P  = 


— ye((42))cos3j 
+-J-e'((13))cos(3j/+Ji:) 

-Tee'((5))'cosÄ' 

-»--i-sin4y((7))cos2JT 
-i-e((8))"cos</ 
+  le'((9))'cos(</+A') 
e'((10))cos{.9-A') 
|((n))cos2</ 
'-e((<2))cos3(/ 
4-e'((13))cos(3</+A) 


107] 
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0=i-p<.'((5))"sinAr 

—^am^J{(r|)smi^ 
-le((8))"'sin</ 

+  l.e'{[iO))sin{g-K) 

+I((n))sin25 

-|.((12))sin3r/ 

+  -l-.'((13)Mn(3^+A-) 


wo  zur  Abkürzung 


(«)1 

)    = 

m'a 

((2)1 

1    = 

m'a 

(i2)) 

l'  = 

nia 

(;:')) 

1  '  = 

m'a 

((*)] 

)    = 

m'a 

((5)] 

1     :s 

m'a 

((5)) 

l'   = 

m'a 

((5)1 

»"  = 

m'a 

((6)1 

1      SS 

m'a 

((7)1 

> 

m'a 

((8)] 

1   = 

m'a 

((8)1 

l'  = 

m'a 

((8)1 

r  = 

m'a 

((8)1 

r= 

m'a 

((9)) 

1    = 

m'a 

((9)1 

r=: 

m'a 

((«0)] 

>  = 

m'a 

((H)] 

»  = 

m'a 

m)] 

1   = 

m'a 

({»3)1 

)  = 

m'a 

{(4)  +  4(3)-4(2)-8(1)}4 

{3(4)+42(3)-4:2)-8,,1;}..1„ 

{(4)+8(3)-.-U(«)+4M)}..l„ 

((2) +4(1) +2(0)}  Ä, 

{(4)+6(3)+8(2)+8{<)-8.;0;}..(, 

{(4) +6(3) +4(2)}^, 

{(4)+6(3)     -8(1)+8(0)}.l, 

{(4)+8(3)+6(2)-42(<)+12(0)}.l2 

{(2) +8(1) +12(0)}  fi, 

((3)+2(2)-7(1)}.lo 

{(3)+2(2)-9(1)}4 

((3) +2(2) -3  (1)}^      • 

{(3)+2(2)+7(1)}.4o 

{(1)-(0)}^1, 
{(3)+3(2)-4(1)  +  4(0)}.l, 

{(3)+3(iJ)-(ri  +  (0)}.4, 

((3)-6(2)+9(1)}.-lo 
{(3)-5(2)+9i1)-9(0)}.l, 


geselzl  worden  sind. 
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Es  wird  hierauf  für  die  hier  zu  entwickelnden  GHeder 

da   sich    weiter   unten  zeigen  wird,   dass   die  in  diesen  Ausdrücken 
mit  X  und  ^  niultiplicirten  Glieder  hier  Nichts  geben  können. 


61. 

Es  sind  jetzt  die  Ausdrücke  für  X,  5*,  T,  if^  abzuleiten,  und 
diese  sollen  bis  zu  den  im  zuAächst  Vorhergehenden  beibehaltenen 
0/dnungen  vollständig  entwickelt  werden,  obgleich  sie  in  dieser 
Vollständigkeit  nicht  alle  gebraucht  werden.  Ich  entnehme  zuerst 
aus  den  Artt.  46  und  47  die  folgenden  Ausdrücke 

ndz  =  Kntsing  -^Lntcosg 

-h-T-eKn  t  sin  tg-k^—eLni  cos  2y 

— -eKn  t  cos  2jr  +  -r-ß  ^  w^  sin  2g 

^-^ema{{2)^2(^)}A,cosg 

-  |e'm'a {(2)  +  (1 )  -  (0)} .1,  cos  ((/+Ä') 

womit  durch  die  Gleichung 

at 


erhalten  wird: 


-4m'a(<).lo 


3 

e'm'a{(i)-{0)}A^cos{g-hK) 
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62. 

Den  Ausdrücken  von  ndz^  v^  S,  die  eben  aufgestellt  worden 
sind,  müssen  jetzt  die  des  Art.  55  gegenüber  gestellt  werden.  Da 
hier  mit  ausreichender  Genauigkeit 

f*  3  3  4 

—  cosf-k'—e  =  (1  — ye^jcos^-t-yf'cosSjr 
—  sin/'  =  [\ — -e^)s\ng -^-—esin^g 

angesetzt  werden  dürfen,  so  werden 

3  1 

SS  —  (i-.--g2)  cosg- — r-ecos2^ 

und   die   angezogenen  Gleichungen   des   Art.  55    stellen    sich    unter 
folgender  Form  dar: 

—  V'l  ( 1  —  Y  ^^)  ^s  ^  +  -T-  f?  cos  2g) 

-V'{|(1-.|e2)sin(^4-|esin2(/} 


\  ==  fi'-^{(<-|^^)sinff  +  -J-^sin2^} 
di ((^ -"T^  )  cos^  +-Pcos2^} 


dX 
nd 

n 


Durch    Vergleichung   mit   den  Ausdrücken    des   vor.  Art.   gehen   die 
folgenden  Werthe  hervor: 

X  =  ^em'a[l^[V)-^ry[\))A^s\x\g 

-e'w'a{2(2)+3(l)-3(0)}ytiSin(^+Ä'); 

-4-3em'a(1)>lo<*os  j 
-3<fVa{(1)-(0)}>l,cos(ff+A') 
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-l.em'a{{i)-t-iH))Ao 

+ -i-/»»'« {3(2) +8(1)  — 8(0)}y4,  cos  A' 

—  im'a(\]A^cosg 

*  em'a{li)—iH!}AnC0s2g 


-4-/w»'o{(2)-2(4)+2(n)}.-l,  oos  (2j+A') 


///=  _(1+i.fl2)X,„^ 

-  %Va{3(2)+8[l)-8(0)}>l,sinÄ' 

—  2/n'a(1)  ylo  sin  j 

--i-pVo{i;2)-2(1)-4-2;0))y|,sin(SI^-4-Ä') 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  jedenfalls  durch  die  Rücksubstitution 
Überzeugen  kann. 


.  63. 

Da  in  den  Ausdrücken  von  dT  und  d¥^  hier  blos  die  mit  fi 
und  /  multiphcirten  Glieder  verlangt  werden,  so  braucht  mau  in 
den  Differentialen  derselben  blos  die  in  den  Ausdrücken  des  vor.  Art. 
schon  mit  /  multiphcirten  Glieder  zu  substituiren,  und  es  fallen  also 
X  und  iT  weg,  wie  schon  am  Ende  des  Art.  60  angemerkt  wurde. 
Die  Ausführung  der  Substitution  in  die  DilFerentialgleichungen,  die 
am  Ende  des  Art.  60  angeführt  worden  sind,  und  die  Integration, 
bei  welcher  auch  die  Glieder  wegzulassen  sind,  die  den  Factor  t 
nicht  enthalten,  giebt  ohne  Schwierigkeit: 

—  -  e'((8))A'?i/cos^ 
--{eW])Kut  cos  ig^K) 
'h{e'{(\0))k'ntcos{g^K) 
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H-i-((44))A'n(cos2^ 
-^e(H2))h'ntcos3g 
+j^e'{(i3))Knt cos  [Zg+k] 

--J-«f((8))'Ln/s 

+  -^e'i[9)YL7its 
—  ^e'{{\0))Lnts 

-■l^e'iH3))Lnts 


n  ig-t-K] 

n  (g-K) 

nig 

ndg 

n  (3.9+ A' 


d*f  =  -  (4  +  4-«^)  i?'A'n«<*-  (1  +  4^'')  /'i"^'* 


8 
S 


8 


+-je'({9))'Knts\n{g+K) 
■h~e'{HO))Kntsm{g-K) 

+  ^{(H))Knt  sin  ig 
-^e((M))h'nts\n3g 
■t-^e'i{\3})Knts\n(Zg+K) 
^±.e{{8))'"Lntcosg 

+  ^e'({9))Lntcos{g+K) 
+  -^e'{HO))Lntcos{g-k'] 

+-^{m))Lntcosig 
-^e{(M])Lntcos3g 


C  =  -^ee'((5))sinA'+^c'2((6))sinJA-i-ysinH/((7))sin2/I 

Z>'=r{l((l))  +  l«H(2))  +  ^e'M(3))-|5in24V((i))} 

-^ee'((5))'cosÄ'-^e'2((6))cos2Ä'-ysin2|y((7))cos2/Z 
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i?'=-{|((ri)+i^M(2;)-^e'2('3)-lsin^ty('4.)} 
+  ^pp'(;5;)VosÄ'-~e'2((6))ros2Ä'-ysin2i^^ 

gesetzt  worden  sind. 


6i. 
Zur  Entvvickelune;  von  ()3^  könnte  man  die  Gleichung 

anwenden,  die  im  Art.  57  abgeleitet  worden  ist,  aber  man  verfäl 
einfacher,   eine   Gleichung   zu   benutzen,   die   ich   schon   vor  viel 
Jahren  gegeben  habe,    imd  aus  welcher  im  gegenwärtigen  Falle 
ohne  neue  Integration  folgt.     Diese  Gleichung  ist 

deren  Ableitung  man  unter  Anderem  im  §  2  der  dritten  Abhamll 
über  die  Störungen  der  kleinen  Planeten  findet.     Da  hier  in  dZ 
die   der  Zeit  /   und  t'^  proportionalen  Glieder   verlangt  werden, 
solche  in  der  grossen  Halbachse  (/  nicht  vorhanden  sind,  so  wird 


a 


mithin 


'^-  =  -(:^-0^+|(J;-i)^ 


8     ^ 


ipH 


oder  wegen 


'0 


-i=_s  =  ±^+i.r 


indem    die    weggelassenen    Glieder    hier    nichts    Merkliches    g< 
können.     Die  Ausdrücke  des  Art.  02  geben  nun 

+  /m 'cr{3  (2)  +8(1)  -8  (0)}  .1,  Kn  t  cosÄ' 
^2  =  Lh\'^ß  +  ema{^[%'^m]^%[i^))A^Lnts\x\K 
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ifr\ 


womit  sogleiel) 

8   ^ 

-l^m'a{27(2)4-70(1))4Ä'n/ 
'h~e'm'a[^]{^)^S{\)-S{0]}A^KntcosK 

o 

+  ^eVa{3,2)  4-8(1) -8(0)}yl|l7?/sinÄ' 

Erhalten  wird.  Man  kann  die  Coefßcienten  dieses  Ausdrucks  ver- 
einfachen. Durch  Hülfe  der  Ausdrücke  des  Art.  46  für  K  und  L 
findet  man  leicht  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  identisch 

-p'm'a{(2)+2(<)-2[0))yl|A'cosA' 
-e'm'a{(2)H-2(1)-2(0)}yl|LsinÄ' 

Uiiltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  yt)/,  und  addirt  das  Product 
um  Ausdruck  für  (5-ä,  so  wird  derselbe 


8 
2 


em'a(\)AQKnt 


^c'm'a  { (1 )  -  (0)}  A^  Kn  t  cos  Ä' 
leVa{(1)-(0)}>liL7?/sinÄ' 


65. 
Die  Substitution  der  vorstehenden  Ausdrücke  für  dS^  f)T,  6^^  in 

^W  =  (JS'  +  dr((1-|-f'2)cosy4-Y^cos2y4-yr'2cos3;/} 
+  dH'[[\  —  -^<?^)  sin  y  +  —-e  sin  2y  +  -—e'^  sin  3;'} 


ebt    nun 


8 

i^e{CA'+/)I}n2^2cos2y  -4-^{^'^'-»-^^)^^^^sin2y 


U2{CA'H.7)L)w2/2cos3y  — 4 


-ie2{CA'H.7)L)w2/2cos3y  — 4-e2{£'A.+.FL}w2A2sin3y 


/^ 


-  VVir  erinnern  an  die  Anmerkung  zu  Art.  46,  S.  353. 

ihhtnH,  a.  K.  a  Oetellsch.  d.  Wissenscli.  XVill.  26 
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— -cfn'a{\)AQKnt 

+  ~e'm'a{H )  -  (0)}  ^,  Kn  t  cos  A' 

+  yßWo{(1)-(0;i}yl,In<sinA' 


-  Y  '^  {( (8)  )+3  ( (8) )"}  Kn  t  cos  (-y+g) 

-  Y^my-  ((8))'"}  Lnt  sin  (-y+g) 

- |e'{3 ((9))-((9))'}  A'nt  cos  {-y+g+k'] 
+|e'{((9))'-3((9))}intsin(-y+</+Ä') 
+  i-e'((10))A-nf  cos  (-y+j-A") 
— -|-e'((<0))I,nt8in  (-y-f.p— A) 
+  ±e((U))Knt  cos  (-iy+ig) 


—^e(m))Lntsia{-iy-t-ig) 


WO  die  Glieder  weggelassen  worden  sind,  die  hier  nichts  Merkli 
geben  können.  Die  Coefficienlen  C  und  F  sind  dieselben  wi 
Art.  63,  wahrend 

E  =  (\-l.e-i]E' 

Aus   dem  vorstehenden  Au.sdiucke    bekommt  nmn    nun  aul 
kannte  Art 

+  -i(>{CÄ'H-/>A.}/?2/2cos2^  -~^{Zs'A'H-fZ.}w2/2sin2c/ 


8        ^  ^  ^8 

'h{A'K-hB'L}nt 


^JW^ 


--^c'2{CA'+Z>/.}w2/2sin3,7--?-e2{£'A.|.F/.}wn2cos3^ 
H-{yi"A'-hJ?"I)n/ 

WO 
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A  =  _l,,«'«(1)A-|e{((8))+3((8)n  +  |.((H)) 

+  ||.'V«{(<)-(0)}^,  -±e'{3((9))-((9))'}+T^'((<0;)|  ^osA' 
ß'  =  |l,'m'a{(4)-(0)}yl,  _±e'{3((9))-((9))'}  +  |.'((10))]sin  A" 

ß"=  {|«{((8))'-((8))"'}+T«((<<))j 

T'''(3((9))-((9))'}  +  |«'((<0))t«>sA- 


är,  wenn  man  die  Goefficienten  durch  ihre  im  Art.  60  gegebenen 
arthe  auf  die  A,-  hinfuhrt: 

A' =  -j!jem'a{12(3)+2t(2)-26(l)}ylo 

+  y<''m'a{2(3)+6(2)-5(t)+5(0)}yl,cosA' 

F  =  -J-e'ffi'a{2(3)+6(2)-5(1)+5(0)}/l,sinA' 

A"=  -  je' m'a[{\)-{(i]}Ai  sin  K 

ß"=  |em'a{.;2)-10(1)}A 


3 


<'Wa{(1)-(0))J,cosÄ' 


6G. 
Die  Gleichungen 

|jy|  =  —  r(sinj  +  esin2(/)  +  y(cos^  +  ecos%) 

j-^l  =  — r(cos^-4-2<'cos2^)  — y(sin^  +  2esin2^) 

len  durch  die  Substitution  der  Ausdrücke  des  Art.  62  für  T  und  ^P 
die  folgenden  über 

W—\  =  —  A'w/sin^  — Ln/cosj 

—  e  Kn  ts\v\^y  —  eLnt  cos  'ig 

H-2('m«{(2)4-2(1)}/losin(/ 

-6Va{2(2)-f-3(1)-3(0)}^isin(^+Ä) 

26» 
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I^-^I  =  —  Knt  cos  g  -^  Lnt  sing 

—  2eKntcos2g  -h'ieLntsin^g 

-^  em'a  {[2] 'hS{\)}AQ  cos  g 
-e'm'a((2j+5(1)~5(0)}.4,cos(9-i-Ä') 

Durch  Mulliplication  mit 

ndz  =  Kntsiug        -hLntcosg 

-4-y^Ä'wf  sin2g'  +  -r-pLn/  cos  2g 

erhält  man: 


iWUdz 4-(A-2+i2)„I/2 


5 


^  (Ä'2  —I^j  „2/2  cos  2g        -  Ä'I  «2  /2  sin  % 


2 


5 


5 


^c(A'2— Z,2)„2/2cos3j  — yf^A'Iw2/2sin3g 
+  pm'a{(2)-f.2(1)}>loA'n/ 
4-eVa{2(2i+3(1)-.3(0}}yl,  A'/j/cosÄ' 

"2 


4-^Va{2(2)+3(1)-3(0))yliZ.i»/sinÄ' 


|^')wrV:=       |('(Ä'24-i:2)n2/2sin(^ 


-y(A'2-L2),,2/2sin2j        -A'Iw2/2(.os2j 
_  Ae  (A'2  _/,2)  ;,2/2si„  3^  _  -?-6^  A'I  w2/2cos  3(/ 


4-<?Va{(2)+5(1)-5(0))yl,  A'w/sinA' 

2 

4-p»/a{(2)+8(i:i}yl„I«< 
4eVa((2)-4-5(l)-J>(0))JiIn^cosA' 


wenn  von  den  mit  i  miiUiph'cirten  Gliedern  nur  die  aufgenoinnien 
werden,  die  im  Ucbrigen  constant  sind.  Der  Ausdruck  für  r  im  Art.  61 
giobt  mit  derselben  Beschränkung 
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9 

+  --^(^^^"*"^^)  fi^l^cosg   — -eKLn^fising 
+  -i  (A'2  —^2)  n2  ^2  cos  2»    -  y  A'L  n2  /2  sin  2(/ 
-4-i-e(A:2— jL2)n2^2cos3(/  — yeÄ'Ln2^2sin3^ 

1  2 

H-i-eVa{(2)  +  (1)-(0)}.liÄ'n^cosÄ' 
+  yeW«{(2)  +  (1)-(0)}yl,Z.n/sinÄ' 


67. 

nun   die   ini   Art.  54    angeführten    allgemeinen    Ausdrücke, 
er  Rücksicht  auf  das  Quadrat  der  störenden  Kraft 

ndz  =  nf\dW  +  d\^^yndz  +  v^\dt 

—  -T»/P(f)+''(^)-»H'" 
>  erhalt  man  aus  den  vorstehenden  Entvvickelungen  leicht: 
ädz  =  {JÄ'+ÄI}n2f2 

■^{(CK-hDL)  --|-e(/i:2  +  2z,2}n2f2sinj 

^{jeiCK+DL)+^{K^-'L^)}n^fis\n^g 

+  {|  e  [EK^  FL]  +  y  KL)  n2  ^2  cos  2j 

4- (ye2  (CÄ^+Z>L) -f-ye  (Ä'2_x,2)} n2^2sin  3^ 

+  (ye2(^A'+FI)  +yc/rL}/i2^2cos3(/ 


,1  =  l.r+^em'a{9(2)+20(1)}A 

--ieWa(3(2)+5(1)-5(0)}JiCosÄ' 
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^  =  {4-iA"'2+jL2)-GZ.}n2/2 


nebst 


4.{_le(CA-|.i)L)  --i-(A2-L2)}n2/2cos2j 

+  {- e  (EK^FL)  -h  4  A'^}  n^  t^ sin  2j 

(-  ^.^e'i [CK-^DL)  - ^e  (A'2-L2)}  nH^oo^Zg 

4-  {^^62  (ZsÄ'+FL)  +yeA'L}/i2^2sin3j 


G=^em'a{(2)  +  (1)}.4o 


68. 

Führt  man  nun  alle  Coefficienten  der  beiden  eben  erhaltenei 
Ausdrücke  für  ndz  und  v  auf  die  A,  und  Ä,  hin,  so  ergeben  sie 
die  Gleichungen: 

ß=  Ir'msinA' 

f;  =  -l^f''{7}sinA'  +  ~e'2/8)sin2A'4-4-sin24y{9)sin2iT 

-  I  ^ e  p'{7}'cos  A'  +  j^  e'2  {8}  cos  2A'  +  -i  sin^ « V  {9}  cos  2 JI  | 

E=-  |l{3}  +  ^eM4}  +  ;^e'H5}-;  sin^jy(6}j 

+  j^ce'{7}'cosA'-^e'2(8}cos2A-ysin24y{9}cos2JTJ 

F  =  ^ee'{7}"sinÄ'-^e'2{8}siD2Ar— J-5in2  jy(9}5iu2/2 
G  =  ^e(3} 
in  welchen 

(1}  =  m'a{4(3)  +  ;2)-22(1)}>lo 

{2}  =  m'o(2{3)+3(2)-10(<)-i-10;0)}.l, 

{3}  =  m'a((2)+2(4)}.lo 

{4}  =  m'o{(4)+4(3)-2(2)-4(l)}.lo 
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{5} 
{6}  = 

(7}  = 
{7}'  = 

{8} 
{9} 


=  m  a 


m'a 


m'a 


m'a 


m  a 


=  m  a 


m'a 


{,4)+8,;3)  +  U(2)  +  4(1)}.4o 

{(2;n-4(1)+2(0)}fi, 

{(i)+6(3)+8(2)H-8(1)-8(0)}^, 

((4)+6(3)  +  i(2)}^, 

((4) +6(3)     -8(l)+8(0)}^, 

{(4;+8(3)+6(2)-12(1)  +  12(0j}.42 

{(2)+8;1)  +  12(0)}B, 


worden  sind.  Um  Alles  beisammen  zu  haben,  werde  ich 
nach  dem  Art.  46,  die  Ausdrücke  fur  K  und  L  in  derselben 
ier  anfuhren: 

-  je'fö) +y''2e'(6J +y<''3(7]  — i-e'sin4J(8]|  sin/r 

+  ype'2|9|sin2A'+yesin2^y[10)sin2JT  — -l-e'sin2^j(41]sin(il+il') 

-  j"!«!  +|e'{2]  +i-e.'2[3]  -  esinHy(4]| 

+  |e'(5|  +le'ie'[6]'H--l-e'3[7]  — l-e'sinH^[81  j  cos/f 

-  4-ee'2[9Jco.s2A-4-<'sin4y[10]cos2n+4-«'s'oH''[<<lcos(^+^') 


Coefßcienten  die  folgende  Zusammensetzung  haben 


(I) 

[2] 
[3J 


=  {3} 


m'a{(4)  +  4(3)-(2)-2(<)}^ 

{0} 

{6} 

/«'o  ((2) +2(1) -2(0)}  4 

ffi'a{(4)+6(3)+5(2)-i-2(1)-2(0)}^, 
/«'o{3(4)  +  l8(3)+n(2)— 2(1)+2(0)}..(, 
m'a((4)  +  10(3)+22(2)  +  4(1)— 4(0)}.'t, 

m'a((2)+4(1)}{Äo+52} 

{«} 
110)  =  {9} 
IM)  =  m'a{(2,+4(l)}Bo 


[i)  = 
|5)  = 

[6]  = 

[6)'  = 

(7)  = 

[8)  = 


392!  P.  A.   Hansex, 


li)  Störungen  der  dritten  Coordlnate,  die  mit  f  multi- 
plicirt  sind,  nnd  ans  n(h  nnd  v  entstehen. 

69. 

Bei  der  Eat Wickelung  der  in  der  üeberschrift  genannten  Glieder 
werde  ich  von  der  Gleichung 

du 


du         I  or   -     f        r\  ß^\ 


ausgehen,  in  welcher  ^^  (p^  f  blos  als  Functionen  von  ndz  (pundy 
nach  der  Verwandelung  von  y  in  g)  zu  betrachten  sind.     Selzt  niao 

WO  ^  und  (p  blos  als  Functionen  von  y  zu  betrachten  sind,  so  wird, 
wie  ich  früher  gezeigt  habe 

u  =  Tt  +  \£^ndz 

Man   findet   leicht,    dass   R   zwei   elliptische   Elemente  in  sieb 
fasst,  die  man  auf  verschiedene  Arten  aufstellen  kann.     Nennt  raaB 
dieselben  P  und  (),  so  kann  man  sie  durch  die  folgenden  Gleichuugeu 
definiren  : 

^-^  =  Arcos/(5^)cost 

dQ  ,        .    rlbn\ 

ir=  -hrsml[^)cosi 
K  =  P-^  sincp  +  Q  -^  co^  (f 

von  deren  letzter   das  Differential  nach  t  mit   dem  obigen  Ausdrui 
für  --  identisch  wird.     Nach  der  Entwickelung  der  Factoren  wird 

/?  =       r{  s\üy  -h—esin^y) 

-H  Q {—  —e  -¥-  cosy  -h  - e cos  ^y) 

mit  hier  ausreichender  Genauigkeit. 

70. 

bezeichnet    man    den    Thcil    der    Differentiale    von    P    und 
\vel(  Ihm*  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die   störend 
Massen  enthalt,  mit  M  und  iV,  so  werden 
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yTZrc2  o         '      \dZ/ 

und   die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke   mit   den   strengen   Formeln 
des  vor.  Art.  giebt  sogleich 

^sece  =  (j-|n*z  +  r(5^)i;-A^& 

indem 

h  =  Aq  —  Aq  S 

ijsl.      Eliminirt   man   ndz^  v^  S  durch   ihre   im   Art.  55   gegebenen 
Werthe,  so  entstehen 

wo 


und    6'   und   D   aus  iV  eben   so   zusammen   gesetzt   sind,    wie   bez. 
A    und  B  aus  üf. 


71. 

Die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  können  auf  ahnliche  Weise 
umgeformt  werden,  wie  die  Functionen  von  F  und  0.  Zufolge  des 
Art.  58  bekommt  man  hier 

Diese  Formel  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung 

'bM\  (bM\        r«  lbM\ 


in    die  folgende  verwandeln 
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I  die  Multiplication  giebt 

+  {-|e(2)+y{7)-j(9)}siniT' 
+  {|(6)+|e(12)}sint2n-JT') 
+  l{<0)sin(iT-2JI') 

-{t(7)+t(9)}cosJT' 
-{Y(6)+|e(12::}cos(2JI-JT') 

—  4-(IO)cos(JT-2JI') 

r  wenn  man  die  B^  einführt: 

=  —  \  ^m'a  sin  J[0)Bi  +^p2;,,'(ysiny(3(?)  +  16(1)-+-20(0)}J8i4- 

4-±p'i^/asin/{(2)4-M^)+2(0))ß, -~sin2|y//rasiny(0){2CoH-C2;'|sin^ 
-♦-yf  p'm'asiny{(2)  +4(1)}jBosin/Z' 

-♦-4-^^''w'«sin-^((2)4-4(^)}Ä2sin(2^-^') 
-l-JLp'2^'asiny(2)J8,  sin  (il-2il') 

% 

=   |ym'asinyiO)iBi+i62m'asiny((2)      — 4{0)}i?, + 

+  ye'2^i'asiny{(2)+4[1)+2(0)}Ä, --isin2|y//rasiny(0){2Co+Q^ 
-|ee'm'asiny{(2)4-4(1)}Ä2COs(2/I-iI') 

-  JLe'2^'asin/(2)i?j  cos  (77-2/1') 


73. 


Die  vorstehenden  Entwickelungen  geben  nun  die  folgenden  Aus- 
cke  der  Coefficienten  A^  B^  C^  D: 
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157/  —  \ö^/ VT-T2U       «'-M-«2)P'^' ""^187/    a(i-.«2)    """rz^f^ 


Es  wird  ferner 


P  =  (^*)-^ 


oder 


Hiermit  ergiebt  sich  sogleich 


A  4-e2/dJf\ 


und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man 


^  =  —4- (57/ 

womit  diese  Entwickelungen  beendigt  sind,  da  die  Coefficienton  von 
X  und  -Ä  wieder  nicht  gebraucht  werden. 


72. 

Die  Functionen  M  und  N  kann  man  auf  mehr  wie  eine  Weise 
entwickeln.  Man  kann  sie  aus  dem  Differential  des  im  Art.  49  ent- 
haltenen Integrals  auf  ähnhche  Weise  ableiten,  wie  durch  die  Analyse 
des  Art.  59  F  und  0  aus  dW  erhalten  wurden.  Man  kann  sie  ferner 
dadurch  ableiten,  dass  man  die  Entwickelung  von  «^(j^i  '"^  ^^^^'  ^^ 
mit  den  Entwickeluncen  von  -^^Lr.  und ^^^=r  multiplioirl,  und 

^  o|/-l-e2  rt|/-l-e2  * 

man  kann  sie  endlich  durch  Dilferentiationen  der  Störungsfunclion 
nach  J,  //,  77'  erhalten.  Da  hier  in  3/  und  N  nur  die  const^inten 
Glieder  verlangt  werden,  so  führt  das  zweite  Verfahren  auf  einfache 
Weise  zum  Ziele,  und  dieses  soll  daher  angewandt  werden.  Zu 
diesem  Zweck  bekommt  man  aus  dem  Vorhergehenden 
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,,— ^  =  ^  -  T«^  sin^  -I-  -  e  sin  2r/ 

I  die  Muttiplicaiion  giebt 

^{-ieH)  +  {±+^^e^)(b)—^(H)+±(\\))smlI 

+  (7lß)+T«(l2)}sin^2n-JT') 
+  -^(tO)sin(iT-2JI') 

—  4-  ( 1 0;  COS  (71-  2J7') 

?r  wenn  man  die  B^  einfuhrt: 

-♦--|-pp'm'asiny{(2)+4(1)}jBosin/r 
4.±e^Vasiny{(2)+4(1)}Ä2sin(2i7-/T') 
4.  JLp'2,;,'asiny  (2)Ä,  sln(iT-5iI') 

=  |ym'asinJ(0)i?i+j^e2^/«sin/{(2)      -4fO)}Äi  + 

+  l6'2;y,'asinJ{(2)+4(1)+2(0)}Ä, -i-sin2jym'asinJ;0){2Co+r2}|  cosil 
-|feVasiny{(2)+4;i)}Ä2Cos(2/I-iI') 

—  _Le'2m'asin/(2)i?i  cos  ,n-^2n') 


73. 

Die  vorsU^henden  Entwickelungen  geben  nun  die  folgenden  Aus- 
icke  der  Coeflicicnten  A^  B^  C^  D: 
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A.  =  — ;ÜTe/«'asiny{3(2)-*-16(1)+20(0)}Ä,sinn 
4-yeVasiny{(2)4-4(l))Äo§«niI' 
-♦.leVasiny{:;2;+4(1))jB2sin(2JT-iI') 

ß  =  -lßm'asiny{(2)4-8(l)-h12(0)}.BiCosJI 

C  =  ^em'asmy{(2)     -4(0)}Äi  cos/Z 

—  ^ß'm'a  sinJ  (12)  +4(4 .}  Ä.  cos  (2il- JT'; 

D  =  ■lßw'asinJ{(2)+8(1)  +  rf::0,}.Bisinn 

-  je'm'a  sin/{{2) +4(1)}  jBo  sin  il' 
4-^eVa  siny{(2) +  4(1))  Ä2  sin  (2/1-/2', 

Da  nun  hier 

r  =  Kni,  W  =  —  L/i« 

gesetzt  werden  darf,  so  erhält  man,  nachdem  damit  nmltiplicirt 
integrirt  worden  ist: 


cos/  i  ^  ^ 

cos 


COSi  i    ^  ' 


woraus 


COSf  ♦       ^  ^ 

+  yß{JÄ'-ÄI}/r^/2sin2(/+ye{CÄ'-/)Z)/j2ricos2f/ 

folgt.  In  diesem  Ausdruck  hätten  das  erste  und  die  beiden  le 
Glieder  weggelassen  werden  können,  da  sie  von  der  vierten  Ord 
sind;  ihre  Mitnahme  kann  aber  der  Genamgkeit  keinen  Abbruch 


74. 

Multiplicirt  man  die  Glieder  erster  Ordnung  der  Werl  In 
3/  und  iV  in  Art.  72  mit  ndl  ^  integrirt  und  substituirt  die  Inte 
in  den  Ausdruck  des  Art.  69  für  /<,  so  ergiebt  sich 
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R  3 

-eEtitcosII 


cosi  ^ 

—  ^n^  sin  77  sin  y  -{-  Ent  cosllcos  y 

—  — eJ^nf  sin77sin2y  +— ^£'n/cos77cos2y 


2 


E  =  |m'«sin/(0)Ä, 

Es  folgt  hieraus 

JN-jsect  =     --  Entmin  n  cos  g      — Ent  cos  JI  sing 

—  eEnt  sinncosig-^eEnt  cosTIsin^g 

her  Ausdruck  mit  dem  des  Art.  61    für  ndz  zu  multipliciren  ist. 
man  dieses  Product  dem  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  für 
hinzu,  so  wird 


u 


^{l-e{CK-^DL)'^^{GK+FL))n^fl 

4  z 

+  (1(CÄ— 7>L)  -'^e{GK-hFL])n'^ficosg 


cosi 

-*-(    ,....    -^-.,  . 

8 

{l^(ylA'-i?L)--i(FÄ'+GL)}w2/2sin2^ 


4 


{_Lg(CA'-7>L)4--i-(GA'-FI)}n2/2cos% 


^^e[FK+GL)nn^sin3g 


^e(GK'-FL)n^ficos3g 


8 
5^ 

8 

Wir   stellen  die  Werthe   der   Coefficienten  dieses  Ausdrucks  in 
ider  Form  zusammen: 

A  =  -;lp{10}sin77+le'{11}sin  (277-77') +4-e'{12)sin77' 

B  =  -^e{10}'cos77  +  ;j^e'{1 4}  cos  (277-77') 

C  =^e{10}"cos77-~e'{n}cos(277-77') 

D  =  ^e{10ysin774-^e'{11}sin(277-/7')--i^'{12}sin77' 

F  =  4- w'a  sin  J  (0)^1  sin  77 

G  =  4"*^'«  sin/ (0)^1  cos  77 
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{10}  =  m'asiny{3(2)+16(1)-h20(0;}Äj 

{10}'=  {9}sinJ 

{1 0}"=  m'a  sin  /{ (2)     -  4  (O; }  Bj 

{H}  =  {[8]-M1]}sin/ 

{12}  =  [IllsinJ 

und   die  Ausdrucke  der    {9},  [8],  [11]    aus    dem   Art.  68  zu  ent- 
nehmen sind. 

Der  Cosinus  der  Neigung  i  der  Planetenbahn  gegen  die  Funda- 
mentalebene ist  hier  als  constant  zu  betracliten,  da  dessen  Ungleicb- 
heilen  nicht  von  den  hier  betrachteten  Veränderlichen  abhängen, 
sondern  erst  weiter  unten  in  Betracht  zu  ziehen  sind. 


y)  Stornngen  der  mittleren  Länge  und  des  Badins  Tect^n, 

die  mit  t^  multiplicirt  sind,  nnd  Yon  den  Aenderungen  der 

dritten  Coordinate  des  gestörten  Planeten  herrfihren. 

75. 

Um   die   in   der  Uebersclirift  genannten  Störungen   zu  erliallen, 
wollen  wir  uns  nicht  unmittelbar  der  Störungen  der  dritten  Coordinale, 
sondern  der  dtM*  Elemente  bedienen,   die   in   der  ersten  Abhandlung 
über  die  Störungen  der  kleinen  Planeten  j)\   und  ^i  genannt  worden 
sind,   hier   aber   mit  k   und   /    bezeichnet   werden   sollen.      Die  Re- 
lationen, die  zwischen  diesen  Elementen  und  der  dritten  Coordinale 
stattfinden,   sind    durch    die  Gleichungen   (54)   der   angezogenen  Ab- 
handlung, nemlicl)  durch 

du 

k  =  ^,  {cos  (/+//)  H-rcos//} ^-krsin  (f-k-H 

du 

gegeben,  und  es  werden  hierauf 


<'OSI  COSI 


dJl  =  coli^J — .  —  cosec/ 

^     COSI  cos« 

dJJ'=i  cosec/ — :  —  cotffJ— T7 
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(Gl.  (53)  ders.  Abb.)  wo  k\  l\  %  sich  auf  den  störenden  Planeten 
el)en  so  beziehen,  wie  k^  l^  i  auf  den  gestörten.  Da  die  vorher- 
gehenden Entwickehingen  J,  //,  77'  ausdrücklich  enthalten,  so  lassen 
sieh  die  gewünschten  Glieder  auf  diese  Weise  leicht  bereclinen. 


76. 

Sehen  wir  hier  von  k'  und  T  ab,  die  erst  weiter  unten  be- 
rücksichtigt werden  sollen,  so  bekommen  wir  zuerst  zur  Erlangung 
von  A;  und  /  die  folgenden,  leicht  zu  erhaltenden  Entwickelungen : 


4-.g2 =  « -e^cos  (-ff+il)+ COS  (j+il) 


+  ecos  (2j+il)  +|-(^2cos  (3j+/T) 
+  psln  (2j+il)  -i-yg^sin  (3j-l-i7) 

rsinY+TT)  4    «   .     ,  .  „v        3       •     rw   .     -     t     .   rT\ 

^   |-^    = -g-f'2s,n(— j+iij-.--<?sinJI  +  sin(5f+i7) 

+  4-^ sin  (2»+iI)  +|p2sin  (3ff+il) 

£=r^    s=  -—f^COS    —  ö-f-il    — —eCOSiZ-l- COS  (ö4-il 

+  4-PCOs(2^+JT)  -f-4-^^cos(3^-f-//) 

Mnltiplicirt  man  diese  mit  den  Ausdrücken  von  u  und  ^^ ,  die  an^; 
dem  Art.  52  zu  entnehmen  sind,  und  behalt  nur  die  mit  /  nmitipli- 
cirten,   übrigens  constanten,  Glieder  bei,  so  bekommt  man 

cosf  ^  8      ^  ^  8      ' 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

k 


C08I 


.  =  Tnl,  —.  =  Vnl 

t  '  COS! 

SO    werden 


o  o 
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oder,    nachdem    die  Ausdrücke   des   angeführten  Art.    für  M  und  S 
substituirt  worden  sind: 

^  ±eeWa sin  JUi'j-^i {^)}{B^,-hB2}  cos 'Ji'-ir , 
_±p2y;,'asinJ((2)+8  r+12(0i}Äros2n 
+  4-e^'m'asiny{  2)  +  4(ri}ÄoCos'//+/7' 

f/  =  -i-f?pVasin/{(2)+4ir;}{jBo-Ä2}sini/f-/I'; 

+  lfpVasin/{(2)+ifr}iBoSin  7/+/I') 
_lp'2,;/asinJ(2)Ä,sin27^' 

Man  kann  bemerken,  dass  zwar  T  von  der  ersten,  aber  C  m 
von   der  dritten   Ordnung   ist,   und   weiter  unten   wird    man  seheB. 
dass   im   gegenwärtigen    Falle   von   diesen   Grössen    nur   die   Glioder 
erster  Ordnung  gebraucht  werden.    Da  jedoch  in  zAveien  der  folgenden 
Abschnitle   auch    die  Glieder   dritter  Ordnung  nicht  ontbelirt  worden 
können,  so  habe  ich  sie  sogleich  mit  aufgenommen. 


11, 
Es  wird  nun  im  gegenwärtigen  Falle 

dll  =  cotgJ.Tw/ 
()jr=  cosec/.Tw/ 

AJ  =  Um 


und  da  J,  77,  //'  n\n*  in  den  Differentialquotienten  von  Ji  enthalltM 
sind,  so  erhJilt  man 


1 
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^r  sind  die  Entwickelungen  des  Art.  60  für  F  und  Q  anzuwenden, 
^se  geben  soweit  wie  hier  erforderlich  ist  : 

-^oolijy+lj^lcoseey  =  /sin  jyw'a{;2)+2(l)-2(0)}.1,  cos  Ä' 

+  ~esin]y///a{(2)+8(1)+12(0)}ÄiCos2/Z 
-y/sin4Jw«'a(;2)+4(1)}ÄoCosiil4-/Z') 
—  sin^Jm'a {(1)4-5(0)} Ä,  cos (^+2//) 

^)coi4jJ4./^\cosecy  =  -/sin4ym'a{;;2)+2(1)-2(0))/lisinÄ' 

--iesinJJma{(2)+8(t)  +  12;o)}Ä,  sin 2il 
+  ^6''sin|J///a((2}4-4(1)}Äosin(iT+/Z') 
-h  sin |ym'a {(1)  +5(0)) B^  sin  (^+2/7) 

ci  da   V  von  der  dritten  Ordnunj?  ist,  so  sind  hier 


{^) = « . 


("=« 


setzen. 


78. 

Die  Substitution  der  eben  erhaltenen  Ausdrücke  in   die  VVerthe 
Differentiale  von  dT  und  dV^^  und  deren  Integration  giebt  nun 


Tw^i 


4- «»'sin  ^Jm'a  {(2)  4-2 (1 )  -2(0)) ^i,  cos  (iZ-il') 

3 

ar  =  ^4-yesin4Jw'a{i2)4-8(1)4-12(0))ÄiCos2i7 

—  -[  p'sin iJm'a {(2) 4-4 (1))  Äo cos  (714-/7') 
-sin-J/w'a{(1)4-5(0))Äirn/sin  (^4-277) 
-ye'sin|/wi'a{(2;4-2(1)-2(0)}/lisin(77-.77'; 

4-yf?'sin-J/w'a{(2)4-4:t)}Äo sin  (774-77') 

—  sin|Jm'a{(1) 4-5(0)}  ÄiTw/ cos  (^4-277) 

e    leichte   Entwickelung   zeigt,   dass   die  Variation  dS  gar  keine, 

der  gegenwärtig  betrachteten  Quelle   entspringenden  Glieder  der 

ni  enthalt,   die   hier   gehraucht  wird.     Letzeres   geht  auch  schon 

bhMidl.  d.  £.  S.  GffMllKh.  d.  Wi8i»enHrh.  XVIU.  27 
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aus  der  Integralgleichung  hervor,  die  im  Art.  6i  angewandt  wui 
Denn  diese  Gleichung,  die  strenge  stattfindet,  enthalt  weder  Varialio 
der  dritten  Coordinato,  noch  Variationen  der  Elemente  des  slüron 
Planeten.  Es  ist  daher  nicht  nur  hier,  sondern  auch  in  allen  folgen 
Abschnitten 

dS  =  0 
zu  setzen. 


79. 
Die  eben  erhaltenen  Ausdrücke  geben 

—  sin  |Jfw«{(l) +5(0)}  ÄiTw/ sin  (>+</+ 2// 
Da  nun  hier  die  Gleichungen 

ndz  =  nfdWiU 

statt  finden,  und  der  Anblick  lehrt,  dass  das  letzte  Glied  voi 
kein  mit  (^  multiplicirtos  Glied  hervorbringen  kann,  so  l»ekommi 
ohne  Mühe 

n  Öz  =  i:  Tu'  fi  sin  ij  +  />  Tn'-  P  cos  g 

V  =  —  ^r;rw^f^cosr/  +  yDTw2/2sin;/ 

in  welchen  Ausdnick(»n 

C  =  lf''sin  jy{i:^)cos;7Z-/I';i  H--|-(>sin  jy{14}cos2/I-.-|Vsin4y(l5) 
l)  =  I  /siniy{i:^}.sin(7r-//')  H-  J  csin  Jy{14}sin2i7  -  ^  ^'^'^  Wl*^^] 
sind.     Wegen  (I(m-  bekannten  Gl(»ichung 

woraus 

folgt,  ergeben  sich 
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{U}  =  {9} 

und  man  kann  hier 

T  =  |w'«sinJ(0)Äi 

setzen.     Es  darf  indess  auch  der  genauere  Werlh  von  T  angewandt 
werden. 


d)  Störungen  der  dritten  Coordlnate,  die  mit  P  multiplicirt 
sind,  und  von  den  Aenderungen  der  dritten  Coordinate 

des  gestörten  Planeten  abhängen. 

80. 
Erwägt  man,  dass  den  Artt.  69  und  70  zufolge 

dp  '  MM  dO  '  \T 

ndt  ^  ndt 

sind,   so   bekommt  man  sogleich  in  Bezug  auf  den  ersten  Theil  der 
hier  zu  entwickelnden  Glieder 

'^?««c.-  =  j(^,)cotgJ+(^)cosecj]T«/  +  (^)rn/ 
wo  T  und  V  dieselbe  Bedeutung  haben,   wie  im  vorigen  Abschnitt. 


81. 

Die  Enlwickelungen  der  hier  mit  M  und  N  bezeichneten  Functionen 
sind  im  Art.  72  gegeben,  und  man  erhält  daraus 

(s5)cotgJ+(5~7)cosecJ=  2^1  = 

-JYw'a;0)Ä, -h^e2m'a{3(2)-h16(r)H-20(0)}Äi-h 

4-ye'2m'a{(2)  4-4(1)  4-2(0)}  Ä^-ySinH^'«'ö(01{6C„H-3r2-h4Ä,}|cosiI 
+  y  e  e'w'a  {(2) -h  4  (i ) }  Äo  cos  IT' 
+  yee'm'a{(2)-h4(i))Ä2Cosf?iT-ir') 
-  ^e"^ma  (%]B^  cos  in-^n' 

27* 
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g-^)cotg/+pcosecJ=2^.= 

-  j4-m'o(0}Ä,  +le2m'o{(2)     -4(0)}Ä,  + 

+  -J-e'2»i'a{;2)+4  l)+2(0)}Ä, -ysin»  JJ(0,{6C„+3C2+4Ä,)jsin/, 
+  yee'»j'a{(2>4(1)}B2sin(2JT-JT') 
— ;ie'2fn'ai2)B,  sin  (JI-2JT') 

(Jjf)  =  -i-»i'o(0)Ä,sinJI=  2fl 

j^\  =  — inj'o(0)Ä,cosJT=  2F 

letztere  weil  V  von  der  dritten  Ordnung  ist. 


82. 
Man  bekommt  hieraus  sogleich 


cos 


.  =  {CiT+DV]n^fi 


C08I  \      *         ■ 

und  da  hier  wie  im  Folgenden 

ist,  also 

u  =  dP^sinf+dO^cosf 

wird,  so  geht  durch  die  Multiplication  mit 

—  sin  /*  =  (1  — ;r^^)^^^9'^'7^  ^'"  ^^  +  T^^  sin  3o 

O  o  Z  o 

—  cos/*  =  —  Y^"*"  (^  ""  Y^^'^®^^"*"T^^^^^^'*"T^^^^^^ 

das  Resultat 

cos/  *  ' 

-h  (CT-hr)U)7i'^flsmg  -h  [ET-^FÜ)  n^ficosg 


^ e^  [C  T-hDU)  n^  fi sin  h-h-^e^  [E T-hFU)  n^ t^ cos 3^ 
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'— —eV^ti^  fi  COS  Q 

-«-?_^  1-2^2^2  cos  (^4-271) 

4.  i_p  n  „2 /2 cos  (3//-h2/T 
und  durch  Ditrercntiation 

du 


u 


/ 1  4  '' 


«  cos^ 

8 


^eV^n'^Ps\u(g-h2n 


_.iK2„2/2sin(2.f/-h2iZ) 
-~er2^i2/2sin[3(/-h2ir) 

Geht  man  den  im  Art.  48  gegebenen  Ausdruck  von  «Mit)  ^iurch, 
HO  lindet  man  leicht,  dass  die  Glieder  des  Products  desselben  mit  11, 
welche  die  hier  verlangte  Form  haben,  mindestens  von  der  vierten 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  ExcentricitHten  und  die  Neigung  sinti,  und 
wir  haben  demzufolge  hier 

/^  =  0 
zu  setzen. 


85. 
Aus  dem  Art.  1   ergiebt  sich,  dass 

T  — ö  =  //+0 
ist,  und  die  betreffenden  Ausdrücke  des  Art.  76  geben  daher 

siu(/*+7r— ö) +esin'7r-^)  .     ,     .  rr  ,  ^ 

-hcos(5r-hir-hÖ>) 
-h  ye  cos  (a^r-hil-f-  O) 

Hiermit  erhält  man  die  folgenden  Ausdrücke: 
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1 

1 

8 


■e 


u 


du 

ndt     rcos|/*+/7— w) 


2cos2|         ayi-e^ 


I 

"T 

3 
-8-'' 

T'' 

"  T 
I 


ren  Sumniirung 

du 


sin  < 


3 

T^ 

3 
-8-*' 

T 
T" 

1 


;nn  man  inö&;lichsi  zusaiun 


'hi^fis 


'2/ri/.2s 


^2/|2/2s 


'2w2^2s 


2n2^2s 


2/i2^2s 


2n2r^s 


2/i2^2s 


n(7lH-a>) 

n(iT-Ö)) 

n(^-hirH-a>) 

n(2^-h3il-+-(p) 
n  (2^-hiT— 0)) 
n(3(/-h3ir-h(p; 
n(4(/-h3il-ha)j 


'2/t2/2  5ii„(iT-H(/>) 

'2  n2/2  sin  (il-Ö)) 
'2/i2/2sin(r/+ir-a>) 

'2//2/-2sin'27-h/r^(7>; 
•2 /,2/2jiin  (3,^^377^ 0- 

'2n2/2sin(4//-+-3il-ha>) 


'2«2^2s 


r2w2/.2s 


'2/,2f2s 

'2/i2/2s 
'2;,2/25j 
^2n2/2j5 


n  (il—  Ö)j 

n  {2r/-hiT— 0)) 


en  zieht. 


~6  r2cosirsin(Z).n2/2 


1  1 

h  —  r^sin/ZsinÖ).  w2^2jjiij^      _      r2cosJTsinÖ>. /i2^2cos^ 


lll. 
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86. 

Fügt   man   nun   dem   eben   eriialtenen  Resultat  das  des  Art.  82 
hinzu,  so  wird  das  vollständige  Resultat  dieses  Abschnittes 

u  =  ''^e{{ET-^PU)cosi-'^V'^cosns\T\Os\ni}n^l^ 

-h{(Cr-hI>t/jcos/:-hynsin/rsina)sin/}/i2r^sinj^ 
-♦-{(^rH-^'f/icos/— YK2cos7Isina)sin/}n2r2cos5^  ■ 
H-i.e{(C r^Z>  (7)  cos/-h 4- ^'^s""^sinÖ>sin/}/i2/2 sin  2^ 

z  z 

-h-^  e{(/ir-f-FL^)  cos/  —  ^  r2cosiTsinÖ)sin*}w2/2cos2^ 

z  z 

H-  -i  c2  (0  T-^D  U)  cos  / .  /i2  /2sin  3^ 

3 

T 
in  welchem  die  Coefficienten  folgendermassen  stehen: 

C  =  -|4-06}-Hi^e2{i7}  +  i^6'2{18}-|siü2iJ{l9}jcosi2 

+  yee'{20}cosiI'-h^ee'{21}cos(2iT-JT')-^e^'2|22}cos(iT-2JI': 

D  =  --J-{i6}sin/r 

/i  =  -|{{16}-h^.2(i7}'H-le'2(.18}-|sm4J09}|sini2 
-♦-;i(i6''{21}sin  i^n-n':  -^/2 {22}  sin  (//-2ir') 

F=  y(16}cos// 

V  =  -i{l6}siny 


4ej2  (£•  jT^ F (7)  cos / .  /l2/2cos 3(/ 


nebst 


{16}  =  w'a[0)B^ 

(17}  =  w'a{3!'?i-h<6'rH-15:0  }Ä, 

{17}'=  m'a{(2;      -7(0)}/^j 

(18}  =  (6} 

{19}  =  m«(0;(6QH-3C2-h4//,} 

{20}  =  |M] 

{2I}  =  [81-[I1| 

{ii}  =  /w'a(2)j9i 
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it'  im  Art.  76  gegebenen  Ausdrücke  für  T  und  U  lassen  sich 
lolgt  stellen: 

-  ^-ee'[16]cos(JI— JI')  -^e^inicosäJT 
+  i-ee'[l8|cos,iI+Jl')-^e'2(<91cos2JT' 

U  =  --i-ee'(IC]'sin(JT-J2')-,^e»M71sin2JT 
+  4-ee'(l8]sin(JT+J7')  -j^e'2I19|sin2JI' 


[12]  =  {16}siny 

[13]  =  m'asinJ{(2)-+-4(1)H-iiO)}j9^ 

[14]  =  7/i'asinJ{(2)-h4(1)^2(0)}Ä, 

[15]  =  m'a  sin  J(0){6Co-+-3C2} 

[16]  =  [8]sinJ 

[16]'=  {2[11]-[8]}sinJ 

[17]  =  [lOJsinJ 

[18]  =  [11]siny 

[19]  =  {22}  sin  J 

dessen  kann  man  auch 

T  =  -(1-h^e2)j|fsiniT-h(lH-4^^)A^cosiT 

o  o 

9 

U  ==       (1-h~e2)j|fcosiT-h  (1-*-4ß^)A^sinir 
iden,  wenn  M  und  N  vorher  berechnet  worden  sind. 


87. 

Sevor  wir  zur  Entwickelung  der  Wirkung  der  Aenderungen  der 
inaten  des  störenden  Planeten  übergehen,  muss  angegeben 
jn,  wie  die  bis  jetzt  entwickelten  Ausdrücke  zu  behandeln 
wenn  mehr  wie  Ein  störender  Planet  vorhanden  ist. 
öa  in  diesem  Falle  jeder  vorhandene  störende  Planet  einen 
lg  liefert,  sowohl  zu  den  mit  A,Ä,C,Z),£',  F,  G,y  be- 
leten  Coeflicienten ,  wie  zu  denen,  welchen  die  Bezeichnung 
,  T,  U  gegeben  worden  ist,  so  müssen  diese  Beiträge  zu  jedem 
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einzelnen  Coeflicienten  vor  allem  Anderen  addiri,  und  erst  darauf  di 
Multiplicationen  vorgenommen  werden.  Man  kann  daher  in  allen 
bis  jetzt  erhaltenen  Resultaten  jeden  Coefßcienten  mit  dem  auf  alle 
vorhandenen,  störenden  Planeten  sich  beziehenden  SummenztMchen  2' 
\ ersehen,  und  z.  B.  für  das  Resultat  des  Abschnittes  a)  oder  <leü 
Art.  67  schreiben: 

etc.  etc. 

Auf  dieselbe  Art  iiiUsscn  alle  i>is  jetzt  crlialtcncn  Resultate  l)ehandelt 
werden,  wenn  mehr  wie  Hin  störender  Planet  Hinfluss  auf  sie  ausübt. 


f)  Störungen  der  mittleren  Länge  und  de»  Radius  Tecton, 
die  mit  f  multiplidrt  sind,  und  von  den  Störungen  der 
mittleren  Länge  und  des  Radius  Yectors  des  störenden 

Planeten  herrühren. 

88. 

Nehmen  wir  wieder  die  Elemente  T  und  'A  vor,  und  be 
trachten  sie  als  Kunctiuiien  von  in):'  und  p',  «lie  dem  slörendei 
IManeten  angehören.     Hiermit  ergeben  sicii  xuerst 

Hdt  —  wj"  ^^  för-r 

Aber  da  man  in  B(»zug  auf  den  störenden  Planeten  setzen  kann 


no^  —  A  -fr- ^         j-  ^ ^,  -fr- ^>.^ .^ _ ^,,j I  -fr-  /^       2^     \^,a        — r" ) 
»  =  --5-^-;j-r(-,cos/+2t')--^-^^sin/ 
so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen : 

'Jl  =  {^f\  X-  I  r'lj-^l  £'+M  r-t-  iV'^' 

ndt  \ng  f  3       \dr'J 

WO 
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und  P'  und  Q'  eben  so  aus  S  zusammengesetzt  sind.  Die  Diffe- 
rentiale  des  Art.  58  geben,  wenn  man  sie  auf  den  störenden  Planeten 
anwendet,  durch  dieselbe  Analyse,  die  dort  angewendet  wurde: 

wodurch 

werden,  und  eben  so  erhält  man 

||r  l-e'2  ydf^\ 

^  —    r-\bej 

Die  Factoren,  womit  diese  Ausdrücke  zu  nmitipliciren  sind,  bestimmen 
sich  wie  in  den  Artt.  62  und  63,  nemlich 

X'=  0,     r=  0,     r  =  {\  +  {e^)K'nl,     *^'=  -  (1  +|c^iLV( 

wo  K'  und  U  in  der  Theorie  des  störenden  Planeten  den  K  und  L 
in  der  Theorie  des  gestörten  völlig  analog  sind. 

89. 
Die  Entwickelungen  des  Art.  60  geben  nun  ohne  Muhe 

M'  =  -  jl((2))  +  l«2((3))  +  iig'2((4))_|8in»iy((5))|  sinA- 
-h-^ee'm)8\niK 
-•{-8in»|y((7))sin  (il+JT') 

+4-e((9))8in(5+A-) 
-±.e(HO))sm(g-K) 
-|e'((11))sin(p+2A') 
+l((12))sin(29+Ä') 
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^"  =  !4-((*))+li''H(3))  +  ;i<''M(4))'-|sinH^((6))]cosA- 

-  4-ee'((6))cos2A' 

-  -J-5m4y((7))cos  (JI+JT'; 
-±e((9))co8{g+K) 
-l.e{m)cos(g-K) 
+-^e'{{\i))cos(s+M) 
-l((12))cos{25+A') 

F  =  |ec'((l)) 

+  4-ee'((6))cos8A' 

-  -i  sin«  |y  ( (7) )  cos  ( JI+ JI') 
-^e'{(S))cosg 

+  le((9))'cos(j/+Ä') 
+  |c((10))cos((,-A') 
-|e'((11))co8(j+2A') 
— i-((12))cos(2i,+A') 

0'  =  -  |i(l2.)  +  i^eM  3;)'H.le'M(4j)'-|sin4y((5;)j 
+  -i-((6))sin2A' 
+  ysin»iy((7))sin(JT+JT') 
+  i-e((9,)'sin(</+A) 
-i-e((10))sin(</-A') 
-le'((M,)sin(j+2A') 
-|(:i2))sin(%+A-) 

wo  zur  Abkürzung 

(11,)  =  ,«'a{(i,+8(3>14(2)+4;1)}Jo 

((2)  =  /H'a{2  +2  ll-ÄlO)}.!, 

(^3))  =  w'a{!4)+6i:{)+8i2j+8(1i-8(0)}yli 
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m 
((*) 

((6) 
((7) 
((8) 

((9) 

([9) 

((10; 

((12) 


m'o{3(4)+18f3)  +  16(2)+8(l)-8(0)}.4, 
m'a  {3  (4) +30  (3) +58(i) -4  (li+t^O)}  vi, 
j»'a{(4)+10(3)+14(2)-12(1  +12(0)}/!, 

m'o{(2)+4(1))(BoH-fi2} 

OT'a((4)+8(3)+6(2)-12(1)  +  12(0)}4 

m'o({2)+4(1)}Äo 

/n'a{(3)+4(2)+2(1)}A 
m'a{(1)-'0)}>l, 

m'a{(3)+3(2)-4(1)+4(0)}^ 

m'a{(3)+3(2)-(1)  +  (0)}y|, 

}n'a{(3)+4(2)-8(1)+8(0)}i4j 

»»'a{(2)-2(1)+2(0)}^t 


Orden  sind. 


90. 

Multiplication  der  eben  erhaltenen  Enlwickelungen  mit 
gegebenen  Ausdrücken  fUr  T'  und  ^',  nebst  der  darauf 
Integration  giebt 

[h'nn'P+D[L'nn'fi 

-  l|<''((8))cos(/  +  i-p((9))cos(</+Ar)  _±e((l0))cos((,-Ä')  - 

-i-e'((11))cos(j/+2A')  +-J-((12))cos(2(/+A')  j  rn7 

-  ||.((9))sin(j7+AT +-J-e((10))sin  (</-iSf)  _ 

— ie'((11))8in  (^+2^)  +1(1 2)) sin  (2^+*-)  I  L'n't 

-E\K'nn'fl-P[L'nn'fl 

-  |lp'((8j)sinj/—l-«.((9))'sin (j^+AT) -|e((10))sln (j^-JST)  + 

+|<''((1 1))sin  (g+iK)  +l((12))sin  {2g+K)  \  K'n't 
I-  \-^e{{9)Ycos{g-i-K)  -Ie((10))co8(j,-Ä')  - 

'-|e'((1 1))co.s  (J/+2A')  - -|-((12))cos  (2(/+A:)  j  £'«'/ 
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[US 


c;  =  - 


i)[  =  - 


E[=- 


f;  =  - 


ij  «•  e'(  (6) )  sin  2Ä'- 1  slnH^(  (7) )  sin  (iZ+ JI') 

|T(i2))+i^H(3))  +  ij<''M((*))'+5((8))}— ^sinHy(;5))jcosA• 
^  e  e'(  (6) )  cos  2Ä' +  Y  sin»  4  J(  (7 ) )  CO«  (JI+ JI' ) 

tT((2))  +  H^'<(3))'+^e<'»{((4))  +  3((2))}-|sin2.iy((5))jcosA- 
^ee'{[6))cosiK+-jsm^\J({-))coa{n+n') 

tT<(*'>  +  i«'(!3))'+i'''M((*))'+5({2i)}-|»inH-^((S))!sinA- 
^f<''((6))sin2A'+y8in*iy((7))sin(n+iT') 


91. 
Hieraus  ergiebt  sich  durch  dasselbe  Verfahren  wie  oben 


dW  = 


nebst 


{C'K'+  D'L)  wnY^cosy  -  (£"*"+  F'L')  nn'fismy 


8 


3 


■f  e2  (C'A"+  D'L')  nw'/icosSy  --^e» (ff'A' 


8 


F'I,')nn'/2  sin  3y 


\ 


|''{((9))'-((9)))cos( 
+|e((10))cos( 


-Y-^g-K) 


-4-<'((12))cos(-2y+2j+A') 


8 


K'n't 


|«{((9) )'-((»))} sin  (-y+ff+A-) 
+  |e((10))sin(-y+i,-A-) 
+  ^e((12))sin  (-2y+2j+A) 


L'nt 


8 


6"=(<_|.v;,', 


/)'=  (i-loö; 


8 


5 


¥•  =  (1  _  ^ei)  F[ 


8 


Damit  folgen  weiter 


U3] 
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ndz  ^ 


M'r-hÄ'r)nn72 


\ 


E'k' 


4 
8 


F'lJ)nn't^Qosy 

F'L:)nuftcx>s^ 

F'L'jnn'f^cos'Sfj 


CK 


D'V)  n  n't^ 


•    Infi.'* 


1 


D'L)  nn'ftcosy       ^^(E'h'-h  F'L]  nn't^smg 


2 


DIL')  uw'/2cos;V/  ^-^^2;/r'Ä"^  F'V)  nn'flsin'iig 


^e'^lC'k" 


WO 


>l'==-le'((8))  +  .j|((9))'-|((9))  +  |((l^ 

F=  «,|±((9))'-i-(:9))H.-i((10))-±(«2))}sinÄ' 

gesetzt   worden   sind.      Führt    man    nun    alle   Coefficienlen    auf   die 
A,  und  B^  hin,  so  bekommt  man 


ß'  = 


C'=  - 


f/=  - 


-;-p{24}sinA' 
~ee'{:\0}  sin  2Ä  -  ^sin^  J  J{:M}  sin  (il+//') 
;p^pp'{30}cos2Ä'-+-~sin2JJ{31}cos(ir-h/r') 


E'=  -yep'{25} 


F=  - 


;j^« c'{30} cos  2Ä'-h ~sin2  J  J {3 1 }  cos  (il+JT') 

tTt^^)-»-?i^n27r+3V''M2«r-|5inn'/{29}|sinÄ- 
^e6^'{30}sin2Ä'-hysin2Ji{31}sin(//H-i7'; 


wo 
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[fii 


{23 
{24 
{25 
{26 
{27 
{27 
{28 
{28 
{29 
{30 
{3i 


m'a{(3)-h4(2)+2(<)}ylo 
m'a{4(3)-h11:'2)-i0(i) 

[^1 


10(01}^, 


=  ffil 


<if 


m'o{3(4)+30(3)+61(2)-t-2(1)— 2(0)}i4, 
ffj'o{(i)+10(3j +  19(2) -2(1; +2(0)}y1, 

[8| 
{8} 

IUI 


^)  Störnngeii  der  dritten  Coordinate,  die  mit  f*  mnltiplicirt 

sind,  und  yon  n'dz'  und  v'  herrttliren. 

92. 
Es  ergel)en  sich  hier,  zufolge  der  Artt.  69  und  70,  zuerst 

-„^ysec«  =  l^^„öz+r{^)p 

und    setzt  man,   mit  Weglassung   der   mit   X'  and   S'    multiplicirten 
Glieder,  die  auch  hier  Nichts  geben  können, 

ndt 

^J^secJ  =  Cr+D'^' 

ndt 

SO  bekommt  man  auf  die  nemliche  Art  wie  im  vorigen  Abschnitt: 

^   =  --»-  (57) 

^  =  -ii'-{iir) — ii^^^-''H^) 

Mit  hinreichender  Genauigkeit  werden  hier 
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93. 
Enlvvickelungen  des  Art.  72  geben  nun 

A'  =  -ypVasinJ{(2)-+.4(r:+2(0)}Ä,siniT 
-+.yPm'asinJ{(2)-+-4(4)}ÄoSiniT' 
-+.^pw'asm7{(2)-+.4[1)}Ä2sin(2iT-iT') 
-+- ^f'm'a sin J (2)^1  sin  {H-^n) 

ß'  =       yPm'crsin7{(2)-+-4;1)}ÄoCosiT' 

-;iem'asinJ{(2)-+.4(1)}ir2Cos(2iT-iI'} 
—  ^jü^e'm'asinJ  (2)ir,  cos  (il— 2il'j 


8 

Tis 


-^ (' m'asin  J{(2) +  4(1)} Ä2 cos  (2il-ir) 


—  ;it''m'«sin7  iSjÄ,  cos  [n—^n', 
^^e'ni'asinJ  J)Bi  sin  (n^2W) 


94. 

Iliplicirt   man    liierauf  mit    den  oben    angegebenen   Werthen 
und  ^',  und  inlegrirt,  so  bekommt  man 

"'-.  =  -^(A'K'—B'L')nHfi 


COS 

dp    ^ 

cos 


da  hier  wieder 

Ige  des  Art.  73  hervorgeht: 
^  'Lf^A'K'-B'L'jnn't'^sing      4-y  (C'A'-D'rj  nn't^cosg 

d.  K.  ä.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  XVIII.  28 
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Wie  iD  dem  aDgeführteD  Art.  hätten  auch  hier  da>  erste  und 
beiden  letzten  Glieder  weggelassen  werden  künnen.  da  >ie  vor 
vierten  (Jrdaunu  sind. 

Bringt    man   die    Criefficienten    auf  die  im  Vorhencebeoilrn 
ur^fülirte  FornK  tc  werden 

+^ya-Asm  n-in' 

Iß       * 


m 


6"=  je'[ri)coan-*^f[U}cos'^ll-n'  -i<''{3ö}eos  H-J/I 

f)'=  _.'-jr{3ijsin  in—n',-*^i''{:iö)sm  iI-?/7' 

WO 

{3ä)  =  |li) 
{33}  =  |I8) 
{3i)  =  |l6I-(18| 
(35)  =  H») 


?^)  St4)run{;en  der  mittleren  Liins^e  und  des  Radius  Te 
die  mit  /'  multiplicirt  sind,  und  von  der  dritten  Coon 

d(^  störenden  Planeten  herrühren. 

Nor   iill<'ii  Dingen   iiiilssfii  wir  jtMzt    die  FunrliontMi   T' 
(•infülinMi,  die  dctii  slörciidt'n  Pliinclcii  ziikoiiiiuen,  und  den  T 
der  ArH.  7(>  odiT  8(5   \ölli.«  iinalo,!<  sind.      Ks  werden  hieriuil 
K(*zei<'liniini{(rn  des  Art.  7."» 

,  =   1  //  /,  ---•-.  =  L  n  l 

und 

()./    =  —rti't 

()  //  z=  —  rnsov  J.  T'n  i 


U71 
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Ferner  sind  jetzt 

dcfr  iibr\ r  .  ihr 


'^--\  &)  ™^«  ■»  +  llfr)  <""*  'l  '-■»■'-  (n)  £-"«■< 


"wdT 


de 


de^ 


- ! P)  '^osec  J+  (J^)  CO.«  J|  7"«'/-  (^)  (/'„'< 


96. 


Aus  dem  Art.  60  bekommt  man  hierauf 


KUjcosec^+Qcotgj; 


e'sin  i  Jm'o  {(2) +2  (1 ) -2  (0)}  yl,  cos  (JT- JI') 
Yesin4^J'?«'o{(2)+8(1)+t2(0)}fi,cos2JT 
l^^'sin  47«'«  {(2)  +4  (t )}  fio  cos  (/r+JT') 
-♦-  sin  I  Jm'o  { ( 1 )  +  5  (0) }  B,  cos  (y + 2JI) 


-tlöT?)  *="*"""'-*- (STT')*'*"«"'!  = 


—  rsin^7m'a{(2) 

—  <;sin^7w'a{(2) 
yp'sin^  J/n'a{(2) 

-siniJm'a{{1) 


.2^11-2(0)}^,sin(JT-/I') 
8(1)  +  12(0)}Äisin2/I 
4[1)}Äosin(iI+iT') 
.5(0;}Äjsin(^-+-2liI) 


und  es  sind  wieder 


K = • . 


(")= 


0 


zu  setzen. 


97. 

Substituirt   und    integrirt  man,    so   erhält   man,   da   wieder  die 
Glieder,  die  g  enthalten.  Nichts  geben  können: 


(jr  = 


(     1 
1 


\  T'nn'fi 


d^  ^\ 


y6'siniJm'a{(2)+2(4)-2i:0))^,cos(iT-iI'; 

-+-y/sin^Jm'a{i2)-+-4(fi}iroCos(iI-+-/Z') 
-4-^'sin^7m'a{(2)-+.2(1)-2(0)}yl,8in(/I-/I') 
-♦--|-e'sin|7//«'a{2)+8(1  4-1 2 (0)}Ä,  sin ^JT  i  Tnuß 

-  -i/sin  J  Jm'«  { [%  +  4 1 1) }  Ä„  sin  ^n-^ll) 

28* 
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lind  iiiermit  auf  dieselbe  Weise  wie  früher 

ndz  =  CTtin'f^sing  +  DTnnPcosg 

V  =  —^C'Tnn'ficosg-i-^D'Tnn'Psmg 

Die  Cooflicienten  liaben  hier  die  folji;(mden  Ausdrücke: 

C  =  -J-*''sinjy{3fi}cos(i/-IT')  -yPsiniJ(:{7}cos2JT+-|-c'sin4J{:<8)i'osn4 

//=  lp'sin[7{3f.}sin(J/-jr)—  |<'sin«y(37}sin277+-|-p'siniJ{38}sinJI+ 

in  welchen  die  Coefftcienten  dieselben  sind,  wie  im  Art.  79,  neralich 

{:{6)  =  2(nj-(8| 
{37}  =  {9} 
{38}  =  |11] 


0)  Störnngen  der  dritten  Coordinate,  die  mit  t*  mnltipliei 
sind,  und  von  den  Störungen  der  dritten  Coordinate  d 

störenden  Planeten  herrUlireii. 


98. 


Dom  Vorhergehenden  onalog  sind  jelzJ  die  Functionen 
-,-seci  =  _](^^..  rosec./-|-(j^,)colgJ[r»/-(5^)t  nl 


ZU  (Milwickeln.     Zu  dem  Ende  giel)l  der  ArL  li 
-|(|^)cosec./+(J^,)cotgj!=ä6V  = 

_± (>/,„'«{  i  +4  I  }Ä„cos//' 
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|(JJ)cosecJ+QcotgJJ=2E;  = 

-»-yc'»m'a{i2)+4(l)+2(0;}B,  ~ysin2iym'a(0){2Co+C2)|  sinJT 
-  -ice'm'a  {(2) +4{< ;}  Ä^  sin  (2/1-/7') 
+  ^e'iOT'o  (2)Bi  sin  (/T-2/I') 

^M|  =  l/»'o(0)B,siu/I  =  2Z)' 

—  (jj^l  =  y  w'a  ,0)  Ä,  cos  II  =  2F' 


'Woraus 


^''-.=  {C;r+D'U')nn'fi 


COS 


-^.  =  (E;r+F'U')nn'P 


folgen. 


99. 


Auf  dieselbe  Weise  wie  im  Art.  82  geht  hieraus  hervor 


cost 

*f  rrf 


2 

-^(Cr-^D'U'inn'flsing  -¥  [E'T'-^ F'U')nn!fi cos g 

4.1e2  (C'r'+  ö'f/')  rtM'<2sin  3^  +4«^  [E'T'+  P'U')  nn'flco&Zg 

in    welchem    Ausdruck    die    Coefficienten    wie   folgt   zusammen  ge- 
setzt sind: 

- -J-ee'{43}  cosH'- ^ee'{44}cos  (2//-/I')  +  ^e'M*5)cos  (/T-2/I') 

Z)'=  -|-{39}sin/T 

£'=  11(39} +le2{io}'+^e'Hi1}-|sinHy{42}|sin/I 
_JLee'{44}sin(2/T-/2')  +~e'n45}sin  (/T-2/Z') 

F=  --J-{39}cos/I 
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wo 

{39}  =  (16) 

(40)  =  (17) 
(iO)'=(«7)' 

(41)  =  (18) 

(42)  =  m  a  0;(2Co-+-C2) 

(43)  =  (20) 

(44)  =  (21) 

(45)  =  (22) 

Hieinil  sind  alle  mit  P  iniiltif)lieirten  Glieder  entwickelt. 

100. 

Die  Behandlung  der  von  den  Coordinaten  des  störenden  PlaoeteD 
abhängigen   Glieder    ist   in   dem   Falle,    in  welchem    mehr  wie  ein 
störender   Planet  vorhanden   is! ,   etwas  anders   w  ie  die   im  Arl.  81 
erklarte  Behandlung   der  Glieder,   die  \on  den  Coordinaten  des  ge- 
störten Planeten  herrühren.     In  Bezug  auf  die  erstgenannten  Glieder 
ist  Nichts  weiter  zu  bemerken,  als  dass  jeder  störende  Planet,  welcher 
Einfluss  äussert,  Glieder  hinzufügt,   die  den  hier  entwickelten  völlig 
ahnlich    sind,    und   dass  von    allen   diesen   Gliedern    schliesslich  die 
Summe  zu  bilden  ist.     Selbstverständlich  ist,    dass   man    in   den  mit 
A",  L\  T\  ly  bezeichneten  Functionen  alle  Glieder  aufnehmen  rauss. 
die    auf    den    betreuenden    störenden    Planeten    merkliche    Wirkung 
äussern. 


§.  7.  x\nwen(lnng  der  vorhergehenden  Entwickelungen 

auf  den  Jupiter. 

Berecliiiung  der  vom  Saturn  bewirkten  BreitenstSrungen 

des  Jupiters. 

101. 

Die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Störun^ei 
d(jr  Länge    und   des  Radius  Vectors   auf  die  vom   Satom   bewirkte! 
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orangen  des  Jupiters  wUrde  nur  ein  imvollkominenes  Resultat 
'ben.  Für  diesen  Zweck  hatten  noch  viele  Glieder  höherer  Ord- 
ingen  entwickelt  werden  müssen,  auch  hat  auf  diese  St()run4»en 
IS  Quadrat  der  störenden  Kraft  nicht  unmerklichen  Einfluss.  Die 
irlsctzung  des  hier  angewandten  Verfahrens  würde  aber  auf  un- 
>ersehbare  WeitlHuBgkeiten  führen,  und  es  ist  daher  am  zweck- 
ässigsten,  diese  Störungen  so  zu  berechnen,  wie  ich  es  früher  in 
einer  Berliner  Preisschrift  angegeben  habe,  wobei  die  Verein- 
chungen,  die  ich  später  veröffentlicht  habe,  mit  benutzt  werden 
innen.  Die  Kntwickelung  der  Störungsglieder  nach  den  Sinus  und 
Dsinus  der  Vielfachen  der  excentiischen  Anomalie,  die  für  die  kleinen 
laneten  von  wesentlichem  Nutzen  ist,  braucht  der  Kleinheit  der 
3lreffenden  Excentriciläten  wegen  beim  Jupiter  nicht  in  Anwendung 
»bracht  zu  werden,  sondern  man  kann  hier  statt  dessen  die  mittleren 
Qomalien  anwenden. 

Obgleich  nun  zwar  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  auf  die 
im  Saturn  in  der  Länge  und  dem  Radius  Vector  des  Jupiters  be- 
irkten  Störungen  nicht  anwendbar  sind,  .so  ist  doch  bei  den  übrigen 
:)rungen  des  Jupiters  das  VerhUltniss  ein  anderes.  Alle  übrigen 
irungen  dieses  Planeten,  die  vom  Saturn  bewirkten  Breitenstörungen 
igeschlossen ,  können  durch  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  mit 
inschenswerther  Genauigkeit  berechnet  werden. 


102. 

Die  elliptischen  Elemente,  die  den  Rechnungen  zu  Grunde  gelegt 
rden  sollen,  sind  die  folgenden: 


Jupiter 

Saturn 

4 
"»  =   105» 

"*   -  35Öb 

n  =  t09256:'7a 

n   =  43()96'.'127 

e  =  0.0481621 

e'  =  0.0561505 

TT  =  M«  7'38"      ;r'=  89"  8' 20" 
t  =  1  18  51.6     r  ==   2  29  35.9 
Ö  =  98  25  45       «'=111  56  7 

Iga  =  0.7162371  Igo'  =  0.9794963 
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Sie  sind  auf  den  Anfang  des  Jahres  1800  bezogen,  und  die  Eiuhi 
der  Zeit  ist  Ein  Julianisches  Jahr.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art. 
erhielt  ich  hieraus 

J  =  1  «15' 12:5 
0  =  207H0'  28:4  ,  ^P  =  194"!  0'  30':2 

//=    65    1  25     ,  //'=  143    1   43 


103. 

Die  Entwickelungscoetücienten  4,,  Ä,,  C^  habe  ich  nach  den 
der  ersten  Abhandlung  über  die  Störungen  der  kleinen  Planeti 
und  die  Diflerentialquotienten  derselben  nach  den  von  Legendre 
den  «Exercices«  gegebenen  Formeln  berechnet,  und  die  folgenc 
Werthe  gefunden: 


(0)A  = 

1.090165, 

:1).lo  =  0.22067 

(0)^,  - 

0.31041  , 

(1)i4i  =  0.40456 

(0).l2  = 

0.12889, 

(1)J2  =  0.30151 

(2)-4o  = 

0.42790  , 

;3).1o  =  0.9848 

(2;.l,  = 

0.37995  , 

(3).l,  =  1.0457 

(2;.l,  = 

0.52397  , 

3)^2  «=  1.0163 

[^]\ 

=  3.7383 

(4)^li 

=  3.7169 

(41.42 

=  3.9953 

(0)^0  = 

1.18907 

(liJJo  =  2.18551 

[0]B,  = 

0.86922 

(I1Ä1  =  2.26850 

(0)/?2   = 

0.56825 

(1)Ä2  =  1.99721 

tO)  B,  = 

0.35368 

■  1)^3  =  1.5780« 

(0)^4    = 

0.21406 

[\)B^  =  1.16192 

(0)Är,  = 

0.12724 

(1)Ä5  =  0.81483 

(Oji?,  = 

0.07407 

XB^  =  0.55  i  60 

\SS]B,  = 

0.0i34l 

[\)B-i  =  0.3635 

iOji^K  = 

0.02506 

\  B^  =  0.210^) 

♦  '. 


;   Durch  Induction  aus  den  vorliergelienden  berechnet. 
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(2)B„  =  7.89952 

(3)Ä. 

=  36.7145 

(2)Bi  =  7.67757 

(3)Äi 

=r  36.7265 

{i)Bi  =  7.51623 

{3)Ä, 

=  35.773 

{i)B3  =  6.96268 

(3)  A3 

=  34.806 

(2)  £4  =  6.03106 

(3)  A4 

=  32.70 

(2)^5  =  4.94174 

(3)** 

=  29.71 

(2j£,  s  3.8221 

(3]Ä, 

=  27.70  •) 

(2)B7  =  2.874 

(3)B, 

=  25.7') 

(i)Bs  =  1.97*) 

(0)Co  =  2.055 

(<)Co 

=  8.657 

(0)C,  =  1.849 

(<)Q 

=  8.476 

[Q)C^  =  1.475 

(V)C2 

=  7.724 

(OjC'a  =  1.091 

{^]c. 

=  6.571 

(0)C4  =  0.768 

m, 

=  .').275 

(OjCs  =  0.521 

(<)Cs 

=  4.180 

(0)C«  =  0.344 

Werthe  älimnien,  soweit  die  Vergieichung  möglich  ist,  mit  denen 
ec.  cel.  nahe  überein.  Zur  Berücksichtigung  des  zweiten  Gliedes 
törungsfunction  geben  die  obigen  Elemente 

a  =  0.54543 

u folge  des  Art.  9  sind  es  also  die  Werthe 

(0)i4i  =  0.03769  ,  (\)Ax  =  0.^3184 

(0)^0  =  0.64364 

att  der  oben  angesetzten  in  den  Rechnungen  angewandt  werden 
n. 


104. 

)ie   obigen   Elemente  geben,    wenn    die   Secunde    zur  Einheit 
ht  wird 

Igm'asin/  =  9.84706 

lie  Substitution  sowohl  dieses  Werthes,    wie  der  des  vor.  Art. 
Ausdrücke  des  Art.  18  gab  die  folgenden  Zahlen,  von  welchen 
Klammern  eingeschlossenen  die  Logarithmen  bedeuten: 
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\.  Hansen, 

für  i 

^  —  1 

rur 

i=  1 

(*)  = 

(8.5683) 

i<)  = 

(8.8591) 

(2)  = 

(8.0209  n) 

(2)  = 

(8.8983/1) 

(5)  =  . 

-  0ri654 

(5)  =  . 

-  K'4047 

(6)  = 

(8.02921 

i6)  = 

(7.703) 

(7)  = 

(7.4879) 

(7)  = 

(7.488) 

(«)  = 

:7.6692) 

(8)  = 

(6.857) 

(9)  = 

i8.0293f?' 

(9)  = 

(7.346/1) 

(10)  = 

(7.6804) 

(10;  = 

(6.987) 

iH)  = 

(8.5683) 

.<<    = 

(7.6696/1) 

(12)  = 

(8.8983  n) 

Il2]  = 

8.2355/1; 

(21)  = 

(6.857  wj 

(22)  = 

:,7.488) 

23)  = 

;7.«19nl 

l24)  = 

■  6.368  wj 

für  i 

=  -2 

rur 

1  =  2 

(1    = 

7.954 

,1;   = 

(8.7969, 

(2;  = 

:7.736 

('*'•  = 

.8.9259/1; 

■:s)  =  • 

-0:'6-468 

■ft'  =  . 

-  0'.'25f7 

(6;  = 

7.952; 

(6    = 

(7.376 

(7)  = 

(6.299j 

(7)  = 

6.300J 

(8;    = 

(7.789' 

.8)  = 

(6.586) 

(9)  = 

(8.216  m) 

(9)  = 

(7.097 /?) 

(10)  = 

(7.981; 

(10)  = 

(6.769) 

(11)  = 

(8.8315) 

(11)  = 

(7.964 /ij 

(12)  = 

(8.9731 /j; 

(12)  = 

(7.781  /?; 

(21)  = 

(7.364  w) 

(22)  = 

(7.952) 

(23)  = 

(7.981  w) 

(24)  = 

(6.41 4  wj 

für  1 

=  -3 

für 

1  =  3 

(<)  = 

(7.670  wi 

i|i  = 

(8.6872) 

(2)  = 

(8.0311 

..2)  = 

(8.8637/1) 

:»)  =  • 

-0'.'3979 

,5)  =  . 

-0:'1499 

(6,1  = 

(7.641) 

f6-)  = 

(6.8f8) 

J,  = 

7.299 /r 

(7)  = 

(7.300  n) 

(8)  = 

(7.811) 

;8)=. 

(6.674) 
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(9)  »      (7.046  n) 

(10)  as      (6.679) 
(14)  =      (7.969«) 
(42)  s      (7.041  tt) 


(9)  = 

(8.284  n) 

(10)  = 

(8.443) 

(H>  = 

(8.8594) 

(12)  = 

(9.4696n) 

(21)  = 

(7.669  n) 

(22)  = 

(8.263) 

(23)  = 

(8. 144») 

l24)  = 

(6.368») 

für  i 

=  -4 

(1)  = 

(7.964  n) 

(2)  = 

(8.036) 

(5)  = 

-  o:'2424 

(6)  = 

(6.512«: 

(7)  = 

(7.491  n) 

(8)  = 

(7.774  n) 

9^  = 

^8.274«) 

;10)  = 

(8.447 

(14)  - 

(8.7969) 

(12)  =■ 

(9.41 43  n) 

(21)  = 

(7.789  n) 

(22)  = 

(8.3903) 

(23)  = 

(8.3930  h) 

(24)  = 

(6.270  n) 

für  i 

=  -5 

(4)  = 

(7.969  n) 

(2)  = 

(7.955) 

(5)  = 

-  0'.'1 423 

(6)  = 

(7.481  n) 

(7)  = 

(7.520  n) 

(8)  = 

(7.698) 

(9)  = 

(8.21 9 n) 

(10)  = 

(8.419) 

(14)  =  • 

4-  0'.'04678 

(12)  = 

-  0'.'09935 

(13)  = 

(6.698) 

(U)  = 

(6.682  n) 

Oö)  = 

(5.001) 

für 

*  =  4 

(4)  = 

(8.5482) 

(2)  = 

(8.7540n) 

(5)  =  . 

-  0r0869 

(6:  = 

(6.447«) 

(7)  = 

(7.494  n) 

(8)  = 

(6.773) 

.;9)  = 

(7.040n) 

(10)  = 

(6.639) 

;i  1)  = 

(7.855  n) 

(42)  = 

(6.949) 

für 

t  =  5 

(4)  = 

(8.3892) 

(2)  = 

(8. 64  50  n) 

(5)  =  . 

-0:'W92 

(6)  = 

(6.820«) 

(7)  = 

(7.520») 

(8)  = 

(6.700) 

(9)  = 

(7.046») 

(40)  = 

(6.086) 

(4  4)  = 

(7.764«) 

(42)  = 

(7.444) 
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Hansr», 

(«6)  = 

(4.764) 

(17)  = 

(6.766  n) 

(18)  = 

(7.4529) 

(19)  = 

(7.6486  fi) 

(20)  = 

(7.3460) 

(21)  = 

(7.8104  n) 

(22)  = 

(8.4176) 

(23)  = 

(8.4241  n) 

(24)  = 

(6.139n) 

(25)  = 

(6.658) 

(26)  = 

(7.4288  n) 

(27)  = 

(7.7241) 

(28)  = 

(7.5470  n) 

(29)  = 

(5.563) 

(30)  = 

(5.929  n) 

fUr  t 

=  —6 

fUr 

t=>  6 

(1)« 

(7.888  n) 

(<)  = 

(8.2164) 

(2)  = 

(7.8.32) 

(2)  = 

(8.4563  n) 

(5)  =  . 

-0'.'0813 

.      iS)  = 

:8.4847r) 

(6)  = 

(7.61  7  m) 

(')  = 

(7.483  n) 

(8)- 

(7.579) 

(9)  = 

(8. 1 30  «) 

(10)  = 

(8.051) 

(11)  = 

(8.5482) 

(11)  = 

^7.616n) 

(12)  = 

(8.8672  h) 

(12)  = 

(7.254) 

(21)  = 

(7.773  n) 

(22)  = 

(8.385) 

(23)  = 

(8.394  n) 

(24)  = 

:5.986w) 

mr  t 

=  -7 

für 

i=  7 

(1)  = 

(7.765;») 

;i)  = 

^8.0140) 

,2)  = 

7.683 

2)  = 

8.2832/1) 

■:•-')  =  • 

-  0:'0453 

} 

(8.2460  w) 

(6-;    = 

(7.622«) 

(7)  = 

(7.401  n) 

(8)  = 

(7.446) 
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(9)  =  (S.onn) 

(10)  =  (7.953) 

(n)  =  (8.3895) 

m)  —  (7.508n) 

(ii)  =  (8.7099n) 

ar,  =  (7.2691 

(21)  =  (7.698n) 

üi)  =  (8.3H) 

(23)  =  (8.324  n) 

(24)  =  (5.818n) 

(25)  =  (6.765) 

(26)  =  (7.546  w) 

(27)  =  (7.850) 

(28)  =  (7.680n) 

(29)  =  (5.43) 

(30)  =  (5.77») 

)e  diese  Grössen  einzeln  angeführt,  damit  man  erkennen 
he  Glieder  ich  aufgenommen,  und  welche  ich  Übergangen 
vichtigeren  derselben  habe  ich  zweimal,  die  unwichtigen 
mial  gerechnet. 

mittelung  des  Grades  der  Genauigkeit,  die  in  den  Coeffi- 
verschiedenen  Abtheilungen  erforderlieh  ist,  dienten  die 
orher  berechneten  Werthe: 


1--^ 

n 


0.59731 

1.4946 

1.7919 

2.3893 

2.9866 

3.5839 

4.1812 


Inlegrationsdivisoren  geben. 


105. 

lan  nun  die  im  vor.  Art.  berechneten  Coefßcienten  nach 
I  des  Art.  35  zusammen,  so  bekommt  man  das  folgende 
Iches  in  tabellarischer  Form  zusammen  gestellt  i 
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«^(If) 


<j>r 

sin 

cos 

g.r 

sin 

oos 

-3,1 
-2,1 
-\.\ 

0,1 

1,1 

2,1 

+  0"002 
+  0.063 

—  0.370 
+  0.059 

—  0.395 

—  0.009 

+  o:'oo3 

-0.049 
—  0.264 
-0.069 
+  0.089 
+  0.018 

-4,5 

-3,5 

-2,5 

-1,5 

0,6 

1,5 

2,5 

—  0:'00266 

—  0.01280 
+  0.09701 

—  0.0099 
+  0.044 

—  0.039 
-0.004 

-0700^74 
+  0.02455 
+  0.01703 
-0.1282 
-0.032 
—  0.031 
-0.004 

-3,2 

-2,2 

-1,2 

0,2 

1,2 

2,2 

+  0.009 
-0.0239 
-0.446 
—  0.0791 
-0.001 
+  0.006 

-0.002 
-0.1010 
+  0.404 
-0.0545 
+  0.250 
+  0.010 

-3,6 

-2,6 

-1,6 

0,6 

1,6 

2,6 

+  0.020 
+  0.029 
-0.070 
-0.017 
—  0.022 
-0.004 

+  0.016 

—  0.069 

—  0.011 

—  0.035 
+  0.021 
+  0.001 

-3,3 

-2,3 

-1,3 

0,3 

1,3 

2,3 

+  0.0050 
-0.147 
+  0.1915 
—  0.055 
+  0.146 
+  0.010 

-0.0159 
+  0.034 
+  0.3297 
+  0.071 
+  0.031 
+  0.001 

-4,7 
-3,7 

—  2,7 

-1,7 

0,7 

1,7 

2,7 

+  0.002 
+  0.0168 
-0.043 
-0.015 
-0.025 
+  0.009 
0.000 

+  0.005 
-0.0138 
—  0.029 
+  0.03i 
+  0.007 
+  0.015 
+  0.003 

-3,4 

-2,4 

-1,4 

0,4 

1,4 

2,4 

-  0.025 
+  0.003 
+  0.216 
+  0.052 
+  0.037 
+  0.004 

—  0.007 
+  0.131 

—  0.069 
+  0.051 
-0.079 

—  0.006 

Der  Factor  C  des  Art.  34  erhult  den  Wertli 

C  =       2  (9.6985)  sin  (y-^) 
+  2  (8.0798)  sin  (y-2^) 
+  2  (8. 5576  w)  sin y 
+  2  (6.6383)  sin  (y-3^) 
+  2  (5.2696)  sin  fy- 4^) 
+  2(4.065wisin(y-2^) 

und  die  Coefficienten  der  Artt.  28  und  33  haben  die  folgenden  Werlbe: 

//•^)  =r  (8.3813)  d<2)  ^  (4.366/1) 

rf^)  =  (6.939)  • 

ijH)  =    ;5.571) 

rf^)  =  (8.8590/1) 

WO  wieder  die  in  Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarilhm^n 
der  Coefßcienten  sind.  Die  vorstehenden  Glieder  sind  zwar  voll- 
stündig  angeführt,  aber  man  braucht  viele  davon  ihrer  Kleinheit 
wegen  im  gegenwärtigen  Falle  eicht. 
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106. 

ie  Multiplication  und  die  Integration  gab  nun  das  in  folgender 
zusanimeDgestellte  Resultat : 


.  9,r 

sin 

cos 

Y'   9.r 

1 

sin 

cos 

,-3,1 

,-2.1 
,-1,1 

,-1,1 

—2,1 

—  1,) 

0,1 

—3,1 

— orooi 

+  0.001 

—  0.003 
+  0.001 

+  0.-O10 
-0.112 

—  0.007 
+  0.011 

+  07001 

—  0.002 

+  0.001 

0.000 

+  0.007 
+  0.037 
-0.005 
-0.011 

0,     0,2 

-1,     1.2 

-2,     2,2 

1.-1.2 

8.-2,2 

-horois 

-0.020 

0.000 

-1-0.120 

—  0.007 

-o:'oo4 

-0.014 
+  0.001 
+  0.200 
+  0.006 

0.  1.2 
-1.     2,2 

1.  0,2 
2,-1.2 

+  0.001 
-0.001 
-0.002 
-^0.003 

+  0.001 
+  0.039 
-0.107 
+  0.005 

4   4 

+  0.001 

—  0.312 

0.000 

-0.133 

+  0.001 

—  0.217 
-0.001 

—  0.093 

0,1 
-2,1 

0.-3,3 
-1.-2.3 
-2,-1,3 

1,-4,3 

+  0.004 

-0.037 

-0.002 

0.000 

-0.001 

+  0.044 

0.000 

-0.003 

0  1 

—  0.001 
+  0.025 
-0.00% 
+  0.095 

—  0.003 

+  0.022 

-0.025 

0.000 

—  0.059 

—  0.002 

2,1 

-1,1 
-2,1 

0,-2,3 
-1,-1,3 
-2,     0,3 

1,-3,3 

-0.032 
-0.101 
+  0.001 
-0.059 

-0.060 
+  0.006 
+  0.002 
+  0.018 

1,1 
2,1 

0.1 
-1.1 

0.000 
-0.076 
+  0.334 
+  0.002 

+  0  002 

+  0.017 

-0.079 

0.000 

0,-1,3 

-1.     0,3 

1,-2.3 

2,-3,3 

+  0.004 
+  0.054 
+  0.482 
-0.00^ 

+  0.002 

+  0.091 

+  0.790 

0.000 

2,1 
3,1 
1,1 
0,1 

+  0.005 
-0.002 
—  0.006 
+  0.008 

+  0.001 

-0.007 

0.000 

+  0.001 

-0.001 
+  0.003 
-0.004 
—  0.002 

0,     0,3 

-1,     1.3 
1,-1,3 

2.-2,3 

—  0.001 
-0.011 
+  0.043 
+  0.012 

—  0.006 
+  0.014 
-0.030 
+  0.019 

+  0.002 

—  0.003 

—  0.008 
-0.001 

0,  1,3 
-1,     2.3 

1.  0,3 
2,-1.3 

+  0.001 
+  0.019 
-0.043 
+  0.001 

-0.001 
+  0.004 
-0.007 
-0.001 

^1,2 

0,2 

—  3,2 

+  0.020 
+  0.028 
—  0.004 
-0.010 

—  0.018 
-0.334 
+  0.004 
-0.025 

0,-3,4 
-1.-8.4 
-2,-1,4 

1.-4.4 

-0.001 

-0.032 

0.000 

-0.008 

-0.008 
-  0.021 
+  0.001 
-0.004 

,-1,2 
,    0,2 

,-2.2 

-0.011 
-0.184 
—  0.977 

+  0.010 
+  0.170 
+  0.254 

0,-2,4 
-1.-1,4 
-2,     0,4 

1.-3,4 

+  0.022 
-0.005 
+  0.001 
+  0.008 

-0.005 

+  0.049 

0.000 

+  0.106 
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7'     9'^ 

sin 

cos 

y.    9^r 

sin 

cos 

0,-1,4 

-1,     0,4 

1,-2,4 

2,-3,4 

+o:'ooi 

+  0.044 

—  0.279 

0.000 

—  o:'oo3 

-0.015 
+  0.099 
+  0.003 

0,-3,6 

-1,-2,6 

1,-4,6 

+  0:'002 
+  0.006 
+  0.025 

-  orofli 
+  o.öo: 

+  0.017 

0,-2,6 

-1,-1,6 

1,-3,6 

2,     4,6 

-0.002 
+  0.007 
-  0.022 
+  0.001 

O.OO«! 
-  0.013 
+  0.060 

0.000 

0,     0,4 

-1,     1,4 

1,-1,4 

2,-2,4 

—  0.002 
+  0.008 
-0.013 
-0.007 

—  0.001 
-hO.OOi 
-0.007 

0.000 
+  0.008 
-0.019 
+  0.002 

0,-1,6 

-1,     0,6 

1,-2,6 

2,-3,6 

0.000 
-0.010 
+  0.023 
-0.001 

+  0.0ö< 
-  0.00< 
+  O.OOi 

+  m\ 

0,  1,4 
-1,     2,4. 

1,  0,4 

—  0.001 

—  0.009 
+  0.017 

0,-1,5 

-1,-3,5 

1,-5,5 

0.000 
+  0.065 
-0,001 

-0.268 

—  0.010 
+  0.001 

—  0.005 

0.000 
+  0.025 
+  3.635 

-0.001 
+  0.168 
—  0.001 

0,     0,6    '    +0.001 

-1,     1,6        -0.002 

1,-1,6        +0.002 

0.000 
-  O.OOi 
+  0.007 

0.000 

0,-3,5 
-1,-2,5 
-2,-1,5 

1,-^,5 

—  0.045 

+  0.013 

0.000 

+  0.012 

*,  ^^  *,  " 

0,-4,7 

-1,-3,7 

1,-5,7 

0,-3,7 

-1,-2,7 

1,-'1,7 

— I—  Vf  .  W  1 

+  0.003 

0.000 

+  0.001 

— 11.003 
+  0.003 
+  0.003 

0,-2,5 

-1,-1,5 

1,-3,5 

—  0.006 
+  0.007 
+  0.452 

—  0.001    '    -O.OÖl 
+  0.005       -0.003 

—  0.043       +O.0H 

0,-1,5 

-1,.    0,5 
1,-2,5 
2,-3,5 

-0.001 
—  0.002 
+  0.008 
+  0.087 

0.000 
-0.021 
+  0.066 
+  0.011 

0,-2,7    '         0.000 
1,      1,7    1         0.007 
1^-3,7       +0.019 

2,-4,7        —0.001 

1 

+  0.001 
-  0.005 
+  0.015 
+  0.001 

0,     0,5 
-1,     1,5 
1,-1,5 
2,-2,5 
3,-3,5 

-0.001 
+  0.006 
-0.011 
0.000 
+  0.003 

+  0.002 
—  O.OOi 
+  0.006 
+  0.002 
0.000 

0,-1,7 

-1,     0,7 

1,-2,7 

0,     0,7 

-1,     1,7 
1,-1,7 

0.000 
-  0.002 
+  0.003 

0.000 
+  O.OOI 
—  0.008 

0.000 
-0.003 
+  0.004 

0.000 
+  0.001 
-O.OOI 

0,  1,5 
-1,     2,5 

1,  0,5 

0.000 
—  0.004 
+  0.007 

0.000 
—  0.003 
+  0.0Ö5 

Die  Summen  der  Coeflicienlon  einer  jeden  Abiheilung  dieser  Tal 
sind  die  Coefficienten  von  f/:cosi.  Ehe  ich  dieselben  anführ 
will  ich  als  Beispiel  der  Rechnung,  die  die  vorstellende  Ta 
gegeben  hat,  die  der  Abtheilung,  welche  die  grössten  Coel 
cienten  enthüll,  ausführlich  und  genau  in  der  Form,  wie  ich 
getilhrt   habe,    angeben.      Es    ist   dies   die    Sinusabtheilung   für  5 
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Logarithmen  der  betreffenden  Integrationsfactoren  sind  die  fol- 
Jen, 

5,5  -4,5  —3,5        -2,5        -1,5  0,5  1,5  2,5 

H2w,    9.9945n,    1.87l9n,,    0.0059,    9.7018,    9.5248,    9.3993,    9.3022 

gleichwie  die  (^oefficienten  von  C  auf  den  unteren  Rand  eines 
:ies  Papier  geschrieben  worden  waren.  Die  vollständige  Rechnung 
il  nun  so: 


sin 


1 
9 

-4,5 
7.425W 

-3,5 
8.1072n 

-2,5 
8.9868 

-1,5 
7.996« 

0,5 
8.643 

1.5 
8.591 « 

-1        7.124n 

-2i 

0        5.98 
-3 

1 

7.8057«  i 
6.187« 
6.665      ' 

8.6853 

7.066 

7.544« 

7.695« 
6.075« 
6. 554      1 

8.342 
6.723 
7.201 n 
5.281 

8  290  « 
6.671 n 
7.149 

1 

-1.-3,5 
-0.00133 

+           46 

-1.-2,5 

—  0.0064 

-  35 

-1,-1,5 

+  0.0485 
-           2 
+           4 

-1.0,5 

-0.0049 
+         12 
-         16 

-1,1,5 

+  0.0220 
—           1 
+         14 

-1,2.5 

-0.0195 
+           5 

—  0.00087 
6.940;? 

—  0.0099 
7.996« 

+  0.0487 
8.688 

—  0.0053 

7.724« 

+  0.0233 
8.367 

—  0.0190 
8.279« 

8.812 
7.193 
7.671 w 

8.002« 
6.86 

8.390 

6.77 

7.249« 

7.249« 

7.766 

7.581  n 

i    1.-3.5 

+  0.0013 
+           2 

1,-4,5 

+  0.0064 

-  12 

—  1 

1.-3,5 

-  0.04846 
+           12 

-  46 

-  2 

1.-2.5 

+  0.0049 
—           5 
+         35 

1,-1,5 

—  0.0220 
+          6 

-  4 

1.0,5 
+  0.0195 

+         16 

+  0.0015 
7.176 

+  0.0031 
7.708 

—  0.04882 
8.6886« 

+  0.0079 
7.898 

—  0.0219 
8.340« 

+  0.0211 
8.324 

(i) 

(3) 

ro) 

6.869n 

7.703«- 

0.5605 
8.942 
•  7.500 
9.420« 

7.904 
6.76« 

8.042« 
6.90 

7.849 
6.708« 

{ 

0,-4,5 

0,-3,5 

-0.005 
-0.263 

0.-2,5 

+  0.001 
—  0.001 

0.-1.5 

—  0.002 
+  0.001 

0,0,5 
—  0.001 

0,1,5 

tiandl.  d.  K.  S.  GesellBcb.  d.  Wisitf  niich.  XVIII. 
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Zuerst  stehen  die  Logarithmen  der  betreff.  Coelticienten  von  ä^l^j 
mit  darüber  gesciuiobenen  Indices.  Hierauf  folgen  die  I-.ogg.  der 
einzelnen  Producte  derselben  mit  den  Coefficienten  von  (.',  deren 
Indiens  in  der  ersten  (Kolumne  angegeben  sind.  Es  schliessen  sich  an 
die  Zahlen  dieser  einzelnen  Producte,  und  zwar  zuerst  für  die  Glieder, 
die  — y  haben,  wie  die  darüber  stehenden  Indices  anzeigen.  Hierauf 
kommen  die  Summen  dieser  Producte,  die  Logarithmen  derselben 
und  ihrer  ProcUictc  mit  den  Integrationsfactoren,  nebst  den  Produclen 
dieser  letzleren  mit  den  7/^'  und  7/*^  Es  folgt  darauf  dasselbe  für 
die  Glieder,  die  -i-y  in  ihren  Argumenten  haben,  wie  durch  die 
Ueberschriften  angezeigt  wird.  Endlich  enthalt  die  letzte  Abtheihmg 
die  Zahlen  der  Producte  der  Coefficienten  der  Integrale  mit  1/"', 
woraus  die  Glieder  hervorgehen,  in  deren  Argumenten  y  nicht  vor- 
handen ist.  Nimmt  man  die  Zahlen  aller  vorstehenden  Integral- 
coefficienten,  so  wird  man  sie  mit  den  betr.  Zahlen  der  voi'Stehenden 
Tafel  übereinstimmend  finden.  Es  ist  z.  B.  die  zum  log  =  8.812 
gehörige  Zahl  der  Coefßcient  von  — \, — 3,5,  die  zum  log  =  7.193 
gehörige  der  von  — 2,3,5,  u.  s.  w.,  die  zum  log  =  0.5605  gehörige 
der  von  1, — 3,5,  die  Zahl  des  darunter  stehenden  log  =  8.942 
der  Coefficient  von  2,-3,5 ,  die  des  log  =  7.500  der  von 
3,-^3,5  ,  u.  s.  w. 


107. 

Man  erhält  jetzt  aus  der  Tafel  des  vor.  Art.  durch  die  erkiHrlen 
Additionen 


u 


cos/ 


—  0'.'098  s 
-0.444s 
H-O.IUs 
4-0.260S 
+  0.005  s 

—  O.OOös 
H-0.028S 

—  0.472  s 
H-0.<06s 
4-0.001  s 


n  (-9-9') 

n  [-9') 
n  [9-9') 
n  {^9-9) 
n  i^9-9') 
n  {-9-^9') 

n  {9-^9') 
n  {^9-^9') 


0'.'028  cos 
0.310COS 
0.064  cos 
0.060  cos 
0.004  cos 
O.OlOcos 
0.373  cos 
0.434  cos 
0.1 89  cos 
0.062  cos 


("9-9') 

{9-9I 
(^9-9') 
m-9') 
{-9-^9') 

[9-^91 
m-^9') 
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-  0.035 sin  (—3^')  +  0.040  cos  (-3^') 

-  O'/l  9\  sin  ((5^-3^')  -  0:'034  cos  (tf-3j') 
4-  0.539 sin  (2g— ^')  4- 0.883  cos  [^—^') 
H- 0.043 sin  (3^—3^')  —0.003 cos (3(^—3^') 

-  0.022 sin  (4^— 3j')  -0.005oos  (4j— 3p') 

-  0.041  sin [g—kg]  -  0.029 cos [g—^g') 
+  0.026 sin  (2^-4^')  -h0.150oos(2p-4(y') 

-  0.234 sin  (3(/— 4(/')  +  0.084 cos  (3p— 4(^') 
-0.014sin(4p— 4p')  —0.009  cos  {4p -4p') 

-  0.00 4 sin  (5p— 4p')  +0.007 cos  (5p- 4p') 
-h  0.064  sin  (p— op')  -h  0.1 66 cos  {3—^') 

-  0.282sin  (2p— 5p')  —  0.020  cos  (2p-:>p' 
4-  3.660  sin  (3p— 5p')  4-  0.453 cos  (3p— 5p') 
4-  0.092  sin  (4p— 5p')  4-  0.056 cos  (4p-5p') 

-  0.003 sin  (5p— 5p')  4-0.006cos  (5p-5p'i 
4-  0.033  sin  (3p— 6p')  4-0.020  cos  (3p-6p';; 

-  0.01 6sin  (4p— 6p')  4-  0.047  cos  (4p-6p') 
4-0.012 sin  (5p— 6p')  4-  0.003  cos  (5p— 6p') 

-  0.039  sin  [hg—lg)  4-0.037  cos  [hg— lg') 
4-0.011  sin  5p-7p')  4- 0.009  cos  (5p— 7p') 

idess  die  ganz  kleinen  Glieder  weggelassen  worden  sind.  Die 
iichung  dieses  Resultats  mit  demjenigen,  welches  ich  in  meiner 
er  Preisschrift  erhalten  habe,  giebt  ein  befriedigendes  Resultat, 
leinen  Unterschiede,  die  in  einigen  Gliedern  vorhanden  sind, 
hen  nicht  den  Betrag  von  0'.'03. 

^fan  braucht,  um  diese  Vergleichung  auszuführen,  nicht  aus  den 
r  genannten   Schrift   mit  p  und  q   bezeichneten   Grössen   u  zu 
hnen,  sondern  kann  folgenden  kürzeren  Weg  einschlagen.    Man 
aus  der  genannten  Preisschrift  leicht,  dass 

3^  =  7 -r.  sin  (/•+/7+ 1 80-)  -  ;> -J  cos  (/•+//+ 1 80») 

I  dort  allenthalben  der  aufsteigende  Knoten  der  Saturnbahn  auf 
ipiterbahn  zu  Grunde  gelegt  ist,  während  hier  der  aufsteigende 
n  der  letzteren  auf  jener  angewandt  worden  ist.  Statt  des 
ihenden  Ausdmcks  kann  man  auch  setzen 


cos 


-5^  =  P^sinf+Q-cosf 

osi  a        I        ^  a  ' 

lieraus  folgen  die  Gleichungen 
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P  =  qcos  {1800-h/7)  -h/isin  (180<»-hi7) 
(,)  =  r/sin(180"H-/r]  —  ;;cos  ii80«H-/7) 

dio    abgesondert,    sowohl    auf    die    Sinus-    wie     auf    die   Cosiniis- 
("oefHcienlen  von  p  und  </  angewandt  werden  müssen.     Selzl  man  aber 

P  =  2  'a,c)  „j  cos  //i  /  H-  -J  [a,s)  „^  sin  m  t 
Q  =  2  [b,s)  ff,  sin  mt-h  2  [h,r]jj^cosmt 

so  findet  man  durch  (he  Analyse  des  Art.  59 

wo  ( — 1,«)^  und  (1,ä)w  die  Coefficienten  der  Tafel  des  vor.  Art. 
bedeuten,  die  mit  einem  Sinus  multiplicirt  sind,  und  in  dem  Argument, 
dessen  C.ocfficienlen  verglichen  werden  sollen,  bez.  — y  und  +? 
haben.  Die  Bezeichnungen  ( — 1,(^),„  und  (1,c)^  haben  für  die  (loefli- 
cienten  der  (Cosinus  dieselbe  Bedeutung.  Es  ist  hierbei  noch  zu 
ervNügen,  dass  in  der  Preisschrift  die  Saturnmasse  =  r^  angenommen. 

wiihrend    si(»   hier  =  -—   gesetzt   worden    ist.     Die    Störunusijliäler 

3500     *-^  ^  «^ 

jener  Abhandlung   müssen   daher,    um  sie  mit  den  hier  berechneten 
vergleichen  zu  können,  mit 

1.00343 

multiplicirt  werden. 

Um  die  Vergleichung  anschaulicher  zu  machen,  werde  ich  sie 
hier  für  die  (Coefficienten  der  beiden  grössten  Glieder  durchführen. 
Aus  S.  78  und  79  d(»r  Preisschrift  entnehme  ich  zuerst  die  folgen- 
den Glieder 

p  =  -h0:'858sin(-%+3((/-^';.)-0:'H7cos(-2j-h3(^— ^')) 
q  =  —  0. 091  sin  (—2//+3;(7—(7';)  — 0.973  cos(— 2^4-3  (^—^';) 

Hiermit  und  mit  dorn  Werthe 

180''  +  //  =  245«  r25" 
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Art.  102  ergeben  sich 

/      \     -  f-l-0'/517  ,      .     _  (-0'.'740 

l«'^,'m  —  1^.0.002  '  K^^^hn  —  |_  0.002 

ff,,)     _/+ 0.444  .     _  (+0.833 

lie  unten  stehenden  Zahlen  die  Verb(»sserungen  wegen  der  Masse 
Die   zur  Vcrgleichung   dienenden  Glieder  der  Tafel  sind   nun 
deren  Argumente  mit  (+1, — 2,3)   bezeichnet  sind,  und  geben 

(-i,s)„,  =  -o:'o37,        i-i.c),^=  -ho:'044 

{\^s)^=    +0.482,  (l,r),„=    +0.790 


[      )     _  f+0'.'519  ,      >      _  f-0:'746 

i^''CJm  —  1^  0.001  '  '"'•'^  *'»  ~  \—  0.001 


..    ,  r+ 0.445  ,,    ,  / 

(Mm  =  1^.0.001»  (^'^•'m=| 


+  0.834 
+  0.001 


lie  untenstehenden  Zahlen  die  Wirkungen  der  Factoren  yc^  und 
der  obigen  Formeln  ausdrücken.     Die  Unterschiede  sind  hier 

oi'ooi ,  o:'oo5 

0.001  ,  0.001 

er  entnehme  ich  dem  a.  0. 

p  =  +r.'794sin(-.3j+5(^-(/';)- 2:960 cos(-3f/+3!j-(/')) 
(]  =  -3.220sin(-3f/+5(^-^'))-2.036cos(— 3^+5(j^— /y')) 

US 

,    .    _  (+3:'545  .    .    _  r-o:'267 

V'^^lm  —  1  +  0.012  '  ^"'^J'w  ""  j- 0.001 

ibs      =^-»--^-«77  ^^         _/+ 0.596 

l"'«;m  -  J  4- 0.012  '  '"'^^^^  ""  \+ 0.002 

ergeben.     Es  sind  hier  die  Coefficienten  der  Tafel,  die  zu  den 
iiienten   \^+H,-i-3,5)  gehören,  anzuwenden,  und  diese  geben 

(-i,5;„j=  +o:'065,        (-i,c)„,  =  +o:'i68 

(1,5)„,  =    +3.635,  [Ucjm^    +0.452 


(    ,       _  (+-^''570  .      _  f-.0:'28i 

i^'^.m  —  j^  0.005  '  ^"'^^*'»  ■■  \              0 

7,  ,.      _  r-l-3.700  ,,.     ,      _  (+0.020 

■'*'"*  ""  \+0  003  '  ' "»  *"  \             0 
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Die  Unlerschiede  werden  hier 

o:'oi8,  o'/oiö 

O.OU,  0.022 

fast  die  grössteii,  die  überhaupt  vorkommen. 


108. 

Es  sind  noch  die  Glieder,   welche  i  =  0   entsprechen,  zu  Ix 
rechnen.     Die  Ausdrücke  des  Art.  32  geben  zuerst 

M  =s  —  0'.'3176:^sin/r-h  (7.8981;  sin/I'+  (7.5665)  sin  {^n^Il' 

-h  (7.0276)  sin  (ü-2il'; 

,Y  =  H-0.31042cosir-  (7.5665)  cos  (2/I-/I')  -  !;7.0276:  cfls(/7-2iI' 
(0,0)  =  4- (8.8315)  sinJT— (8.6351)  sin/7' 
(2,ä)  =  -  (8. 1072)  cos 774- (8.  H 88)  cos  (271— 77') 
(2,c)  =  -(8.1072)sin77-h(8.H88)sin(277-77') 

woraus  man  nach  den  Multiplicationen 

i/  ==  —  o:'28329  ,  A'  =  +  0'.'1 2829 

(0,c)  =  4-0.036 
,2,ä)  =  +0.007,  (2,r)  =  -O.OIÖ 

erhalt.     Es  folgt  hiermit 


cos  / 


-0:'00927/?/ 

—  0'.'28329  nismy    +0.1 2829  n  t  cos (/ 

—  0.00682  // 1  sin  ig  +  0.00309  n  t  C4)s  2,r/ 

—  0.00025  nt  sin  %  +  0.0001 1  n  t  cos3|y 

+  0'.'036 
+  O'.'OO  7  sin  2//  —  0.015  cos  2(/ 


welche  Glieder  dem  Ausdruck  des  vor.  Art.  hinzuzufügen  sind. 

Zur  Vergleichung  dieser  Süculariinderungen  mit  denen  derPrei* 
Schrift  enlnehme  ich  aus  letzterer 

y>  =  +  o:':}  1 024  /i  A .  (/  =  +  0'.'00346  n  t 

und  damit  duich  die  Ausdrücke  des  vor.  Art. 

,      .      _(-0:'28266  ,,  _  f+0'.'12785 

l'''''iw  —  [—0.00098  '  ^  '^^^'^  ""  \+ 0.00043 
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ngegen  giebt  der  obige  Ausdruck  für  -^. 

.     _/-0'/2832l9  ,.    .      _  /-f-0'/12829 

ShC)tn  —  ^_  0.00041   '  ^  '^^"»  ~  \H- 0.00011 

iil  die  Unterschiede  werden 

o'.'oooo6,  oi'oooia 

e  ganz  befriedigend  sind.  Die  in  den)  obigen  Ausdrucke  mit  der 
lit  nicht  multiplicirten  Glieder  können  selbstverständlich  nicht  mit 
n  analogen  der  Preisschrift  verglichen  werden,  da  ich  dort  den 
treffenden  Integralen  keine  (konstanten  hinzugefügt  habe. 


S.    Berechnung  der  Störungen  des  Jupiters,  die  vom 

Uranus  bewirkt  werden. 

1 09. 

Die  Kleniente  des  Uranus,   die  ich   angewandt  habe,    sind   die 
;t}nden : 

Uranus 


20470 

n'  =  15425'.'030 
e'  =  0.0467100 
/r'=  1660  50' 36" 
/•'  =      0  46  28.4 
/?'=     73     2  16 
logf/'=  1.2829207 

roh  die  Gleichungen  des  Art.  1   ergaben  sich  hieraus,  die  Winkel 

j  ==  onr55:'o 

0  =    280  23' 14",  V  =  53046' 30" 

77  =  244  18  39  ,  77'=  40     1  50 

Ichen  ich  sogleich  die  Werthe  der  Vielfachen  von  /£  hinzufüge: 
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0.858818 
1.717636 
2.576454 
3.435272 
4.294090 
5.152908 
6.011726 


110. 


Mit  dem  Werthe 


log«  =  9.4333164 


ergeben  sich  die  folgenden  Grössen: 


;o)-i»  = 

1.01919 

(«)-4« 

= 

0.04007 

(0).l,  = 

0.00392 

{<)-L 

s^ 

0.01215 

(«;^i  = 

0.02847 

(1)4 

= 

0.05881 

(0)4  = 

0.00645 

(1)4 

=r 

0.01979 

m,  - 

0.00153 

(<;.44 

= 

0.00623 

m,  = 

0.00037 

;<)4 

^ 

0.00190 

(0).'1„  = 

0.00009 

(<)-<6 

= 

0.00056 

(2)  A,  = 

0.04720 

■,:J)-<o 

^s 

0.0237 

;2)-i,  = 

0.02f)30 

;3..i, 

^ 

0.0350 

:^A^  = 

0.06608 

GV-l-i 

^ 

0.0261 

0.04188 

3  .i, 

= 

0.0519 

(2).i,  = 

0.01937 

i:i;-<4 

= 

0.0123 

(2;  -h  = 

0.00778 

,3-lr, 

=^ 

0.0246 

■i]A,  = 

0.00288 

•4).l, 

(:i)-->« 

=  0.0367 
=  0.0303 
=  0.0394 

0.0119 

0,Ä„  = 

O.O.'iOß 

1  H„ 

^ 

0.1139 

!0)Ä,  = 

0.127.1 

J)«. 

= 

0.16.'34 

i))B.i  = 

0.0128 

il  B, 

^ 

0.0975 

()  «.,  = 

0.0135 

l)ö:. 

= 

0.0440 

0  «4  = 

0.0041 

(lÄl 

^ 

0.0175 

Ueber  die  Störi'ngbn  der  grossen  Planeten. 
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i2)Äo  =  0.1701 

.Ol  Co  =  0.H68 

(2!J?,  =  0.13U 

(0)Ci  =  0.0698 

(2)Ä2  =  0J505 

0)C2  =  0.0346 

2)^3  =  0.1077 

3hen   das   zweite   Glied   der    Störungsfunctioo   schon   berlick 
ist. 


1 1 1 . 
e  Ausdrucke  der  Artt.  10  und  1  I   geben  hiermit 


für  i  =  —\ 


0'/0107, 
(6.592/?; , 
[7.407W  , 
[9.1308:, 
;5.868) , 
6.592w), 

;5.84r, 


1 

3' 
4  ' 

■X 

(10)' 

(H)' 


ü'.'0333 

'6.955  wi 

.7.915« 

;8.2U3j 

■6.382} 

(6.955  iv 

(6.353) 


für  I  =  1 


(3} 
(4) 

(9) 

m 


0'.'0107, 
(6.684) , 

(6.752  w). 
(7.531  n] , 

(5.229«), 

(6.232n), 

(5.024; , 


(<;'  = 

(2)'  = 
(3)'  = 

.*)'  = 

■;io)'  = 

(H)'  = 


0'.'0333 
6.958) 

(7.274  w) 
(7.813  n) 
(5.732«) 
{6.5:J7m) 
(5.533) 


für  t  =  —  2 


für  i  =  2 


070771  , 

[5.918«), 

8.3564«), 

17.484) , 
(6.971 ; , 
'6.574  «1 , 

(7.813),        (11)'  = 


«)'  = 
(2)'  = 

(3)'  = 

!*)'  = 

(9)'  = 
10/  = 


o:'i:)9l 

:6.432«1 
(8.6764«' 

(7.978) 
(7.302) 
(7.079«) 

;7.078) 


:1f  =r 

(2)  = 

(3)  = 

.*)  = 

(9)  = 

(10)  = 

(11)  = 


0'.'077l  , 

(6.537) , 
(7.860) , 
(7.203«), 
(6.540) , 
(6.066«), 
(4.958), 


1)'=    0:'1591 

(?)'= 

(3)'  = 

(*)'  = 
(9}'  = 

(10)'  = 

(11)'  = 


(7.012) 

(8.1593) 

(7.443  n) 

(6.838) 

(6.862n. 

(5.470«) 


für  i  =  —  3 


für  i  =  3 


0"0171  , 

7.074) , 
7.886«) , 
8.4093), 
6.774) , 
7.575«; , 
6..'i0l), 


(1)'  = 
{2)'  = 
(3)'  = 

(*/  = 

(»)'  = 
(10)'  = 

M1i'  = 


0'.'0527 

(7.372) 
:8.3741  n) 
i8.7287) 
(7.268) 
(7.901  «) 
(7.003) 


(1)  = 

(2)  = 


o:'oi7i , 

(6.211), 


;3) 


=    7.396 


(6.759«), 


(*)  = 

(9)  =  (6.173), 

10)  =  (5.741«;, 

(M)  =  (4.650), 


i'1)'  = 

(2)'  = 
(3/  = 

(*)'  = 
(9)'  = 

(10)'  = 

(11)'  = 


0:'0527 

(6. 825'. 

(7.874) 

(7.356«;. 

(6.649) 

;6.343« 

(5.396) 
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für  i  = 

:    —4 

für  i 

»  4 

(1)  =    o:'0042, 

(1)'=    0'.'0162 

(<)    = 

0:'0042  , 

(1)'  = 

0'.'0162 

(2)  =  (6.765) , 

(2)'=  (7.245) 

(2)  = 

(5.830), 

(2)'  = 

i6.535) 

(3)  =  (7.384  n] , 

(3)'=  (7.997  w) 

(3)  = 

;6.897) , 

(3)'  = 

(7.503) 

(4)  =  (7.919), 

(4)'=  (8.407) 

(4)=x 

(6.282  n), 

(*)'  = 

(6.97511) 

(9)  =  (6.441), 

(9)'  =  (7.053) 

(10)  =  (7.266  n), 

{10j'=  (7.751  n; 

(11)  =  (7.468), 

(11)'=  (7.79«; 

von  welchen  Grössen  die  meisten  so  klein  sind,  dass  sie  auch  hätter 
weggelassen  werden  können.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  29  er- 
geben sich  hiemit  die  Coefßcienten.  die  die  folgende  Tafel  enthält. 


aJl 


ar 


ßi) 


yr 

cos 

—  sin 

cos 

—  sin 

-2,1 

—  0'.'0006 

oroooo 

-0'.'0013 

0:0000 

-1,1 

+  0.1375 

+  0.0011 

+  0.0237 

+  0.0034 

0,1 

—  0.0196 

—  0.0086 

-0.0610 

-0.0267 

1,1 

—  0.0018 

-0.0023 

-0.0026 

-0.0041 

2,1 

-0.0001 

-0.0001 

—  0.0002 

-0.0004 

-2,2 

+  0.0074 

+  0.0009 

+  0.0036 

+  0.0020 

-1,2 

-0.0178 

-0.0183 

-0.0401 

—  0.0393 

0,2 

-h0.1021 

+  0.1153 

+  0.2106 

+  0.2376 

1,2 

4-0.0053 

+  0.0069 

+  0.0104 

+  0.0134 

2,2 

4-0.0003 

+  0.0004 

+  0.0006 

+  0.0008 

-2,3 

—  0.0030 

-0.0035 

—  0.0067 

-0.0078 

-1,3 

-h  0.0193 

+  0.0266 

+  0.0424 

+  0.0627 

0,3 

—  0.0093 

—  0.0316 

-0.0296 

—  0.0998 

1,3 

—  0.0006 

—  0.0030 

—  0.0019 

-0.0109 

2,3 

0.0000 

-0.0002 

-0.0001 

—  0.0006 

-2,4 

+  0.0023   . 

+  0.0043 

+  0.0057 

+  0.0111 

-1,4 

-0.0022 

-0.0104 

-0.0063 

-0.0343 

0,4 

—  0.001Ü 

+  0.0076 

—  0.0045 

+  0.0319 

1,4 

—  0.0002 

+  0.0010 

—  0.0009 

+  0.0040 

112. 

Die    Factoren  A  und  ü   des   Art.  27    bekommen    die   folgenden 
Wcrlhe : 
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3 

2  (0.3015)  cos  (y-(/)  ß  =  -  2  ;0.0005)  sin  (y-^j 
2  (8.3819)  cos  (y— 2^)  —  2  (8.3818)  sin  fy-2y) 

2  (9.0813)  cosy  —  2  (8.3826)  siny 

2(6.763)    cos:>-3j)  —2(6.939)    sin(y-3^) 

sehe  Multiplication  dieser  Factoren  mit  den  Angaben  der 
den  Tafel,  und  die  darauf  folgende  Integration  gab  nun 
lienden  Werth  von    W: 

W  und  IV 


cos 

1 

—  sin 

sin 

—  sin 

+  o:'oo2 

-0.013 

.  -0.001 

0.000 

orooo 

+  0.001 
O.OOO 
0.000 

0,     0,2 

-4,     1,2 
1,-1,2 

2,-2,2 

0,  1,2 
-1,     2,2 

1,  0,2 
2,-1,2 

-  0:'356 
+  0.073 
+  0.865 
+  0.006 

-  o:'403 
+  0.082 
+  0.978 
+  0.006 

'    -0.012 

1 

+  0.001 

0 
-0.0021 
+  0.0001 
-  0.002i 

+  0.588 

-0.018 
+  0.006 
+  0.013 
+  0.021 

+  0.663 

1         0 
-0.0231 
+  0.0005 
—  0.0191 

—  0.023 
+  0.007 
+  0.019 
+  0.024 

-0.0417 

-0.0044 

+  0.022 

+  0.027 

+  0.068 
+  0.012 
+  0.708 

+  0.030 
+  0.005 
+  0.310 

0,-2,3 

-1,-1,3 

1.-3,3 

+  0.016 
—  O.OOi 
+  0.026 

+  0.018 
-0.005 
+  0.028 

+  0.788 

+  0.345 

+  0.038 

+  0.041 

+  0.006 
—  0.001 
-0.010 
+  0.017 

+  0.006 
-0.001 
-0.015 
+  0.008 

»,-1,3 

-1,     0,3 

1,-2,3 

-0.071 
+  0.015 
+  0.206 

-0.101 
+  0.023 
+  0.286 

+  0.147 

+  0.208 

+  0.012 

i 

-  0.002 

0,     0,3 
-1,      1,3 

1,-1,3 

2,-2,3 

+  0.033 
-0.007 
-0.058 
+  0.005 

+  0.111 
—  0.025 
-0.187 
+  0.007 

0 
-0.001 
—  0.002 

0 
+  0.002 
-0.001 

-0.003 

+  0.001 

-0.027 

—  0.094 

+  0.074 
-0.015 
+  0.002 
+  0.232 

+  0.077 
-0.018 
+  0.002 
+  0.230 

0,  1,3 
-1,     2,3 

1,  0,3 
2,-1,3 

+  o:'oo2 

—  0.001 

—  0.002 
-0.001 

+  0.010 
-0.003 
-0.010 
—  0.005 

+  0.293 

! 

+  0.291 

-0.002 

-0.008 

»#• 


- 

■ 

^ 

•■ 

t* 

—  -sn 

- 

— 

» 

->a 

t 
f 

m 

_^# 

1 

> 

4* 

i 
i 

—  i' 

—  i 

—  1 

1 

r 

•  1 

•  •ft 

IM  ' 
»•4. 

f 

1    *. 

1     H|j^ 

1     Ulf« 

1    IHM 

—  1    1  •  1 

-»1   i«i  ■ 

—  •     v 

\ 

—  1 

i«li^ 

-*-•  «1 

1 

«            - 

1 
—  • 

I 

Hilf 

—  1   4;;;* 

^r<  nA 

I      ItlU 


II    IK 


Ä#Jr*=  -#-  ■■-'■•■>  HS 
-♦-  *'•  ?>-!/  K!: 

-•-  '•-••1  I  *iL 

-#-  '♦.»'•^  *iri 

^  ii,iMik  «in 
-I-  ••.•»6f.  sin 

—  n.iifiisin 

—  o.iiMl  sin 

—  o.Oo:isin 

—  0.001  sin 


*  ^mm^  *. 


Jr^irfl  AlKhprflTtai^ 


.^  'a^ 


Aa^ai«^  '-rr^e*4  sv*  nim  -lAoe  Mul 


V — .  « 


3'/—  l|Sf 


'.'•-vi  «»x* 

■•.••'•1  i>-<< 

'».'•!••  cos 
"•»71  cos 
0.1 3?. -OS 
O.n38fos 
«»  «»O?cos 
O.o33cos 
«»JMficos 
«».005  cos 


■  m 

•  ■ 


p  =  -f-O'/OHcos  —  7' 

—  0 ,  105  cos  ff — (j 

—  0.007  cos  2//— 7 
-0.002  cos   —iif 

—  0.101)  cos  (j—^ii ) 

—  0.23 i  cos  "ty-ifi 

—  0.008 cos  3.y— 2//', 


4- 0700 2  s 
-hO.«78s 
-hO.Ools 
-h  0.006  s 
4-0. 170s 
-hO.iGis 
-hO.OIIs 


"  y—ii 
"  ^-y 

n  y-H 

n(2f/-2,/ 
n  3(^-2j' 
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-  o:'024  cos  {g—^')  4-  o:'029  sin  (p— 3»') 

-  0.061  cos  {2g—3(y)  +  0.084  sin  (2^— 3(^') 
+  0.008 coß  (3^—3^')  —0.030  sin  (3^—3^') 

-  0.011  cos  ['iij-hfj)  +  0.020  sin  (2(/— 4^') 
+  0.003  cos  (3^—4^')  —  0.011  sin  (3^—4^') 

1  Ende  des  Art.  109  gegebene  Zusammensteliung  der 
Vielfachen  von  //  zeigt,  dass  bei  dem  Argument  g  —  lg' 
niegrationsdivisor  0.0 117  vorkommt;  eine  genäherte  Be- 
»r  Coefficienlen  dieses  Arguments  hat  indess  gelehrt,  dass 
ich  sind. 


113. 

riodischen  Breitenstörungen  muss  einige  Aufmerksamkeit 
(Mden,  obgleich  sich  voraussehen  lasst,  dass  sie  unmerklich 
I  die  Ausdrücke  des  Art.  18  erhielt  ich 


für  /  =  —  1 


für  i  =  1 


ili 


=  (5.961 


't; 


■11 1   = 
(12)  = 


(5.842.1 
(7.22()8iij 
(5.961) 
(6.514/11 


für  i  =  —2 


•  / 


=  (5.855  w) 

=  (5.758) 
=  (7.627470 
(6.527) 


(II:  = 


12    =  16.391 


(6.333) 
(6.51 4  w) 
(7.1538W) 

(11;  =  f5.772ni 
(12)  =  (ö.121n) 


(1)  = 

(2)  = 

(5;  = 


für  i  =  2 

[{)  =  (6.001) 

(2)  =  (6.320n) 

(5)  =  (6. 653«) 

(11)  =  (5.472n) 

(12)  =  (3.932n) 


''Q 


sin 

cos 

9^r 

sin               .  cos 

-  0'.'0002 

h0.0013 

h 0.0001 

0.0000 

+  orooo4 

-0.0011 
+  0.0004 
-0.0014 

-2,2 

-1.2 

0,2 

1,2 

+  0:'0002 
-0.0041 
-0.0001 
-0.0002 

+  o:'ooo2 

+  0.0012 
-0.0003 
+  0.0004 
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Das  gnisslo  Glied,  welches  hieraus  entsteht,  ist 

'-!L.,  =  -  0'/008sin  (y-^g    4-  0'/002cos  (^- V! 


1 1 4. 

Es   sind   noch   die   Gh'eder  zu   berechnen,   die   von  i  = 
hlingen.      Die   Berechnung   von  K  und  L   werde   ich    in    der 
ausnihren,   die   diesen  Grössen  im  Art.  68  gegeben  worden  isl 
bekonnne  zu  dem  Ende 

[1]  =  :9.:)415)  16]'=  (0.4337; 

|2]  =  (8.099)  |7]  =  :;0.4338) 

|3]  =  (0.45701  [8]  ==  (0.5033) 

[4]  =    0.4570)  [9]  =  (9.8748': 

[o]  =    9.0676)  (10)  =  (0.91  M 

|6]  =  (0.0256)  M^l  =  (0.2329) 

wodurch  man 

K  =  4-0:'00227  ,  L  =  — 0:'02181 

erhalt.     Aus  dem  Art.  47  ergeben  sich  ferner 

C  =  —  0:'037,  (1,c)  =  -h0'.'010,  i4,s    =  -O'.'OOI 

wahrend    die    tlbrigen  Glieder   dieser  Gattung  ganz  unmeiklicli  > 
Der  Art.  52  giebt  endlich 

M  =  H-0r00l93  ,  .V  =  -0:'00093 

und  hiemit  haben  wir  erhalten: 

// ()z  =  -f-  0700227 n l  sin r/     —  O'.'Oil 85 n t  cos g 
-h  0.00003  n  t  sin  2//  —  0.00026  n  t  cos 2f/ 

—  0.00001  w/ cos  37 

V  =  —  o:'00003/i/ 

-  0.00M4?*/cos^     —  0:'01090n/sinf/ 

-  0.00003  nt  cos'ig  -  0.00026  nt  sin  2^ 

—  0.00001  nts\n3g 

-  0:'037 

4-O.OIOCOS.7  —  O'.'OOI  sin/y 

--  =  4- 0700007 /// 

cos» 

4-  0700193  /*/  sin^     —  0.00093  iitcosg 
4-  0.00005  n  t  sin  2(/  —  0.00002  n  t  cos  2^ 

womit  alle  vom  Uranus  bewirkten  Störungen  gegeben  sind. 


5] 
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9.  Störnngen  des  Jnpiters.  die  vom  Neptnn  bewirkt 

werden. 

tiö. 

Die  angewandten  Klemenle  sind  die  folt^enden: 


raiL«;  sicli 


N 

eptun. 

m' 

^ 

1 

U446 

m' 

^ 

7864';93:i 

c' 

=s 

0.008490 

7l' 

=s 

42»  <  4'  53'' 

r 

^ 

\   47  18.0 

ß' 

= 

429   U  32 

logn' 

^ 

1.47794 

y 

^^ 

0«.56'32'.'6 

256* 

•23' 42 

■    • 

V  = 

o  = 

77=     16  18  11 


=  22I>"3:)'33' 


/7'=    47  24  48 


2^1 
3/i 


0.9280 
1.8560 
2.7840 
etc. 


c^ben. 


Mit  dem  Werthe 

lält  man 

[0)Aq  =  1.00762, 
(0)yl,  =  0.00099, 
(0)A2  =  0.01138, 

(3)^  =  0.00337  , 


116. 
log«  =  9.23830 

(1)ylo  =  0.01551  , 
{\]Ai  =  0.00301  , 
(1)^  =  0.02306, 

(0)^1  =  0.04759 


(2)ylo  =  0.01659 
(2)/l,  =  0.00622 
{2)A.2  =  0.02425 


(3)i4i  =  0.00702 
das  zweite  Glied  der  Störungsfunction  schon  berücksichtigt  ist. 
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117. 

Bol    der    Untersuchung   der   poriodisehcn    mngonsirnungi'n 
vor  Alleni  die  Glieder  zu  beachten,  die  den  kleinen  fntei^rationsd 

1—11  s=  0.0720 

bekommen.     Eh   sind  dies   die  Glieder  mit   den  Argumenten  g 
—  g\    — (j  —  y\    von    welchen    aber  wenigstens  vorlilulig   das 
genannte   übergangen  weiden   kann,    da   es   einer   hcUieren  Oii 
angehört.     Ks  ergaben  sich  zu  dem  Ende 


für  *  =  —  1 


(1)  =  (7.389)  , 


(1i'  = 
(3)'  = 

(4)'  = 


•7.8716) 
(7.2589  w 
6.999) 


und  hiemit  nach  und  nach 


aJi 


"P 


(/.r 

cos 

sin                   cos 

sin 

0,1 

--1,1 

-H  ü'.'0042 

-h  O'/OO^ö 

-I-0:'0I27 
—  0.0006 

-i-o'/oot: 

—  0.0010 

VV  und  W 


y.   9^  ^ 


cos 


sm 


0, 


0,1 


0, 
1, 


OJ 
U 
1,1 


0 

orooos 

0.0004 
O.OOOi 


'i-\A 


-0.0136 

—  0.0022 

—  0.2931 


—  0.3089 


-0.007 


0 
-|-0:'0006 
-1-0.0008 

-l-0.00t4 

-0.0081 

—  O.OOU 
-0.1764 

—  0.1859 
-0.004 
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11  (H  =  -  0:003  sin  (— ^')       -h  O'/Ol  9  cos  [-g') 

—  0.330  sin  (^— (/')     -h  0.200  cos  [g—g') 

—  0.004  sin  (2(/— ^')   -h  0.002  cos  (2(/-(/') 

1^  =  -H  0:004  cos  (-»')       -h  0:001  sin  (—(/') 
-h  0.1 06  cos  (5—5')     -I-  0.095 sin  [g—g') 
-I-  0.004  cos  (2(/— (/')   -h  0.002  sin  (2»—»') 

nd  jedenfalls  die  grösslen  Glieder,  die  der  Neptun  in  der 
lg  des  Jupiters  hervorbringt.  Dass  die  Störungen  der  dritten 
ite  völlig  unmerklich  sind,  zeigt  sich  ohne  Weiteres. 


118. 

die  Säcularänderungen  bekommt  man  mit  blosser  Berück- 
ig der  Glieder  der  niedrigsten  Ordnung,  da  die  höheren 
s  unmerklich  sind: 

Ä'=  -i-o:ooon  ,  L  c=  —  o:oo5i8 

M  =  -  0.00027  ,  A'  =  -h  0.00093 


ndz  =  -|-0:000H  n/sin^  —  0:00548w/cos^ 

—  0.00006  n/ cos  2^ 

V  =  ~o:ooooiw/ 

—  0:00ü06  nt  cos 7  —  0.00274  /?/  sin^ 

—  0.00006  n/ sin 2^ 


u 


-  0:00007  n/ 


COSi 

—  0:00027  w  (sin  ^  -I- 0.00093  w/ cos  ^ 

-1-0.00002«/ cos 2^ 
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117. 

Bei    der    Untersuchung    der   periodischen    lüngenslöningen   sind 
vor  Allem  die  Glieder  zu  beachten,  die  den  kleinen  Int^grationsdivisor 

1— ,11  =  0.0720 

bekommen.  Es  sind  dies  die  Glieder  mit  den  Argumenten  g — g\i 
—  g\  — y  —  y\  von  welchen  aber  wenigstens  vorläufig  das  Jelil*: 
genannte  übergangen  werden  kann,  da  es  einer  höheren  Ordnung 
angehört.     Es  ergaben  sich  zu  dem  Ende 

für  i  =  —  1 


(1)  =  (7.389)  , 


(1)'=  (7.8716) 
(3)'=r  (7.2589iil 
(4)'=  (6.999) 


und  hiemit  nach  und  nach 


1 

1 

aJ2                          1 

ar 

r) 

yr 

cos 

sin          i          cos 

sin 

0,1 

-1,1 

-l-0:'0042 

-h  0:'0025 

W  und  W 

-l-0:'0127 
-0.0006 

-h  0:0077 
—  0.0010 

y,     g,  r            cos 

1 

sin 

0,-1J 

-1,     0,1 

1,-2,1 

0,     0,1 

-1,      1,1 

1,~1J 

0 

-  o:'ooo2 

-1-0.0004 

0 

-i-o:'ooo6 

-1-0.0008 

• 

-1-0.0002 

-1-0.0014 

-0.0136 
-0.0022 
-0.2931 

-0.0081 
—  0.0014 
-0.1764 

-0.3089 

-0.1859 

2,-1,1 

-0.007 

-0.004 
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11  <f z  =  -  07003  sin  (— ^')       -i-  O'.'OI  9  cos  (-^'; 

—  0.330  sin  {g—y')     -h  0.200  cos  [g—g') 

—  0.004  sin  {2g— fj   -¥-  0.002  cos  (2</- (/') 

y  =  -I-  o:'004  cos  (— »')       -h  0:'001  sin  (— ^') 
+  0.456cos(j— j')     -I- 0.095 sin  (j—j') 
-+- 0.004  cos  (2j-//')   -h  0.002 sin  (2^-^') 

e  sind  jedenfalls  die  grössten  Glieder,  die  der  Neptun  in  der 
egung  des  Jupiters  hervorbringt.  Dass  die  Störungen  der  dritten 
rdinate  völlig  unmerklich  sind,  zeigt  sich  ohne  Weiteres. 


118. 

Für  die  Säcularünderungen  bekommt  man  mit  blosser  Berlick- 
itigung  der  Glieder  dev  niedrigsten  Ordnung,  da  die  höheren 
Unfalls  unmerklich  sind: 

Ä'=  -i-0'.'OOOH  ,  L  =  -0:'005i8 

J/  =  —  0.00027  ,  A'  =  -I-  0.00093 


ndz  =  -i-0'.'OOOH?j/sin^  —  o:'00:)48w/cos^ 

—  0.00006  w/ cos 2^ 

V  =  -0'.'00001w/ 

—  OrOOOOe  nt  cosiy  —  0.00274  ntsing 

—  0.00006  n/ sin 2^ 

-^.  =  -  0:00007  n/ 

COSi 

—  0'.'00027wrsin^  +0.00093 /i/cos^ 

-1-0.00002 11/ cos 2^ 
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§.  10.  Störungen  des  Jupiters  durch  den  Mars. 

119. 
Die  angewandten  Marselemente  sind  die  folgenden: 

Mars. 


3i00900 

n'  a  689050r83 
p'  =  0.093213 
7r'=  3320  22' 4 r/2 
/'  =r      4   51     3.5 
^'=48     0  33.4 
Iogrt'=  0.18290 

und  hieraus  ergab  sich  zuerst 

y  =  1 0  25'  58:'3 
O  =    84«  36'  22",  »F  =  135«     0'  35" 

n  =  188     5   31  ,  il'=  149    21    33 


/" 

2SS 

-    5.3067 

2/1 

= 

-10.6134 

3/1 

= 

-15.9201 
etc. 

120. 

Mit  dem  Werthe 

log«'=  9.46666 

bekam  ich  in  der  Bedeutung  des  Art.  19 

(0).i'^,  =  0.02254  ,  {\)A'q  =  0.04743  ,  [^)A'q  =  0.05736 

(O)yl'^  =  0.00498  ,  [\)A\  =  0.01551  ,  (2)^1',  =  O.O3405 

(O)A'^  =  0.03338  ,  (VA'^  =  0.06934  ,  (2)A'^  =  O.O8032 

3).i;  =  0.03;]5  ,  ;4)^1'„  =  0.0558  ,  (0)5;  =  0.065< 

;3).r^  =  0.0474  ,  (4).1',  =  0.0477  ,  (0)^;  =  0.11)23 

(3;yi;  =  0.0370  ,  (4)vi;  =  0.0:)9i  ,  (0)5^  =  0.0551 

1)7y;  =  0.1491,  (2)ä;=  0.237,  (OjC^  =  0.147 

VB[  =  0.2059,  [2]B[  =  0.191  , 

:1i//^  =  0.1284  ,  (2)Ä;  =  0.211  ,  (0)Cj  =  0.045 
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die  Zusatzglieder,  die  im  Art.  20  erklärt  wurden,  schon  berück- 
itigt  sind. 
Durch  die  Verwandelungsformeln  des  Art.  19  ergaben  sich  hieraus 

a;0).lo  =  0.02254  ,  a(1)^  =  -0.06997  ,         a(2).io  =  0.29216 

aiO}/l,  =  0.00498,  a{\)Ai  =  -0.02049,         a{^)A^  =  0.10605 

:i[0)A2  =  0.03338  ,  a(1)^  =  -  0.10272  ,         a(2)^  =  0.42444 


x(3)ylo  =  -1.5386, 

a(4)ylo  =    9.815, 

a{0)Bo  =  0.0651 

x(3)yli  =  —0.6630, 

a(4)yl,  =     4.867, 

a(0)Bi  =  0.1523 

»(3)^2  -=  -2.2083, 

a(4)yl2  =  13.893, 

a(0)Ä2  =  0.0551 

3t(ll5o  =  —0.3446, 

a(2)5o  =  2.213, 

a(0)Co  =  0.147 

x(1)Ä,  =  —0.6626, 

a(2)i?i  =  3.665  , 

3(1)i?2  =  -0.2937, 

a(2)Ä2  =  1.900, 

a(0)C2  =  0.045 

121. 

Indem  wir  nun  fortfahren  werden,  das  in  den  Artt.  21    und  22 

lärte  Verfahren  anzuwenden,  dem  die  vorstehenden  Vorbereitungen 

sprechen,  rechnen  wir  zuerst  die  Ausdrücke  des  Art.  21    für  ndz 

i  y,   die   gemeiniglich  in  diesem  Falle  die  grössten  Glieder  geben. 

in  Secunden  ausgedrückt  hier 

logm'=  8.8092 

so  geben  diese  Formeln,  wenn  nur  die  grössten  Glieder  derselben 
rucksichtigl  werden, 

ndz  =  -0:'0198in(y-j'-i-iI-JI') 

v  =  -I-  o:'022  -I-  0'.'01 9  cos  {g^g'^n-^W) 

d  der  Werth  von  u  ist  ganz  unmerklich.  Diese  sind  die  grössten 
riodischen  Glieder,  die  der  Mars  in  der  Bewegung  des  Jupiters 
rvorbringt,  und  wir  haben  uns  daher  im  Folgenden  nur  an  die 
cularänderungen  zu  halten. 


122. 

Um  Nichts  zu  übergehen,  werde  ich  wieder  alle  im  Vorher- 
henden  entwickelten  Glieder  angeben,  obgleich  der  Erfolg  zeigt, 
SS  diejenigen,  welche  der  dritten  Ordnung  angehciren,  hätten  weg- 


bin» 


30 
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gelassen  werden  können.     Ich  werde  die  Form  derselben  anwenden 

die  im  Art.  68  angegeben  ist,  und  bekomme  demzufolge 

[1]  =  (7.9916:  ,  [6]'=  (9.3985) 

[2]  =  (9.3544) ,  [7]  =  (8.4794) 

[.3]  =  (8.9288) ,  [8]  =  ;9.0023) 

[4]  =  (8.9298),  [9]  =  (8.4177) 

[5]  =  (7.5505;,  [lOJ  =  (8.0925) 

[6]  =    8.9453;,  |M]  =  (8.7309) 


woraus 


ä:  =  -  o:'ooo2i , 


L  =  -  o:'00022 


folgen.      iMit    blosser    Rücksichtnahme    auf   die    Glieder   niedrig>1e 
Ordnung  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  52 

3/  =  -i-0:'00002,  A'  =  —  0'.'00012 


und  wir  erhalten  also  schliesslich: 


ndz  = 

V  = 


u 


rosi 


0:'0002rn/sin^ 
O.OOOn  nicosg 
0. 00002 /i^sin^ 


0:'00022?Ucos^ 
0.000n?Wsin9 
0.00012/j/cos^ 


§.11.  Störungen  des  Jupiters  durch  die  Erde,  dieVenn 

und  den  Merkur. 


i2;{. 

Die  angewandten  Elemente  sind 


Krde 

Venus 

Merkur 

///=      ' 

i 

i 

354936 

408134 

3000000 

n'  =  ri95977;'44 

=  210664i:'42 

=  5381016:3 

e'  =  0.016792 

=  0.006870 

=  0.2056 

/i'==  99<»30'2r' 

=  1280  46'    \" 

=  74^20' 38" 

/' 

=       3  23  32.6 

=     7     0     4.6 

h' 

=     74  52  28 

=  45  57  37 

a'  =  0 

=  9.85934 

=  9.58783 

481] 
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woraus  man 

J    =       1018'5i:'6 

=      2H4'58'.'8 

=      6017' 1378 

<Z>  s=      0 

=  U2  57  24 

=118     2     1 

V 

=  166  29  46 

=  170  26  20 

n  =  272  41  53 

==  129  44  29 

=c  154  39  52 

il'=:        1       4  36 

=  247  23  48 

=  217  56  41 

erhalt. 


124. 

Da  die  Wirkung  der  jetzt  in  Betracht  zu  ziehenden  Planeten 
auf  den  Jupiter  so  geringe  ist,  so  sollen  nur  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  berücksichtigt  werden. 


Erde. 


Mit  dein  Werthe 


loga'=  9.28376 

fand  sich 

.0)  j;  =  0.00943  , 

(1)j;  =  0.01927, 

l2)^l'o  = 

0.0209 

(0)^;  =  0.00136, 

(1).r,  =  0.00415, 

m\  = 

0.0086 

(0)yi;  =  0.01407, 

(1)^;  =r  0.02859, 

(2).-i;  = 

0.0304 

(3)yi;  =  0.0052  , 

(0)i?;  ==  0.0169  , 

(iw  = 

0.0359 

(:S)A\  =  0.0100, 

(0)B[  =  0.0595, 

{\)B[  = 

0.0680 

(.3)/i;  =  0.0058 

tiid  hieraus 

a.;0).lo  =  0.00943, 

flfi1).\  =  —0.02870  , 

«(2).lo 

=  0.1169 

a(0)J,  =  0.00136, 

a(1)^l,  =  -0.00551  , 

a(2).<, 

=  0.02:9 

a(0.-l2  =  0.00415, 

a(1).l2  =  —0.04266, 

a(2).-l2 

=  0.1729 

a{^)Ao  =:  —0.5968, 

a[0)Bo  =  0.0169, 

a(1)2?o 

=  —0.0866 

a{3)Ai  =  -0.1703, 

a(0)Ä,  —  0.0595  , 

a{\]B, 

=  -0.2iü5 

a(3)J2  =  —0.8784 

125. 

Berechnet  man  wieder  zuerst  die  grösslen  periodischen  Glieder 
nach  den  Ausdrücken  des  Art.  21,  so  findet  man 


loi 
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ndz  = 


u 


COSI 


0:'M2sinif/-.r/-|-iI-iI') 

O'/l  94  +  O'/l  1 2 cos  [(f^(j'^n^n') 

0:'003sin.(/'+iZ') 


und    alle    übrigen   periodischen   Glieder  sind   ganz  unmerklich, 
erhält  ferner 

K  =  +o:'ooou ,  L  =  -0:'00167 

M  =  -1-0.00040  ,  .V  =  -I-  0.00002 


)laD 


also 


/i  dz  ==  +  0'.'000 1 4  w  /  sin  (j  -  O'.'OO  1 07  n  t  cmg 

—  0.00002 /j/ cos 2j 

1^  =  —  0'.'00007  «/  cos(/  —  0'.'00084  nt  smg 

—  0.00002  n^  sin  2(/ 

-A.  =  4.  0:00040  /i  /  sin  (/  -h  0:'00002  w  ^  cos  q 

cos  t  *^  *' 


Mit  dem  Wert  he 


lüö. 
Venus. 

log«'=  9.14310 


rand  sich 

(0).i;  =  0.00488  , 

(|).i;  =  0.00988, 

(2i 

.1'^  =  0.01 03i 

(0).>l'i  =  0.00051  , 

[\]A\  =  0.0015i, 

(2; 

A\  =  0.00315 

(3)^i;  =  0.00  U 

(3)^1;  =  0.0036  . 

(o;ä;  ==  0.03008 

und  hieraus 

a(0;.'lo  =  0.00488  . 

aW  =  -0.01i76  , 

a(2)Jo  =  O.OÖ960 

«lOLl.  =  0.0001)1  . 

ailjvl,  =  -0.00205, 

a(2).i,  =  0.0  um 

a%A^  =  —0.3014 

a(3)/li  =  -0.0628, 

a[0)Ä,  =  0.03008 

127. 

Die  Ausdrücke  des  Art.  21   geben  hier 

ndz  =  -O';07Osin;V/-r/-i-i/-i2') 

p  =z  ^  OM  68  -h  o:'070  cos  [(f—ij-^  n 
-— .  =  -0:'003sin(r/.|-iZ'; 

cos  I  "^ 


-ir 
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i   man  erhält  ferner 


5lich 


A'  =  -I-  o:'00002  , 
M  =  -0.00023  , 


JL  =  -  0'.'00074 
.V=  -0.00049 


ndz  =  +0'.'00002/f^sin,7  — 0:'00074n/cos^ 

-0.00001/1 /cos  2// 

—  0!'0000<n/cos(/  —  0'.'00037n/sin^ 

—  0.00001?!/ sin  2^ 

+  0:'00001/i/ 

—  0:'00023n/sin^  — 0.00019n/cos^ 


cosi 


Mit  dem  Werthe 


d  sich 

i;0).4;  =  0.001388, 
[0)A\  =  0.000077, 

(0)^;  r=  0.008391 

d  hieraus 

a[0)Ao  =s  0.001388, 
a{\)Ai  =  0.000077  , 

a{0)ß^  s:  0.008391 


128. 
M  e  r  k  u  r. 


loga'=  8.87159 


(<)^'o 


0.002786, 
0.000233  , 


(2)  .4;  =  0.002821 
{2)A\  =  0.000469 


a{\)Ao 
a{\)A, 


—  0.004174  ,    a(2)^o  =  0.01674 

-  0.000310  ,    a(2).li  =  0.00156 


129. 

Die  Ausdrucke  des  Art.  21   geben 

ndz  =  -0'.'005sin((/-5'-i-JI-iI') 

1;  =  -H  0'.'023  -I-  oroOo  cos  {g-g'-h  il-il') 


I  man  erhält  ferner 


A'  =  -I-O'/OOOOI  , 
if  =   -  0.00001  , 


L  =  -0'.'00002 
.V=  -0.00003 
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also 


9f  = 


If 
COSf 


070000 1  w  /  sin  ^  —  0700002  ntvosy 
0.00001  ntcosg  —  O.OÜOOI  nt  siog 
0.00001 /i/sin^  —  0.00003  n/cos^ 


130. 

Bri  der  Zusammenslellung  der  im  Vorhergehenden  berechneteD 
Jupiterstörungen  brauchen  wir  die  periodischen  Glieder  nicht  wieder 
anzuführen:  denn  da  diese  alle  von  verschiedenen  Alimenten  ab- 
hängen, so  ist  eine  Zusammenziehung  derselben  nicht  möglich,  es 
wäre  denn,  dass  man  je  zwei  Glieder  in  Eines  zusammenzöge,  \\aä 
jedoch  unwesentlich  ist.  Die  Säcularänderungen  al>er,  oder  die 
mit  nl  multiplicirten  Glieder  hängen  alle  von  denselben  Argumenten 
ab,  und  können  also  wesentlich  zusammengezogen  werden. 

Da  hier  die  vom  Saturn  l)ewirkten  Glieder  der  Länge  und  de> 
Radius  Vectors  nicht  lierechnet  worden  sind,  so  entnehme  ich  sie  aus 
meiner  mehrmals  angezogenen  IVeisschrift''  ,  und  reducire  sie  auf 
die  hier  angewandte  Saturnmasse.    A.  a.  O.  S.  76  Kndet  man 


A'=  +  1701786, 
Red.  =  -I-  0.0035t  , 


L  =  -  1713539 
=  —  0.00391 


wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Massen,  \on  welchen  sich  voraussetzen  lässt,  dass  sie 
nicht  unmerklich  sein  werden,  aus  dem  Grunde  fehlen,  weil  ihre 
Berechnung  noch  nicht  beendigt  ist.     Wir  erhalten  nun 


A'  = 


A  = 


-1-0700001  , 

L  = 

-  0700002 Merkur 

-1-  0.00002  , 

—  0.00074  ....  Venus 

+  0.00014  , 

—  0.00167 Erde 

—  0.00021  , 

-  0.00022 Mars 

-h  1.02137, 

—  1.13930  ....  Saturn 

-h  0.00227  ,       . 

-  0.02181  .  .  .     Uranus 

-h  0.00011  , 

—  0.00548 Neptun 

-1-  1702371  , 

L  = 

-  1716924 

und  mit  der  eben  angeführten  Beschränkung: 


\    Untersuchung  über  die  gegenseitigen  Störungen   des  Jupiters  und  Saturus. 
Berlin  183t. 
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ndz  =  -h  1'/0237<n^sin^ 
-h  0. 0 1 232/1^  sin  % 
+  0.00030n/sin39 

p  =  -0:'01232w^ 

—  0.51l8Gnf  cos(/ 

—  0.0|232w^cos2r/ 

—  0. 00045  n^  cos  3^ 


r;  1 6928  n/ cos  (/ 
0.0U07/j7cos2(/ 
0.00034  n^  sin  3^ 


0'/58462n^sin(/ 
0.0U07n^sin2(/ 
0.00051/17  sin  3(/ 


Für  die  Breitensiörungen  des  Jupiters  erhallen  wir  aus  dem  Vorher- 
gehenden 


M  = 


M  = 


—  O'/OOOOI  , 

A  = 

—  oroooos . . 

.  .  Merkur 

—  0.00023  , 

—  0.00019.  . 

.  .  Venus 

+  0.00040, 

-1-  0.00002  .  . 

.  .  Erde 

-h  0.00002  , 

-  0.00012.  . 

.  .  Mars 

—  0.28329  , 

-1-0.12829.  . 

.  .  Salurn 

H-  0.00193  , 

—  0.00093  .  . 

.  .  Uranus 

-  0.00027  , 

+  0.00093  .  . 

.  .  Neptun 

-  0728 145, 

.V  = 

+  0:'12797 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  vom  Saturn  herrührenden  Glieder 
auch  wohl  durch  die  Betrachtung  der  Störungen  zweiter  Ordnung 
in  Bezug  auf  die  Massen  merkliche  Zusätze  bekommen  werden,  die 
aber  erst  später  untersucht  werden  können.  Aus  den  vorstehenden 
Werthen  folgt: 


cos  f 


0:'i8145n^sin^ 
0'.'00678n^sin2(7 
0.00024/2^  sin  3(/ 


—  0:'0092inf 
-h  0. 1 2797 ni  cos </ 
+  0.00308n^cos2^ 
-h  0.0001  In/ cos  3(7 
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§.  12.  ßerechnung  des  Theils  der  mit  P  mnltiplicirt«n 

Glieder  der  Jnpiterstörungen,  welcher  von  den  Aende- 

rungen  der  Coordinaten  des  Jupiters  abhängt 

Die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gesammtwertbe  von  K  und  L  sind 
gerade  diejenigen,  die  in  den  Tolgenden  Rechnungen  angewandt  wer- 
den müssen,  wenn  in  den  daraus  hervorgehenden  Werthen  der  mit 
l^  multiplicirten  Glieder  blos  die  von  der  zweiten  Oixlnung  in  Bezug 
auf  die  Massen  aufgenommen  werden  sollen.  Freilich  ist  es  etwas 
genauer,  die  Glieder  dritter  Ordnung  mit  aufzunehmen,  die  aus  den 
in  K  und  L  enthaltenen  Gliedern  zweiter  Ordnung  entstehen,  aber 
da  diese,  wie  oben  bemerkt  wurde,  gegenwärtig  noch  nicht  fertig 
berechnet  worden  sind,  so  müssen  wir  uns  jedenfalls  mit  den  ge- 
nannten Werthen  von  K  und  L  begnügen. 


132. 

Es  sind  nun  zuerst,  um  die  Glieder  zu  erhalten,  die  in  §  6,  d] 
entwickelt  worden  sind,  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  68  die  A, 
IL  C,  etc.  für  jeden  störenden  Planeten  besonders  zu  berechnen, 
und  in  Theilen  des  Kreisradius  auszudrücken.  Um  die  Anzahl  von 
Nullen  linker  Hand  zu  vermindern,  sollen  sie  ausserdem  mit  (lOOr 
niultiplicirt  werden,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  in  den  Endresultaten 
die  Einheit  von  l  hundert  Julianische  Jahre  beträgt.     Es  fanden  sich 


A  = 


J  =  -h 


0.0001  , 

B  = 

0.0000  .  .  .  .Neptun 

0.0003, 

0.0000  ....  Uranus 

0.0075  , 

—  0.0245  ....  Saturn 

0.0000, 

0.0000  ....  Mars 

0.0001  , 

0.0000  .  .  .  .Erde 

0.0001  , 

0.0000.  .  .  .  Venus 

0.0000, 

0.0000 Merkur 

0.0081  , 

B  = 

-  0.0245 

7J 
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C  = 


V  = 


£  = 


E  = 


0.0000  , 

D  = 

+  0.0010. 

.  .  .  Neptun 

0.0000  , 

+  Ü.0042  . 

.  .  .  Uranus 

-1-  0.0033  , 

+  0.3460  . 

.  .  .  Saturn 

0.0000  , 

-1-  0.0001  . 

.  .  .  Mars 

0.0000  , 

-1-0.0004  . 

.  .  .  Erde 

0.0000  , 

^ 

-h  0.0002  . 

.  .  .  Venus 

0.0000, 

D  = 

0.0000  . 
4-  0.3519 

.  .  .  Merkur 

-1-  0.0033  , 

—  0.0010, 

F  = 

O.üOOO  . 

.  .  .  Neptun 

-  0.0042  , 

0.0000  . 

.  .  .  Uranus 

-o.3rii , 

-0.0021  . 

.  .  .  Saturn 

—  0.0001  , 

0.0000  . 

.  .  .  Mars 

-  0.0004  , 

0.0000  . 

.  .  .  Erde 

-0.0002, 

0.0000  . 

.  .  .  Venus 

0.0000, 

F  = 

0.0000  . 
-  0.0021 

.  .  .  Merkur 

-0.3i70, 

G  = 

-1-0.0001  . 

.  .  .  Uranus 

-1-0.0041  . 

.  .  .  Saturn 

G  = 


0.0042 


ehrend  die  Wirkung  der  Übrigen  Planeten  völlig  unmerklich  ist. 


1 33. 
Aus  dem  Vorstehenden  Tand  sich 


AK 

^BL 

= 

-1-  0:'0369  , 

EK 

-hFL 

s= 

—  0.3527  , 

Ä'2 

=r 

+  0.0508, 

12 

— 

+  0.0663 

CK 


DL 

= 

—  0:'4079 

GL 

^ 

—  0.0049 

KL 

=s 

—  0.0580 

icl    hiermit  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  67 


ndz  s 


0'.'4101n2^2sin<y 
0.0097  nn2  sin  2f/ 
0.0003  n2/2sin  3/7 


070369  n2i2 

0.3534  »2/2cos^ 
0.0405/12/2  cos  2f/ 
0.0015w2^2cos3// 
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-4-  0.2065 n2/2cos(/    —  O'.'M^Sn^flsmg 
-4-  0.0069  n2/2 cos 2^  —  0.0188  n2/2 sin  2^ 
-4-  0.0003 n2^2cos3j  -  0.00rin2^2sin3^ 

welches  die  Werthe  der  im  §  6,  a)  entwickelten  Glieder  sind. 

134. 

Wenden   wir   uns  jetzt   zum   §  6,  (i)    so   geben   die  Ausdruck 
des  Art.  74 

.1  =  -0.0052,  Ä=  +0.0002,  C=— 0.0016 

Z>  =  ^.  0.0006,  F=  -4-0.0135,  G'  =  -4- 0.0063 

die  vom   Saturn   bewirkt   sind,   während   die   übrigen   Planeten  hi 
nichts  Merkliches  geben.     Hieraus 

ylÄ  —  ÄL  =  —  Ol'OOÖO  ,  CA- DL  =  —  0:'00<0 

FK  =  +  0.0109  ,  OK  =  -I-  O.OOBi 

GL=  —  0.0073  ,  FL  ==  —  0.0156 

und  schliesslich 


14 


0:'0047n2/2 


cos  I 

—  0'.'0026n2/2sinr/     —  0.0002 /i2i2eos^ 

—  0.00l9n2^2sin2(/  +  0.0110w2/2eos2(^ 

—  0.0001  «2/2sin3r/  +  0.0007  «2/2  cos  3// 

135. 

Zu  den  unter  §  6,  y)   entwickelten   Gliedern    übergehend, 
zuerst  die   T  und   U  zu  berechnen,    wozu  ich  die  letzten  Ausdn 
des  Art.  86  anwenden  werde,  da  im  Vorhergehenden  schon  all 
und  N  berechnet  worden  sind.     Es  ergeben  sich 

r=  +o:'ooio, 

0.0021  , 
0.3114, 
0.0001  , 
0.0004  , 
0.0003  , 

0^ 

r=  o:'3i53. 


u 

= 

O'/OOOO .  . 

. .  Neptun 

0.. 

.  .  Uranus 

= 

—  0.0034.. 

.  .  Saturn 

0.. 

. .  Mars 

0.. 

. .  Erde 

0.  . 

. .  Venus 

0.. 

.  .  Merkur 

u 

~ 

-  0:'0034 

^1 
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136, 
Nach  Art.  79  fand  sich  ferner 


C=  —0.0012, 


Z)  =  +  0.0073 Saturn 


ahrend  die  übrigen  Planeten  nichts  Merkliches  geben.   Hiemit  werden 

ndz  =  -  0'.'0004n2/2sin  j  +  O'Mi^n^ficosg 
i;  =  ^.  0M02n^flco8g  +  0Mi2n'^fls\ng 


137. 

Schliesslich  geben  die  unter  §  6,  d)  enthaltenen  Entwickelungen 
rst   (Art.  86) 


*aus 


c  = 


-o.oou 

4-0.0048 
-0.4508 
+  0.0004 

0 
+  0.0004 

0 


C  =  -0.4502 


£  = 


—  0.0004 
+  0.0038 
-0.3435 

0 
-4-  0.0004 

—  0.0004 

0 


J?  =  —  0.3098 


cos  f 


D  = 


—  0.0004 Neptun 

+  0.0038 Uranus 


D  = 


F  = 


-0.3492.. 

. .  Saturn 

0.. 

.  .Mars 

+  0.0004.. 

. .  Erde 

—  0.0004  .  . 

.  .  Venus 

0.. 

. .  Merkur 

-0.3455 

+  0.0044.. 

. .  Neptun 

-0.0048.  . 

. .  Uranus 

+  0.4452.. 

. .  Saturn 

—  0.0004  .. 

. .  Mars 

0.. 

. .  Erde 

—  0.0004  .. 

. .  Venus 

0.. 

. .  Merkur 

F=  +0.4446 


+  0:'0074w2/2 

—  0r0464«2/2sinj    —  0.0982  n^/«  cos  j 

—  0.004  4  n2/2sin2ff  —  0.0024 n2r2 cos 2j 

—  0.0004  w2f2 cos 3^ 

ri.     Die  mit  sini  multiplicirten  Glieder  des  Art.  86  geben  im  gegen- 
rtigen  Falle  kaum  Ol'OOOl ,  weshalb  sie  zu  übergehen  sind. 
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138. 

Addirt  man  jetzt  die  Einzelresultate ,  die  im  Vorhergehen! 
erhalten  worden  sind,  so  werden  die  vollständigen,  von  den  Aon 
rungen  der  Coordinaten  des  Jupiters  herrührenden,  und  mit  /■  ni 
tiplicirten  Glieder  in  der  Bewegung  des  Jupiters 

ndz=:  -4.0:03  69  «2^2 

-  0:'4105w2^2sin^    -0.3511  w2^2cos^ 

—  0.0097n2/2sin2j  —  0.0 105  «2^2005  2^ 

-  0.0003  «2/2 sin 3(7  -  0.0015w2^2cos3(^ 

V  =  ^.0:'0195n2/2 

-4-  0.2067 n2/2cos^    —  0:'1751  n^t^smg 
+  0.0069  w2^2cos2j  —  0,0\HSn^fism^g 
+  0.0003  n2r2  cos  3(7  —  0.0012n2/2sm3^ 

---.  =  +0':0118n2/2 

cos  I 

-  0'/0490n2^2jii|,^    _  0.0984 n2/2cos^ 

—  0.0030  w2/2sin2r/  +  0.0086  n2i2  cos  2^ 

—  0.0001  w2/2sin 3,9  -4.0.0006n2^2cos3^ 


§.  13.  Berechnung  derjenigen  Säcularänderungen 
übrigen  Planeten,  die  erforderlich  sind,  um  den  T 
der  mit  P  multiplicirten  Jupiterstörungen  zu  erhal 
welcher  von  den  Aenderungen  der   Coordinaten 

störenden  Planeten  herrührt. 

139. 

Um  die  in  der  Ueberschrift  genannten  Glieder  der  Ju 
Störungen  erhalten  zu  können,  müssen  erst  die  Säcularänden 
all(*r  einwirkenden  Pianoton,  oder  vielmehr  die  im  Vorhergelu 
Ulli  K\  //,  T\  U'  bezeichneten  Grössen  für  jeden  dieser  Pia 
lM)iH)cbnet  werden.  Ich  werde  nun  diese  nicht  blos  anführen,  soi 
)MM,>h  einige  der  dazu  erforderlichen  Hülfegrössen  aogebeo. 
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140. 

Neptun  vom  Uranus  gestört. 

Da  hier  die  Glieder  dritter  Ordnung   mit  aufgenommen  werden 
Lssen,  so  sind  die  folgenden  Vorbereitungen  zu  treffen. 

7  =  40  30'  8:'4 

iTx=  247»38' 3",  iT'=4«0U'22" 

a(0)Ao  =  4.4349,  a{i)Ao  =  -4.4994,  a(2]AQ  =  4.6446 

a(0)^  =  0.3858,  a[\)A^  =  -0.9569,  a{2)A^  =  3.9844 

a(0)A2  =  0.4888,  a(4)yl2  =  -0.6682,  «(2)^  =  3.3598 

a(3)^  =  —  24.84  ,  a(4)^  =  497.35 
a(3j^,  =  —23.70,  a{i)A^  =  497.06 
a(3)^2  =  —  22.70,         «(4)^2  =  498.92 

a(0)J9o  =  4.3692,  a{\)Bo  =  -  40.02,  a(2)Äo  =  94.64 

a{0)Bi  =  4.6458,  a(4)J9,  =  —  40.94  ,  a(2)Ä,  =  98.00 

a;0)Ä2  =  4.2359,  a(4)J92  =  -    925,  a(2)Ä2  =  89.06 

a(Q)Co  =  6.43 
a(0)C2  =  5.34 

^  ist  hierbei  auf  das  zweite  Glied  der  Störungsfunction  keine 
Icksicht  genommen  worden,  da  bekannt  ist,  dass  dasselbe  zu  den 
icularänderungen  Nichts  beitragen  kann.    Die  obigen  Data  gaben  mir 

Ä"  =  -4-  0'.'48322 ,  /-'  =  -  0747397 

r  =       0.2486,  [/'=:  -0.0022 


141. 
Neptun  vom  Saturn  gestört. 

/  =  0«  56'  56'.'3 
/!=  4440  23' 42",  /!' ==  491«  47' 53" 

a[0)Ao  =  4.02672,  «(4)^  =  -  4.08345,  a(2).4o  =  2.35434 

a(0)^i  =  0.46508,  a(4).1i  =  -0.34385,  a{2)Ai  =  4.09007 

a(0)i42  =  0.03947,  a(4).l2  =  -0.42?05,  o(2)i42  =  0.50746 

a(3)i4o  =  —  7.869,  a(4)ylo  =  36.037 
cr(3U,  =  -4.678,  a(4)ii,  =  25.484 
cr(3).^l2  =  -  2.664  ,         a(4)^2  =  16.900 
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a  0)J9o  =  0.0850, 

«(1  Ä« 

=  -0.4353,             a(2)Äo=  2.962 

a'0)ßx  =  0.1844, 

«(i)fi, 

=  -0.8155,             a(2)B,  =4.595 

a(0)Ä2  =  0.0722, 

«(Ifii 

=  —  0.389« ,             a[2)B2  =  2..555 

a(0)Co  =  0.189 

a(0)C2  =  0.066 

iit 

A'  = 

+ 

0:'1750, 

//  =  +o:'0710 

r  = 

0.0900 . 

/;'  =  —  Ü.OOOS 

[m 


erhalten  wurden. 


142. 
Neptun  durch  Jupiter  gestört. 

Ua  die  Grössen  dritter  Ordnung  im  vorhergehenden  Falle  nur 
liOchst  Unbedeutendes  gegeben  haben,  so  können  sie  im  gegenwär- 
tigen ganz  übergangen  werden.    Aus  dem  Art.  115  bekommt  man 


y  =r  00  56'32';6, 


JT-JI'  =  310  6' 37" 


und  da   in  Folge   der  vorstehenden  Bemerkung  jetzt   die  A,  und  t 
des  Art.  1 1 6  ohne  Weiteres  angewandt  werden  dtlrfen  : 


a(0).l,  =  0.00099, 


a(2y1o  =  0.01659 
o;2).1,   =  0.006ii 


a{^)A^,  =  0.01551  , 
a(4)A^  =  0.00301  , 
a(0)Äi  =  0.04759 

Hiermit  ergeben  sich 

A'  =  -0:'050l  ,  //  =  +0:'0037 

r'  =       0.0769,  i/'  =       0 

Die  übrigen  Planeten  können   auf  den  Neptun  keine  merkliche  Wii 
kung  äussern. 


1 43. 

Die  Addition   der   im  Vorhergehenden  erhaltenen    Rinzelnwertli 

giebl  für  den 

Neptun 


A'  =  -h  o:'6081  , 
r  x=       0.3855, 


IJ  =  -  01'3993 
l'  =r  -0.0027 
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er  wenn  man  mit  dem  Wertlie  von  n    für  den  Neptun  multiplicirt: 

n'K'  =  -4-  0:'02318  ,  n! L'  =  -  0:'0I523 

n'T  ==       0.0U70,  n'V  =  —0.00010 


144. 

Gellen  wir  zum  Uranus  über. 

Uranus  vom  Neptun  gestört. 

crgel)en  sich  hier 

J  =  1«30'  8:'4 

n  =  192"  U'  22",  /!'  =  670  38'  3" 

(O./Io  =  M349,  {\)A^  =  0.3645,  (2)ylo  =  0.9466 

(0)^,  =  0.381)8,  [\]A^  =  0.57 H  ,  (2)yl,  =  0.8649 

(0)^  =  0.1888,  M)/l2  =  0.4794,  [^)A^i  =  1.0645 

(3),lo  =  3.220,  (4)/lo  =  17.590 

(3).1,  =  3.316,  (4).l,  =  17.616 

(3)^12  =  3.357  ,  (4)yl2  =  18- 007 

(0)Äo  =  i.3692,  (1)Ä„  =  5.9111  ,  (2)Äo  =  30.886 

(OjÄ,  =  1.6458,  (1)Ä,  =  5.9714,  (2)Ä,  =  30.476 

OjÄ^  =  1.2359,  (1)Ä2  =  5.5412,  (2)^2  =  29.895 

fO)Co  =  6.427 
(0)C2  =  5.310 

d  hiermit 

Ä"  =  -  0';07717  ,  //  =  -  0:75885 

r  =        0.19788,  6^'=  -0.00200 


1 45. 
Uranus  vom  Saturn  gestört. 

7=1»  57'  7'.'2 

n  =  220«  29'  18",  77'  =  142»  46'  24" 

a(0)4  =  1.07224,  a(1)/1o  =  -1.24210,  a(2).lo  =  3.11784 

a(0..4,  =  0.27604,  a(1i.l^  =  -0.61762,  a(2).l,  =  2.16795 

a(0)yl2  =  0.10418,  ailjJ^  =  —0.34019,  a(2M2  =  1.52240 

Abhandl.  d.  K.  S.  (ien«UM-li.  d.  WiN>:<>nfti)i.  XVIII.  .H4 
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a(3)i4o  =  -12.678, 

a(i)Ao  =  73.590 

aWjA^  =  —  10.()40, 

ö(4).l,  =  68.508 

o;:ri.-l2  =  —    8.780, 

o;4J.42  =  6^.817 

a(0:Äo  =  0.435i6, 

a(1)Äo  =  -2.6441  , 

«:0)J9i  =  0.(»3365, 

ailjÄ,  =  -3.3^38, 

a(0)Ä2  =  0.3806, 

a{\]Bi  =  -2.3486, 

o(0)Co  =  1.205 

a(0;C2  =  0.7K2 

a(2;Äo  =  <9.98;i 
a(2;Ä,  =  22.875 
a(2iÄ2  =  I8.0il 


h'  =  -  r;23737,  r   =  -  r.'49815 

r  =        0.65090  ,  L"  =  +  0.00753 


MG. 

Uranus  vom  Jupiter  gestört. 
J  =  0«41'  55';o 
II  =  2i0«  r  50",  77'=  64«  18'  39" 

ai2;.lo  =  2.24586 
ai2;.1,  =  0.89640 
aJA^   =  0.3588G 


a'Oj.l,, 

= 

1.01919, 

«llj/lo 

= 

-  1.05926, 

«(o;.-i, 

= 

0.13953, 

«(1).l, 

^ 

-0.28729, 

«(»).l2 

= 

0.02847, 

a(1).'l2 

= 

-0.08728, 

«{:<). 1« 

=^ 

-7.285, 

a(4).-1o 

= 

32.122 

«(3;..f, 

— 

—  3.769, 

er  4i.l, 

= 

20.018 

«1 3  1/12 

— 

-  1 .856  , 

«(i;!.'i2 

:=: 

1 1 .587 

o'0j«„ 

= 

0.0:i06  , 

«i1;/A) 

= 

-0.2657, 

aiO  W, 

^ 

O.I273i, 

«(1)^1 

= 

-  0.5473  . 

a{();lt.. 

= 

0.0428, 

a:\]H^ 

^ 

—  0.2;?59, 

a{(\C„ 

^= 

0.117 

a(0)r. 

=i: 

0.032 

Ä '  =  - 

0716818, 

//  =  - 

r  = 

0.155:>3, 

r'  =  - 

ai2;Ä„  =  1.689 
0(2;//,  ==  2.983 
a(2)Ä2  =  1.444 


147. 

Uranus  vom  Mars  i^eslört. 

lli(»r    brauchen    wieder   nur   die   Glieder   erster  Ordnunt^   aufi?»» 
nonnncn  zu   wer(i(»n. 
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/=  40  H'  42",  JT-iT'  =  4940  28' 

a(\)AQ  =  0.00347,  o(2)Jo  =  0.00322 

aiO).l,  =  0.03984  ,  o(4)/l,  =  0.04000,  a{2)Ai  =  0.00057 

a(0)J9i  =  0.009577 

Ä'  =  Ol'OOOOO  ,  L'  =  —  o:oooo4 

r  =  0.00004 ,  i/'  =:     0 


148. 

Uranus  von  der  Erde  gestört. 

7  =  00  46'  2><:'4  ,  iT-  77'  =  (>7o  20' 

a(4)/lo  =  0.00436,  a(2).lo  =  0.0437 

«(Oi.li  =  0.02640,  a(\]A^  =  0.02645,  ai2).l,  =  0.00046 

a(0iJ9i  =  0.00440 

Ä'  =  0'.'00000,  V    =  —  0:'0O04  4 

r  =  0.00002,  u'  =     0 


149. 

Uranus  von  der  Venus  gestört. 

'   y  =  20  37'  6" 
a[^)A^,  =  0.000742,  a!2)/lo  =  0.000744,         a^0;j9,  =  0.002438 

K'  =  Ol'OOOOO  ,  L'    =  —  0';00005 

r  =  0.00002,  (/' =     0 


150. 
Die  Addition  aller  Einzeivverthe  giebt  für  den 

Uranus 

Ä'  =  -  r;48272,  L'    =  -3:'81482 

r  =       4.00436,  i/'  =  4-0.00423 

l   nach  der  Multiplication  mit  dem  Werthe  von  n    für  den  Uranus: 

/j'Ä"  =  -o:'HO«8,  7i'V    =  —  0';28528 

wT  =        0.0754 1  ,  n'U'  =  +  0.00032 

«4» 
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151. 

Gellen  wir  zum  Saturn  ül)er. 

Saturn  vom  Neptun  gestört. 

Die  Glieder  erster  Ordnung  reichen  aus. 

y  =  00  56'  56:'4  ,  il-JT'  =  iÖ«  54/2 

(li.lo  =  0.05673  ,  (2),'lo  =  0.07097 

(0)Ai  =  ü.  16508,  ;1  Mi  =  0.17876,  ;2).l,   =  0.0448!) 

(0)Äi  =  0.1844 

Ä'  =  -  0:'00203 ,  r    =  -  o:'045O2 

r  =       0.00693 ,  (/'  =        0 


152. 

Saturn  vom  [Iranus  gestört. 

J  =  |«57'  7';o 

n  =  322«  i6'  24",  Tt'  =  40»  29'  17" 

:f).lo  =  0.29394 
,?;  Ii  =  0.21953 

■i)A^  =  0.37001) 


!0).l,,  = 

1  07224, 

(1)A 

SS 

0.16986, 

(Oi.l,  = 

0.27604  , 

(^)-ti 

SS 

0.3  H  59, 

(0)-<2    = 

0.10418, 

!i)-i2 

= 

0.:J3601  , 

f3i.l„  = 

0.541  , 

\^)\ 

^ 

1 .724 

(3).-l,  = 

0.589, 

.4hl, 

— 

1.700 

i3)-i2   = 

0.577, 

4.1, 

^ 

1.795 

(0)//,  = 

0. 53516, 

1i/A, 

^ 

1.3377, 

(0.//,    = 

0.63365, 

,  \ .  //, 

=r 

1.4229, 

{0)B,  = 

0.3806    , 

[\Ui, 

= 

1 .  ^066 , 

(o)ro  = 

1.205 

lOiC,  = 

0.782 

(2  J/o  =  4  056 
i2iÄ,  =  3.888 
[i]H^  =  3.819 


Ä  "  =  -h  0:'08675  ,  //    =  —  0'.'159i8 

r  =        0.05537  ,  U'  =  +  0.00072 


1Ö3. 

Salurn  vom  Jupiter  gesl()rl. 

Die  helrellenden  (in)ssen   halu*  ich  aus  meiner  oft   aiigezogt: 
l^eissehrift  entnonnuen.  und  dabei,  um  in  das  Resultat   keine  Glit 
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tter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  hineinzubringen,  mich  bios 
die  Glieder   erster  Ordnung  in   Bezug   auf  die  Massen    gehalten. 
13  u.  f.  dieser  Schrift  findet  man,  nachdem  die  Angaben  auf  die 
r  angewandte  Jupitermasse  reducirt  worden  sind: 

K'  =  -  5'.'34042  ,  r   =  -  8:'63296 

r=       4.90452,  LT'  =  -0.02450 

ziere  weil    der  Coeflicient   des   ersten  Gliedes  im  dortigen  />'  mit 
und  der  des  dortigen  q'  mit  — U'  identisch  ist,  wie  man  leicht 
idet. 


154. 

Saturn  vom  Mars  gestört. 

Hier  reicht  man  wieder  mit  den  Gliedern  erster  Ordnung  aus, 

J  =  2<»2r.8,  iT-iT'  =  116^43' 

a(4).lo  =  0.013U,  a(2)yl„  =  0.01.^91 

«(0;.li  =  0.08065,  a(1).li  =  0.08221  ,  a(2)Ji  =  0.0048i 

a(0)J9,  =  0.04017 

Ä'  =  —  o:'oooo4 ,  r  =  -  oroooi? 

r  =     0.00005,  (/'  =     0 


155. 
Saturn  von  der  Erde  gestört. 

J  =  2«  29.'6  ,  ll-^n'  =  -  10«  22' 

a[\)A^  =  0.005.'i6,     a(2).lo  =  0.00570 
a  0; Ji  =  0.05261  ,     a(|i.1i  =  0.05306,     o,2)Ji  =  0.00133 

a(0)J9,  =  0.0168:3, 

Ä'  =  orooooo ,  /;  =  -  o:'ooo")3 

r  =  0.00021 ,  {''  =     0 
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156. 
Salurn  von  der  Venus  gestört. 

j  =  21«  3/3 ,  n-^n'  =  —  390  40' 

ai\)AQ  =  0.00290,  a(2)A^  =  0.0029:^ 

o(0)Ji  ==  0.03802,  aiVjAi  =  0.03816,  o(2j.l,  =  0.00050 

a{0)Bi  =  0.00872 

Ä'  =  orooooo ,  /;  =  —  o:'ooo25 

r  =  0.00008,  u' =     0 

Der   Merkur    braucht   seiner  geringen    Einwirkung    wegen  hier 
nicht  berücksichtigt  zu  werden. 

157. 
Die  Addition  der  Einzelresuitate  giebt  für  den 

Saturn 

Ä'  =  -5r255i4,  V   =  -8:'83841 

r  =        1.96716,  U'  =  -0.02378 

und  nachdem   mit   dem  Werthe   von   n     für   den   Saturn  multiplicirt 
worden  ist: 

n'Ä'  =  -  1:1 2098,  n'L'    =  -  r.'88523 

nT'  =       0.41959,  n'i/'  =  — 0.00507 


158. 

Da  die  übrigen  Planeten  nur  höchst  ['nbedeutendes  dem  Re- 
sultat hinzufügen  können,  so  habe  ich  sie  auf  einfachere  Art  l)ehaD- 
delt.  Die  A'  und  L'  iiabe  ich  aus  den  Tafeln  entnonuuen,  und  durch 
die  Ausdrücke 

berechnet.  Da  die  T'  und  U'  nur  aus  den  einzelnen  Theiien,  aus 
welchen  ()i'  und  dft'  bestehen,  bereciinet  werden  können,  so  habe 
ich  sie  unabhängig  von  den  Tafeln  berechnet,  aber  nur  auf  das  Glied 
erster  Ordnung  in  T'  Rücksicht  genommen.  Die  l/'  werden  dem- 
zufolge iNull.     ich  erhielt 
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Mars. 
=    +  0';37i  ,  n'L!  =  -  2'.'947  ,  nT  =  07495 

Erde. 
=  -  0:'«7i  ,  n'U  =  -  0'.'382,  n'T  ==  0:'494 

Venus. 

Merkur. 
=  -f-  07082  ,  n'V  =  -  27168  ,  nV  =  07516 


^echnung  des  Theils  der  mit  f  multiplicirten 
rungen,  welcher  von  den  Aenderungen  der 
dinaten  der  störenden  Planeten  abhängt. 


159. 
er  §  C,  f)   entwickelten  Glieder  geben 
n[A'  K'  -k-B'  L')  =  -4-  070034 vom  Saturn 

n'[C'K'  -h  D' IJ)  =  -  0.0004 vom  Uranus 

—  0.1 566  ....  vom  Saturn 
+  0.000 1  . . .  .  vom  Mars 

Summe  =  —071569 

n[K' h'  -h  F'  i: ]  =       070000 vom  Uranus 

—  0.4662 vom  Saturn 

-4-  0.0001  ....  vom  Mars 

Summe  =  —074661 

t  man  für  die  unter  §  C,  f)  entwickelten  Glieder 

n[A'K'  "B'L)  =  -  070017 vom  Saturn 

ji'iC  K'  —  />'//)  =  -h  0.0049 vom  Saturn 
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uciii^  Merkliche^  liefern,    bie  unl 
>«^    v«?nien  alle  unmerklich.    EudiKb^b 
..«.Malten  tjilieder 


s  -o';oooi .. . 

.  vom  Uranus 

+  0.0615... 

.  vom  Saturn 

0.0000  .  .  . 

.  von  der  Erde 

-0.0001  ... 

.  von  der  Venus 

Suiime  =  +0^0613 

.ru')  =  -o:ooo3... 

.  vom  Uranus 

+  0.1323... 

• 

.  vom  Saturn 

—  0.0002.  .  . 

.  von  der  Erde 

+  0.0001  ... 

.  von  der  Venus 

Summe  =  +0:'1319 

ftjer  dieser  Glieder  ergeben 


ii:i569;)/'^sin9 
etc. 


o:'oo3i///2 
o';4r>r)iij/-^cos// 


0r0785wr2eosr/  -  o:'2331  ^//2sin.r/ 
ete. 

0'.'or)9(w//2sin.7  +  OM  368/^/2  cos// 


160. 

%iiliA/>tHMrl   man    nun    die   (»ben    erhaltenen  Glieder  mit  », 
>ic  *wf  *'^**  Vielfachen  von  //  aus;    niultiplicirt  man  ferner 
rtS   iusammeng(\^tellten   Glieder   mit    n'-^    und    addirl  ii 


>i^V^^*^' 


.    xo  erhellt  man  das  Kndresultat 


üv^* 


0 


/    t    \2 


o:'1..83(,4)\sinr, 
0.000  l(J^)%in% 


•  _ 
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t   \2 


y  = 


0.0996(4)^osv    -  orn26(^)%inff 
0.0029(4)'cos?ff  -  0.0083 (^)%in2(^ 


-*-0.0003(^)^cos3(/ 


Nachschrift. 


Die  vorstehende  Abhandlung  ist  von  ihrem  am  28.  März  4874  verstorbenen 
Verfasser  bereits  längere  Zeit  vor  seinem  Ableben  niedergeschrieben  worden, 
doch  wünschte  er  dieselbe  erst  nach  HinzufUgung  gewisser  Ergiinzungen  zu 
veröffentlichen.  Da  der  Tod  die  Ausführung  dieser  Absicht  vereitelt  hat,  so 
hat  man  geglaubt,  die  hinterlassene  Abhandlung,  obschon  sie  nicht  ihrem 
definitiven  Ziele  entgegenführt  worden  ist,  in  unveränderter  Gestalt  publiciren 
zu  sollen.  Vor  Allem  wird  man  den  Mangel  eines  einleitenden  Vorworts  aus 
dem  Umstände  zu  erklären  haben,  dass  der  Verfasser  nicht  die  letzte  Hand 
an  die  Redaction  seiner  Arbeit  legen  konnte.  Im  Uebrigen  sollten  die  beab- 
sichtigten Ergänzungen  hauptsächlich  den  zweiten  Theil  der  Abhandlung  be- 
treffen, welcher  von  §  7  an  die  Anwendung  der  im  ersten  Theile  gegebenen 
theoretischen  Entwickelungen  auf  die  numerische  Berechnung  der  Jupiter- 
störungen enthält. 

Die  in  der  Abhandlung  gelehrte  Methode  bezieht  sich  überhaupt  auf  die- 
jenigen Fälle,  in  denen  man  die  planetaren  Störungen  mit  aller  wünschens- 
werthen  Genauigkeit  erhält,  indem  man  nur  die  ersten  Glieder  ihrer  analy- 
tischen Entwickelung  berücksichtigt.  Zu  diesen  Fällen  gehören  die  Störungen 
des  Jupiter,  mit  Ausschluss  der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der 
Länge  und  des  Radiusvectors.    Für  die  Berechnung  der  letzteren  hat  der  Ver- 
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fasser  in  seinen  früheren  Arbeilen  die  erforderlichen  Vorschriften  gegeben, 
und  einen  grossen  Theil  der  numerischen  Rechnungen  in  seiner  von  der 
Berliner  Akademie  gekrönten  Preisschrift  aus  dem  Jahre  1830  ausgeführt.  Es 
ist  jedoch  der  Theil  der  Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ordnunt:  in 
Bezug  auf  die  Massen  betriflt,  nicht  vollendet  worden,  so  dass  von  den  durch 
den  Saturn  l)evvirkten  Jupiterstörungen  zur  Zeit  der  Abfassung  der  gegenwär- 
tigen Abhandlung  nur  der  Betrag  der  Glieder  erster  Ordnung  bekannt  war. 
Wie  im  Art.  130  angeführt,  ist  jedoch  zur  volistcindigen  Berechnung  der 
Sticularünderungen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Lunge  und  den  Radiusvector. 
als  in  Bezug  auf  die  Breite,  die  Kenntniss  der  Störungen  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Massen  erforderlich,  so  dass  die  a.  a.  Orte  berechneten,  der 
Zeit  /  proportionalen  Störungsglieder  in  ndz  v  und  //  nicht  als  die  vollslän- 
<ligen  Werthe  dieser  Silcularilnderungen  angesehen  werden  können.  Aehn- 
liches  gilt,  wie  im  Art.  131  ausdiilcklich  hervorgehoben,  von  den  in  «^ 
multiplicirten  Gliedern ,  welche  von  den  Aendemngen  der  Coordinaten  des 
Jupiters  abhangen,  ländlich  ist  Art.  153  darauf  hingewiesen,  dass  auch  die 
Glieder  höherer  Ordnung  in  den  SäcularHnderungen  des  Saturn  durch  den 
Jupiter  von  Einfluss  werden  können  auf  die  in  nnf^  muhiplicirten  Glieder  der 
Jupitei-störungen,  welche  von  den  Aenderungen  der  Coordinaten  des  slöivn- 
den  Planeten  abhängen.  Infolge  dieser  Einflüsse  werden  auch  die  in  den 
Artt.  138  und  159  entwickelten  und  Art.  160  zusammengezogenen  Störungs- 
glieder noch  Modificalionen  zu  erleiden  haben. 

Da  der  Verfasser  definitive  Resultate  zu  publiciren  wünschte,  und  Hr. 
von  Glasen.vpi»  sich  unter  seiner  Leitung  mit  der  vollstündigen  Berechnunji 
der  Störungen  der  Länge  und  dos  Radiusvectors  des  Jupiter  durch  den  Salum 
nach  den  dafür  geeigneten  Methoden  beschäftigte,  so  sollte  das  Ergebuiss  diej^er 
Berechnung  abgewartet  werden,  um  auf  Grund  desselben  die  oben  berührten 
Ergänzungen  Vürzunehnien.  llr.  v.  Glasexaim»,  der  die  Resultate  seiner  Rtn-h- 
nungen  dem  Verfasser  noch  kurze  Zeit  vor  dessen  Ableben  niittheileu  konule, 
beabsichtigt  sich  auch  der  Ausführung  dieser  ergänzenden  Rechnungen  zu 
untei*ziehen ,  so  dass  gegründete  Aussicht  vorhanden  i.st,  bald  in  den  Bcmü 
der  vollständigen,  nach  11\>sen\s  Methoden  berechneten  Jupiterstörungeu  zu 
gelangen.  Es  ist  hier  der  Ort  zu  erwähnen,  dass  von  Art.  109  an  die  siimuii- 
lichen  in  den  §§.  H — 14  enthaltenen  numerischen  Rechnungen,  zu  deren  Re\i- 
sion  der  Verfasser  keine  Zeit  gefunden,  unter  den  Augen  des  Letzleren  \oii 
Hrn.  v.  (iLASENAiM»  mil  grosser  Sorgfalt  revidirt  und  wo  nöthig  emeudiK  wor- 
den sind. 

Die  Thäligkeit  des  Lnlerzeichnelen  hat  sich  darauf  beschränken  müs>ti» 
den  Druck  des  Manuscripts  zu  überwachen,  und  nach  Möglichkeit  auf  die 
Beseitigung  von  Sehreib-  und  Druckfehlern  bedacht  zu  sein.  Er  kann  nicht 
erwarten,  dass  ihm  bei  der  grossen  Menge  von  Formeln  und  Zahlen  die>s 
allenlhalben  geluni:en  s(m,  doch  darf  er  versichern,  dass  er  in  seinen  auf  die 
llersleiluni;  eines  möizlichsl  fehlerfreien  Druckes  Gerichteten  BcniUhunäen  sei- 
l(»ns  der  Bieilkopf-Härlerschen  Druckerei  die  bereitwilligste  Unterstützung  ge- 
funden lial.  Zu  nachträulichen  Berichtigunüen  haben  ihm  bloss  zwei  Stellen 
Anlass  ueneben  : 
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S.    307  und  308  ist  stall  T  der  lateinische  Buchstabe  Y  gedruckt: 

S.  4  72  und  473  scheint  bei  den  aus  §.  6,  l  entspringenden  Gliedern 
in  :  der  Factor  ^  weggefallen  zu  sein.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung erhält  man,  wenn  zugleich  die  von  der  Excentricität  ab- 
hängigen Glieder  ergänzt  werden: 

wd:  =  +0:'003  4/^/2 

—  0:'l:)69/j/2sin^^     _  0.4661  /i/^cosr/ 

—  0.0010?j/2sin2//  —  0.0056/^/2  cos  2^ 

—  0.0001  «/2  cos  3.r/ 

V    =  -h0:'0019w/2 

+  0  0785/j/2cos(/    -0:'2331///2sinfy 
-+-  O.OO  1 9 /?  /2cos  lg  —  0.0056 n  /2sin  2^ 
-+- 0.0001  w/2cos3(y  —  0.0002 ///2sin  3// 


u 
cos  I 


+  0:'0n04///2sin^  4.  o.'l344w2/2cos.v 
+  0.00 15« /2 sin 2^^  -+-  0.0032 w/2cos2r/ 
-h  0.0001  y//2sin3(/  +  0.0001  nf^cos^ff 

Durch  Zusanimenziehung  dieser  Ausdrücke  mit  den  im  Art.  I3S  entwickelten 
Gliedern,  und  nach  Einführun.u  des  numerischen  Werthes  von  n,  gehen  die 
Endresultate  des  Art.  160  hervor,  in  denen  die  auf  die  Breite  bezüglichen 
Glieder  jetzt  folgende  Wert  he  annehmen : 


cos  I 


—  0;'0018 


\iüü/ 


+  o:'OI83(4)%in<,    +  0.0436  (-^fcosg 

. +  0. 0002  (^) 'cos  Sr, 
Juni  1875. 

W.  Scheibner. 
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Vhhandl.  d.  K.  8.  timelUcli.  i.  Wi8ii<>iiBcli.  XVIII.  i)j 


In  der  8.,  9.  und  10.  Abhandlung^)  habe  ich  die  thernioelek- 
;chen  Eigenschaften  des  Topases,  des  Schwerspathes  und  des 
agonites,  also  dreier  Minerahen,  deren  Krystahe  dem  rhombischen 
Sterne  angehören,  und  keinen  Hemimorphismus  ziMgen,  nüher  dar- 
legt ;  in  der  1 1 .  *^)  wurden  sodann  die  Untersuchungen  über  diese 
rgänge  an  vier  sogenannten  einaxigen  Substanzen,  nämhch  an  zwei 
hexagonalen  oder  rhomboedrischon  Gestalten  krystallisirenden,  dem 
ilkspathe  und  dem  Beryll,  und  an  zwei  in  den  Formen  des  tetra- 
nalen  Systemes  auftretenden,  dem  Idokrase  (Vesuvian)  und  dem 
3ophyllite  (Ichthyophthalm)  mitgetheilt.  In  der  vorliegenden  Ab- 
ndlung  gehe  ich  nun  zur  Darlegung  der  thermoelektrischen  Er- 
heinungen  an  solchen  Mineralien  über,  deren  Krystalle  den  schief- 
igen Systemen,  und  zwar  sowohl  dem  monoklinoedrischen  als  auch 
■m  triklinoedrischen  angehören,  und  werde  in  derselben  die  Krystalle 
■s  Gypses,  des  Diopsids,  des  Orthoklases,  des  Albits  und  des 
'riklins  behandeln. 

0 

Das  Verfahren  bei  der  Untersuchung  des  elektrischen  Verhaltens 
T  genannten  Krystalle  ist  im  Allgemeinen  dasselbe,  welches  ich  in 
3inen  früheren  Abhandlungen  *^^*)  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
laften  des  Bergkrystalles  und  des  Topases  beschrieben  habe. 

Auf  den  der  vorliegenden  Abhandlung  l)eigefügten  Tafeln  finden 
h  diejenigen  Krystalle,  deren  elektrisches  Verhalten  speciell  an- 
heben werden  sollte,  entweder  in  ihren  Netzen  oder  in  bestimmten 

♦)    Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.   S.   357;   Bd.  XV.   S.   %1\;  Bd.  XV.   S.  343. 
♦^)    Ebend.   Bd.   XVIII.   S.   201. 
^**]    Diese  Abhandi.   Bd.   Xm.  S.   342;  Bd.  XIV.   S.   377. 
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stets  genau  bezeichneten  Projectionen,  und  zwar  je  nach  ihrer  Grösse 
entweder    in    nalürlichen  oder  in   verkleinerten  Dimensionen  "■  abge- 
bildet.    In   diese   Zeichnungen    sind    die  während   des  Erkaltens  auf 
den  verscliiedenen  Punkten   der  Oberfläche  jener  Krystalle  beohach- 
teten  elektrischen  Spannungen  eingetragen,  und  ebenso,    wie  io  den 
vorhergehenden  Abhandhingen,    der   leichteren  Uebersicht  weisen  die 
positiven  und  negativen  Zonen  durch  verschiedene  Farben,  und  zwar 
die  positivem  durch  eine  rölliliche  und  die  negativen  durch  eine  grün- 
liche kenntlich  gemacht  worden. 

Alle  Angaben  über  die  Verlheilung  der  Elektricitilt ,  sowohl  im 
Texte  als  auch  auf  den  Figurentafeln  beziehen  sich  sl€ts  auf  den 
Zustitnd  des  Eikaltens ;  bei  steigender  Temperatur  sind  selbstversländ- 
lich  die  Polaritftlen  die  gerade  entiregengesetzten. 

In  Betreff  der  Temperaturen,  bis  zu  welchen  die  Krj stalle  er- 
hitzt wurden,  bemerke  ich  nur  noch,  dass  die  Diopside  und  feld- 
spüthe  gewöhnlich  bis  130*^  oder  140"  erhitzt  wurden,  während  bei 
den  Gypskrystallen  die  Temperatur  nicht  völlig  lOO^C  erreichte. 
Die  Erwärmung  dieser  letzteren  Kry.slalle  geschah  in  einem  kupfernen 
Apparate  mit  doppelten  Wänden,  deren  Zwischenraum  mit  Wasser  ausr- 
gefüllt  war.  Grosse  Krystalle  musslen  1  bis  2  Stunden  einem  solchen 
Wärm(»grade  aus!j:(»selzt  w(M*deu,  um  in  allen  ihren  Theilen  nahe  die- 
selbe Temperatur  anzunehmen. 

Für  die  gütige  Darloihung  der  zu  der  nachstehenden  Cnler- 
suchung  geeign(»ten  Krystalle  habe  ich  meinen  Herren  Colle^on  Pml 
Zirkel  und  (wedner,  Herrn  Prof.  Quenstedt  in  Tübingen  und 
Herrn  Prof.  Weissbach  in  Freiberg,  sowie  Herrn  Chemiker  Sarhsse 
in  Leipzig  meinen  Nerbindlichsten  Dank  zu  sagen. 

*)  Die  Brüche^  odor  }  neben  der  Abbildung  zeigen  an,  dass  die  Grösse 
der  betreffenden  Krystalle  in  der  Zeicbnung  auf  die  llälfle  oder  resp.  ein  Viertel 
der  natürlicben  Dimensionen   rediicirl  ist. 


I.    Gyps. 

Da  die  Gypskrystalle  aicmals  Andeutungen  einer  heminiorphen 
Idung  gezeigt  haben,  so  ist  es  sehr  fraglich,  ob,  da  man  früher 
?n  Heniimorphisraus  als  unerlüsshche  Bedingung  für  das  Auftreten 
;r  Tliermoelektricität  betrachtete,  überhaupt  Jemand  bisher  den  Ver- 
di unternommen  hat,  elektrische  Spannungen  infolge  von  Temperatur- 
iderungen  auf  ihnen  aufzusuchen.  Sollte  es  geschehen  sein,  so 
ird  das  Resultat  des  Versuches  jedenfalls  negativ  ausgefallen  sein, 
eil  die  meisten  Krystalle  dieses  Minerales  nur  eine  so  schwache 
leklricit^t  zeigen,  dass  solche  niit  den  früheren  Beobachtungs- 
ethoden nicht  wohl  wahrgenonmien  werden  konnte,  zumal  die 
laliv  stärksten  Spannungen  an  Stellen  auftreten,  wo  man  sie  im 
tischluss  an  die  ehemals  geltende  Vorstellung  über  die  thermo- 
ektrischen  Vorgänge  am  wenigsten  gesucht  hätte.  Es  giebt  indess, 
ie  aus  den  folgenden  Mittheilungen  erhellen  wird,  doch  auch  Gyps- 
ystalle,  auf  welchen  die  elektrische  Erregung  so  stark  hervortritt, 
SS  die  älteren  Elektromeler  sie  wohl  noch  hätten  nachweisen 
nnen. 

Die  Krystalle  des  Gypses  gehören  zum  monoklinoedrischen 
5teme;  die  Klinodiagonale  schneidet  die  Hauptaxe  unter  einem 
nkel  von  80"  36'. 

Beschränke  ich  mich  auf  die  Anführung  der  Gestalten,  welche 
den  im  Nachstehenden  untersuchten  Krystallen  auftreten,  so  wer- 
1  die  einfachsten  unter  ihnen  begrenzt  von  den  Flächen  des  ver- 
ilen  Prismas  cx)P,  dessen  künodiagonale  Seitenkante  \\\^  42' 
ist,  sowie  von  dem  mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  paral- 
•n    Flächenpaare  cx)i?oo    und    den   Flächen    der    negativen   Halb- 
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pyrainido  P  mit  eiiuM*  Polkanle  von  143"  42'.  Dazu  lreU»n  bei 
anderen  Kryslallen  noch  die  Flächen  der  positiven  Halbpyramide  P 
mit  einer  Polkante  von  138"  28',  oder  an  ihre  Stelle  die  Flächen 
des  positiven  Hemidomas  Jl^oo.  Bei  noch  anderen  Kryslallen, 
namenllich  hei  den  lleinhardtshrunner  Zwillingen,  bilden  nicht  die 
Fluchen  c»  P,  sondern  di(»  Flüchen  ooi>2  das  vertikale  Prisma,  dessen 
klinodiagonale  Seitenkanten  auch  wohl  von  kleinen  Flächen  ooPoo 
al)geslnm[)ft  werden.  An  Bruchstücken  von  Zwillingskrystallen.  welche 
von  ('astellina  in  Toscana  slanmien  (Nr.  16  u.  17^,  zeigen  sich  aueh 
noch  die  Flüchen  l^oo  und  ?^^?. 

Sehr  hHudg  finden  sich  Zwillingskrystalle,  und  zwar  nach  zwei 
verschie(ienen  Ges(»tzen:  als  Zwillingsaxe  kann  nämlich  1)  die  Haiipl- 
axe  und  2)  die  Normale  auf  den  Flächen  des  negativen  Hemidomas 
—  Poo  auftreten. 

Die  Spaltl)ark(»it  des  Gypses  ist  parallel  dem  klinodiagonalen 
Hauptschnitte  sehr  vollkommen  und  steht  überhaupt  in  Betreff  ihrer 
Vollkommenheit  vielleicht  nur  der  des  Glimmers  nach.  Ausserdem 
existiren  noch  zwei  Richtungen  leichter,  wenn  auch  weniger  voll- 
kommener Spaltl)ark(»it. 

Ninunt  man  ein  dünnes  Gypsblättchen,  dessen  Flächen  dem  klino- 
diagonalen llaupischnilte  parallel  licg(»n,  so  lässt  sich  dasseihe  tei 
geringem  Kraflaufwandc»  um  eine  dei*  Polkante  der  [)ositiven  Halb- 
pyramide P  Oller  der  Durchschniltslinie  der  Fläche  -l-i^oo  mildem 
klinodiagonalen  llauptschnitle  parallele  Axe  biegen  und  bricht  bei 
stärkerem  Druck  in  einem  mit  der  angegebenen  Richtung  parallelen 
faserigen  Riuche.  Während  mehrere  Mineralogen  hierin  eine  rail 
den  FUu^Iku)  +JPoo  parallele  Spaltbarkeit  sehen,  nimmt  Naumann 
zur  l^]rklarung  des  faserigen  Rruches  eine  mit  den  Flächen  der  posi- 
tiven Halbpyramide  P  paiallel  gehende  Spallbarkeit  an:  die  beiden 
[lyramidalen  Spaltungsflächen  treten  oscillatorisch  auf  und  bilden  daher 
eine  sclunnbar  faserige  oder  gestreifte  Fläche.  Diese  mit  den  Flächen 
-l-4^oo  [)arallel  geh(»nden  Spaltungsrisse  sind  auf  den  Gy[)sblältcheü 
gewöhnlich   deutlich  sichtbar. 

DagegcMi  blicht  die  Platte,  wenn  man  sie  um  eine  mit  der  klino- 
(liagonalcMi    Seitenkanti»    i\c>,    Prismas  oo  P    parallele    Linie    zu    biejeu 
viMsucht,  kurz  ab  mit  (Mwas    muschlig(?m  Rruche,    wonach    also  eine 
dritte  Spaltungsllache  [)arallel  ooPoq  vorhanden  ist. 
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Elektrisches  Verhalten  der  Gypskrystalle. 

Die  Vertheilung  der  Elektricitüt  auf  ringsum  ausgebildeten  ein- 
hen  Gypskrystallen  ist  in  ihrem  Verhalten  sehr  constant;  ich  habe 
hr  als  50  Gypskrystalle  der  verschiedensten  Fundorte  untersucht 
A  keine  wesentlichen  Abweichungen  in  derselben  gefunden. 

Beim  Erkalten  sind  die  Flächen  oo^^oo  stets  negativ,  dagegen 
»  Flächen  der  verticalen  Prismen  ooP  und  cx)^?2,  sowie  die 
Ichen  der  negativen  Halbpyramide  P  positiv.  Nur  greift  bisweilen, 
mentlich  wenn  die  Flächen  ooVoo  keine  grosse  Ausdehnung  be- 
zen,  die  denselben  entsprechende  negative  Polarität  mehr  oder 
3niger  auf  die  benachbarten  Theile  der  Prismenflächen  ooP  und 
n  hinüber. 

Wenn  ein  Gypskrystall  parallel  seinem  vollkommensten  Durch- 
Dge,  also  parallel  mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  gespalten 
rd,  so  zeigen  seine  Theile  ein  analoges  elektrisches  Verhalten,  wie 
i  den  zersprengten  Topas-*)  und  Apophyllitkrystallen.**)  Wird 
rallel  der  negativen  Krystallfläche  ooi^c»  eine  dUnne  Platte  ab- 
spalten, so  ist  die  innere  Spaltungsfläche  dieser  Platte  positiv  (vgl. 
yslall  Nr.  18),  während  die  am  grossen  Stücke  befindliche  Spal- 
igsfläche,  welche  an  der  zuvorgenannten  angelegen  hatte,  negativ 
rbleibt,  wenn  auch  schwächer  als  die  Krystallfläche.  Bei  tieferem 
odringen  der  Spaltungsfläche  gegen  die  Mitte  hin  nimmt  diese 
gative  Spannung  auf  der  Durchgangsfläche  am  grösseren  Stücke  ab, 
i  sie  bei  einer  gewissen  Tiefe  ebenfalls  in  die  positive  übergeht, 
nn  zeigen  also  beide  von  einander  getrennten  Flächen  positive 
larität  (vgl.  Krystall  Nr.  18,  Fig.  18  M  und  N,  sowie  X,d  und  X,e). 

Auf  Flächen,  welche  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  und  senk- 
et gegen  die  Orthodiagonale  angeschlifien  werden,  besteht  die 
»itive  Spannung,  welche  auf  den  durch  den  Schnitt  abgetrennten 
'Stallflächen  statt  hatte,  wenn  auch  in  geänderter  Intensität,  fort. 

Auf  den  Zwillingskrystallen  bleibt  die  Vertheilung  der  beiden 
:lrischen  Polaritäten,  wie  sie  für  den  einfachen  Krystall  beschrieben 
de,  erhalten. 


»)    Diese  Abhandl.  Bd.   XIV.   S.   44«. 
*)    Ebend.   Bd.   XVIII.  S.   261. 
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Wahrend  die  Art  der  Verlheilung  auf  den  Gypskryslallen  der 
verschiedenen  Fundorte  sich  nicht  lindert,  zeigen  sich  dagegen  sehr 
beträchtliche  Unterschiede  in  der  Stärke  der  elektrischen  Erregungen. 
Am  grössten  erscheint  die  elektrische  Spannung  auf  den  nach  dem 
oben  erwähnten  ersten  Gesetze  gebildeten  Zwillingen  aus  der  Marien- 
grotte  bei  Reinhardtsbrunn  oder  Friedrichsrode,  an  welchen  nicht  da* 
Prisma  oo  P,  sondern  vielmehr  das  Prisma  cx)i^2  auftritt.  Schwächer, 
und  zwar  je  nach  dem  Fundorte  in  mehr  oder  minderem  Grade  k 
die  elektrische  Spannung  auf  den  einfachen  Krystallen,  welche  von 
den  Gestalten  cx)P,  ooVoo  und  — P  gebildet  werden;  noch  schwä- 
cher wird  sie  auf  den  längeren  säulenförmigen  Krystallen,  an  weichen 
ausser  den  ebengenannlen  Flächen  auch  die  Flächen  der  posiliven 
Halbpyramide  -l-P  sich  finden;  und  endlich  ist  sie  auf  den  nack 
dem  zweiten  Gesetze  gebildeten  Zwillingsbruchstücken  vom  Mont- 
martre äusserst  schwach,  ja  oft  unmerklich,  während  sie  wieder  auf 
den  gleichgebildelen  Zwillingskrystallen  von  Castellina  in  Toscana  in 
nicht  unbeträchtlicher  Stärke  sich  zeigt. 


A.      Einfache  Krysiallc, 

a.  Krystalle  von  SalzmUnde  bei  Halle. 

Kry stall  Nr.    1.     Taf.   i  Fig.   1. 

Der  im  Allgemeinen  gut  ausgebildete  Krystall  Nr.  1  ist  eine 
C.ombinaticm  von  ooP,  ooi^oo  und  — P.  Fig.  1.  Taf.  I  slelll  Ji^ 
beiden  seitlichen  Projcctionen  in  halber  natürlicher  Grösse  dar.  Auf 
sännnllich(»n  Flächen  sind  die  Spuren  einer  Bildung  durch  siicce>>ive 
sich  auflegende  IJIättchen  sichtbar  geblieben.  Die  Flächen  ooV  ^r* 
schein(»n  stark  gestreift  und  die  Flächen  —  P  verlaufen  sehr  un- 
regelmässig. Auf  den  beiden  Flächen  oo4?<x)  linden  sich  drei  bt 
vier  Vertiefungen  von  rhomboidischer  Form. 

Die  lnt(»nsität  der  elektrischen  Err(»gung  ist  namentlich  auf  tl^'' 
Seilenflächen  stark. 

Krystall  Nr.  2.     Taf.   I.   Fig.  2. 

D(M*  Krxstall  Nr.  i.  dessen  seilliche  Projcctionen  Fig.  i  Taf. ' 
in   halber  Gross«»  abgebild(»t  sind,  gleicht  in  seiner  Bildung  dem  vor- 
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gehenden.  Auf  jeder  seiner  Flächen  oo^^oo  sitzt  ein  anderer 
tier  Gypskrystall,  welcher  den  grossen  durchdringt.  Seine  elektri- 
}  Erregung  ist  schwächer  als  die  des  vorhergehenden. 

b.  Krystall  von  Wehrau  in  Schlesien. 

Krystall  Nr.  3.     Taf.  1.  Fig.  3. 

Der  gleichfalls  von  den  Gestalten  ooP,  cx)i?oo  und  — P  be- 
tizte  Krystall  Nr.  3  gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  ist  in 
.  3.  Taf.  I  nur  in  einer  seitlichen  Projection*)  in  halber  Grösse 
gestellt.     iMitten  durch  ihn  hindurch  geht  in  der  Richtung  «  ß  eine 

zackiger  Naht,  wonach  es  den  Anschein  hat,  als  ob  in  ihr  zwei 
stalle  zusammengewachsen  sind. 

c.  Krystalle  von  Schirmig  in  Böhmen. 

.  Krystall  Nr.  4  u.  5.     Taf.  1.  Fig.   4  u.  5. 

Die  beiden  Krystalle  gleichen  in  ihrer  Form  den  vorhergehenden; 

4.  Taf.  1  stellt  eine  seilliche  Projection  des  einen  Krystalles  in 
}er  Grösse,  und  Fig.  5  die  des  anderen  in  natürhcher  Grösse  dar. 
hrend  auf  jeder  Seite  des  Krystalles  Nr.  4  ein  oder  zwei  andere 
ne  Gypskryslalle  eingewachsen  sind,  ist  der  Krystall  Nr.  5  ringsum 
nlich  gut  ausgebildet;  die  wenigst  vollkommene  Ausbildung  zeigen 
Flächen   —  P,  welche  matt  und  uneben  erscheinen. 

d.  Krystall  von  Oxford. 

Krystall  Nr.  6.     Taf.  I.  Fig.   6. 

Die  Fig.  6  der  Taf.  1  stellt  die  eine  seitliche  Projection  dieses 
Stalles  in  halber  Grösse  dar. 

6.  Krystalle  von  SchSppenstedt. 

Es  liegen  mir  zwei  verschiedene  Formen  von  Krystallen  dieses 
dortes  vor.     Die   eine  Form  wird,    wie  die  sämmtlichen  vorher- 


'*)  Obwohl  ich  gewöhnhch  mehrere  Krystalle  desselben  Fundortes  untersucht 
,  wird  es  doch  genügen,  nur  einen  oder  höchstens  zwei  derselben  abzubilden, 
Id  sie  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  übereinstimmen.  Ebenso  wird  es  bei 
Regelmässigkeit  der  Verlheilung  der  Elekiricität  auf  den  Gypskrystallen  aus- 
end  sein,   die  belrcnenden  Kr\ stalle  nur  in  einer  Projection  darzustellen,    und 

bald  die  rechte,   bald  die  linke  Seite  zu  wählen. 
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gehenden  Krystalle,  von  den  Flächen  ooP,  oo^^oo  und  — P  begrenzt, 
wahrend  bei  der  zweiten  Form  an  Stelle  von  —  P  eine  unebene 
Flüche  iPoo  auftritt. 

Krystall  Nr.  7  u.  8.     Taf.  I.  Fig.  7  u.  8. 

Die  Figg.  7  und  8.  Taf.  I  stellen  die  seitlichen  Projeclioneo 
zweier,  der  ersten  zuvor  beschriebenen  Form  angehürigen  Kryslalle, 
und  zwar  Nr.  7  in  natürlicher,  und  Nr.  8  in  halber  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  9.     Taf.  1.  Fig.  9. 

Der  Krystall  Nr.  9  besitzt  die  zweite  Form;  sein  oberes  Ende 
wird  also  von  der  unel)enen  Fläche  i9oo  begrenzt,  welche  in  Fig. 9 
oberhalb  der  seitlichen,  in  haibor  Grösse  dargestellten  Projeetion  be- 
sonders al)gel)ildet  worden.  Am  untern  Ende  ist  der  Krystall  sehr 
unregelmässig  verbrochen.  Seine  elektrische  Erregung  ist  im  .all- 
gemeinen nur  schwach. 

f.  Krystalle  unbekannten  Fundortes. 

Krystall  Nr.    10  u.   M.     Taf.  I.   Fig.   10  u.    11. 

Die  beiden  (Fig.  10  u.  11)  in  einer  seitlichen  Projeetion  abgebil- 
deten KrvstalU^  enthalten  ausser  den  FUichen  ooP,  oo-Poo  ilnd  — P« 
auch  noch  die  Flüchen  -l-P;  die  Pyramide  P  tritt  also  vollzählig  mil 
allen  ihren  Fliichen  auf.  Auch  bei  ihnen  zeigen  die  Flüchen  ooi^co 
negative,  und  die  Fläch(m  ooP  positive  ElektricitUt ;  dagegen  ver- 
mochte ich  auf  den  Flächen  P  nur  an  dem  oberen  Ende  des  Krvslalles 
Nr.  10  eine  sehr  schwache  [positive  Spannung  wahrzunehmen,  Nväh- 
rend  das  untere  Ende»  desselben,  sowie  die  beiden  Enden  des 
Krystalles  Nr..  11    unelektrisch  erschienen. 

D.     Zwiüingskrystalle, 

a.  Zwillingsaxc  die  Hauptaxe. 

Vor   ungefähr    dreissig  Jahren  fanden    sich    in    der    sogenannten 
Mariengrotle  bei  Reinhardtsbrunn  oderFriedrichsrode  zahlreiche  praohl- 
voll  klare  Zwilling.skrystalle  von  der  angedeuteten  Zusammensetzung, 
und  diesem  Funde  entstammen  die  hiei*  und  am  Ende  dieses  Abschnil- 
tes  beschriebenen  Individuen. 
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Die  Gestalten,  welche  voi-zugsweise  an  diesen  Krystallen  auf- 
relen,  sind  ooP2,  cx)^?cx)  und  — P;  bisweilen  auch  ooPc».  Die 
vorliegende  Zwillingsform  erhalten  wir  nun,  wenn  wir  zwei  einfache 
(ryslalle  dieser  Art  in  verticaler  Richtung,  mit  den  Flüchen  — P 
lach  vorn  und  nach  oben,  hinter  einander  vor  uns  aufstellen,  und 
.  B.  den  hinteren  Krystall  um  seine  verticale  Hauptaxe  um  180« 
rehen.  Wenn  nun  bei  dei'  Verwachsung  zweier  solcher  Krystalle, 
rie  dies  wenigstens  bei  den  mir  vorliegenden  Exemplaren  der  Fall 
U,  die  Flächen  oo^^oo  beiderseits  in  eine  Ebene  fallen,  auf  welcher 
Tisweilen  keine  Spur  der  Zusammensetzung  mehr  zu  erkennen  ist, 
ö  entsteht  ein  scheinbar  einfacher  Krystall,  der  an  seinem  oberen 
ände  vier  gleiche,  der  Hemipyramide  — P  entsprechende  Flachen 
Igewissermassen  die  Flächen  einer  rhombischen  Pyramide)  trägt, 
während  an  seinem  unteren  Ende  eine  von  eben  diesen  Flächen  ge- 
bildete schwalbenschwanzförmige  Einkerbung  sich  findet.  Aber  auch 
in  dem  Falle,  wo  auf  den  Flächen  oo^?oo  keine  Spur  der  Zusammen- 
setzung mehr  sichtbar  ist,  tritt  bei  diesen  farblosen  und  sehr  durch- 
sichtigen Krystallen  die  Zusammensetzungsfläche  im  Innern  durch 
Spiegelung  hervor;  ebenso  weist  der  mit  +Pcx)  parallele  faserige 
Bruch  auf  die  Zwillingsbildung  hin,  indem  diese  Spaltungen  beider- 
seitig bis  zur  Zusammensetzungsfläche  laufen  und  sich  daselbst  unter 
iioein  Winkel  von  132^  28'  schneiden,  wobei  die  concave  Seite 
iieses  Winkels  gegen  das  Ende  gekehrt  ist,  an  welchem  die  Flächen 
-*P  die  hervortretende  Pyramide  bilden,  die  convexe  also  gegen 
las  andere  Ende,  an  welchem  die  schwalbenschwanzförmige  Ein- 
kerbung auftritt. 

Krystall  Nr.  12.     Taf.  1  Fig.   12. 

Der  Fig.  12  Taf.  1  in  zwei  Projectionen  nebst  der  unteren  Be- 
;renzungsfläche  [b]  in  halber  (linearer)  Grösse  dargestellte  Krystall 
jehört  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum.  Am  unteren  Ende 
st  er  durch  eine  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  angeschliflene  Fläche 
b]  begrenzt. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  stimmt  mit  der 
Lif  den  einfachen  Krvstallen  beobachteten  überein:  die  künstlich  an- 
»schliflene  Fläche  am  unteren  Ende,  die  Flächen  — P  am  oberen 
si^ebildeten  Ende  und  die  Flächen  des  Prismus  cx)^?2  sind  positiv, 
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die  Flachen  cx>4?oo  aber  negativ,  und  es  greift  dabei  die  negathe 
Zone  der  schmäleren  Fläche  oo^oo  ein  wenig  auf  die  benachbarten 
Theile  der  unteren  Fläche  (6)  hinüber. 

Krystall  Nr.   13.     Taf.  I.  Fig.   13. 
Der   sehr   schöne   klare    Krystall   Nr.    13    ist  Fig.    13.   Taf.  I  io 
zwei  Projectionen  nebst  der  durch  Bruch  entstandenen  Endflücheam 
unteren  Ende  in  halber  Grösse  abgebildet. 

Krystall  Nr.   14.     Taf.  I.  Fig.   U. 

Der  dem  hiesigen  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  1 4  ist  ebenfalls 
in  seinen  beiden  Projectionen  nebst  der  unteren  Begrenzungsflüche '}] 
in  halber  Grösse  abgebildet.  Am  unteren  Ende  ist  derselbe  nach 
dem  mit  +Poo  parallelen  faserigen  Durchgange  unregelmässig  ver- 
brochen. An  der  einen  klinodiagonalen  Seitenkante  erscheint  eine 
(in  der  Abbildung  besonders  dargestellte)  schmale  Fläche  ooPoo. 
Auf  der  Seite  der  schmäleren  Fläche  oo^oo  breitet  sich  die  neuative 
Elektricität  sowohl  über  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  ooii 
als  auch  des  Bruches  (6)   am  unteren  Ende  aus. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  zwei  sehr  grossen,  demselben 
Fundorte  entstamnuMiden  Krystallen  werde  ich  im  nächsten  KapileL 
welches  über  das  Verhalten  der  künstlich  durch  Zerschneiden  mk 
Zerspalten  gebildeten   Flächen  handelt,  specieller  darlegen. 


b.  Zwillingsaxe    die  Normale»   auf  dem  negativen  Heiui- 

doma  — J^oo 

a)  Zusammensetzungsfläche  oo9oo. 

Die  beiden  zu  einem  Zwillinge  verbundenen  Individuen  haben 
sich  scMlIich  mit  den  Flächen  ool^oo  an  einander  gelegt,  und  durch- 
dringen einander  ungefähr  zur  Hälfte. 

Krystall   Nr.   15.     Taf.  II.  Fig.   15. 

Der  Fig.  15  nur  in  einer  Prqjection  abgebildete  Krystall  nnIrI  be- 
grenzt von  den  Flächen  ooP.  — P  und  ooi^oo,  die  entweder  voUsländig 
oder    infolge   der   Verwachsung    nur   zum  Theil    sichtbar   sind.    Oen 
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Fundort    dieses    dein    hiesigen    mineralogischen    Museum    gehörigen 
Zwillings  vermag  ich  nicht  anzugeben. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  einzelnen  Flächen  ist  die- 
selbe, wie  auf  den  einfachen  Krystallen. 

ß)  Zusainmensetzungsfläche  — Poo. 

Es  lagen  mir  nur  Bruchstücke  von  grösseren  nach  dem  an- 
gegebenen Gesetze  gebildeten  Zwillingsmassen  vor. 

Von  den  dieser  Bildungsweisc  angehörigen  Gypsen  des  Mont- 
martre stand  mir  kein  mit  irgend  welchen  KrystallflUchen  versehenes 
Bruchstück  zur  Verfügung.  Auf  den  von  den  Durchgängen  gebildeten 
Fluchen  liessen  sich  nur  äusserst  geringe  Spuren  einer  elektrischen 
Erregung  nachweisen,  so  dass  eine  genauere  Bestimmung  der  auf 
ihnen  auftretenden  elektrischen  Vertheilung  nicht  möglich  war. 

Dagegen  zeigten  nach  dem  gleichen  Gesetze  gebildete  Gyps- 
massen  von  Castellina  in  Toscana,  an  denen  jedoch  ausser  den  Durch- 
gangsflächen oo^?oo  einige  Krystallflächen  hei^vortraten ,  eine  nicht 
unbeträchtliche  elektrische  Erregung. 

Krystall  Nr.  16  u.   17.     Taf.  II.  Fig.  16  u.  17. 

Die  beiden  von  Castellina  in  Toscana  stammenden  und  dem 
hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  Bruchstücke  sind  Fig.  1 6 
und  17  in  vier  Ansichten  in  halber  Grösse  gezeichnet  worden.  Nen- 
nen wir  A  und  A'  die  obere  Seite,  so  stellen  C  und  C  die  untere, 
B  und  B'  die  rechte,  und  D  und  D'  die  linke  Seite  dar.  Die  beiden 
Bruchstücke  hatten  ursprünglich  aufeinander  gesessen,  und  zwar  die 
mit  C  bezeichnete  Durchgangsfläche  der  Fig.  16  auf  der  mit  A'  be- 
zeichneten Durchgangsfläche  der  Fig.  17.  Die  beiden  anderen  Flächen 
A  (Fig.  16)  und  C  (Fig.  17)  sind  ebenfalls  mit  cx>4>oo  parallele 
Durchgänge,  Von  Krystallflächen  erscheinen  in  den  Projectionen  B, 
D,  B'  und  D'  auf  den  vorderen  Theilen  /?,  d,  ß,  d'  die  Flächen  —  P, 
und  auf  den  hinteren  h^  d^  b'  d'  die  Flächen  ^oo.  Die  kleinen 
Flächen  bei  a  (vorn  in  A)  und  bei  «'  (vom  in  A')  gehören  dem 
Prisma  ooP  an;  dagegen  dürften  die  in  dem  einspringenden  Winkel 
bei  a  und  a  liegenden  Flächen  der  von  Hessenberg  an  den  Krystal- 
len vom  Kaiserstuhle  beobachteten  Gestalt  \9l   angehören. 
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Die  Masse  der  Krystalle  ist  ausserordenilich  rein  und  durchsichtig. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  auf  beiden  Stucken  dieselbe. 
Die  obere  und  die  unt(*re  mit  cx>9oo  parallele  Durchgangsfläche 
eines  jeden  Stückes  zeigen  entgegengesetzte  Polaritäten,  und  folglich 
auch  die  zwei  Flächen  C  und  A',  welche  auf  einander  gelegen  haben. 
Die  elektrischen  Vorgänge  auf  solchen  Durchgangsflächen  überhaupt 
werde  ich  sogleich  im  Folgenden  näher  erläutern.  Die  Intensität  der 
elektrischen  Erregung  ist  namentlich  auf  den  beiden  HOrnem  nicht 
unbedeutend.  Die  in  B,  D,  B'  und  D'  gezeichneten  Seitenflächen 
zeigen  nur  an  einzelnen  Stellen  schwache  elektrische  Spannungen. 


C.     Elektrisches   Verhallen  der  Durchgangs-  und  SchnitlfläcJien, 

Da  der  Gyps  eine   sehr   vollkommene   Spaltbarkeit  nach   ooPoo 
besitzt  und  infolge  seiner  geringen  Härte  sich  leicht  mit  einer  feinen 
Säge   oder   einer  rolirenden   Scheibe   zerschneiden   lässt,    so    eignen 
sich  seine  Krystalle  zu  einer   speciellen  Untersuchung  über  das  Ver- 
halten   der   Durchgangs-   und    Schnittflächen,    wofern    sie    eine    hin- 
reichend  starke  elektrische  Spannung   zeigen.     Letzteres  ist  nun  der 
Fall   bei    den   Krystallen    von    Reinhardtsbrunn,    von    welchen   oben 
schon  drei  beschrieben  und  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  dargestellt 
sind.     Ich   werde  daher   inj   Folgenden   noch   die   Beobachtungen  an 
zwei  grossen  Krystallen  desselben  Fundortes,   von  denen  namentlich 
der   eine    nach    und    nach   in    dreizehn  Stücke   zerschnitten  und  zer- 
sprengt wurde,  mittheilen. 

Krystall  Nr.   18.     Taf.  1.  Fig.  18.     A  bis  X. 

Der  Krystall  Nr.  18  ist  in  seiner  Masse  sehr  rein;  die  Figg.  18 
A  bis  X  stellen  den  ganzen  Krystall  oder  einzelne  Stücke  und  Flächen 
desselben  in  halber  (linearer)  Grösse  dar.  Am  oberen  Ende  zeigt 
er  einen  durch  die  mit  +Poo  parallel  gehenden  Durchgänge  gebil- 
deten einspringenden  Winkel,  dessen  Kante  in  Fig.  18  C  durch  die 
Linie  YZ  angedeutet  ist;  beide  in  ihr  zusammenstossende  Flächen  sind 
durch  den  faserigen  Bruch  stark  streifig.  Gegen  das  untere  Ende 
hin  war  der  Krystall  ungefähr  von  der  Linie  «y  abwärts  stark  nach 
vorn  gekrümmt,  wie  die  Zeichnungen  T  bis  X  nachweisen.     Infolge 
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;sen  erscheint  die  Piojectiou  A  der  Vorderseite  kürzer  als  die  Pro- 
tioQ  der  Rückseite  B,  und  dies  noch  um  so  mehr,  als  auch  die 
8  untere  Ende  begrenzende  künsthche  Schnittfläche  K  nicht  senk- 
;hl  gegen  die  Richtung  der  Hauptaxe  stand,  sondern  ebenfalls  nach 
rn  etwas  gehoben  war.  Diese  in  Fig.  18  K  gezeichnete  Schnitt- 
che  hätte  eigentlich  noch  unten  an  A,  wie  sie  bei  der  verticalen 
illung  der  Hauptaxe  dort  sichtbar  wird,  angesetzt  werdet!  müssen ; 
ist  jedoch  der  leichteren  Uebersicht  wegen    fortgelassen  worden. 

Der  Krystall  wurde  nun  zuerst  in  den  Richtungen  aß  und  yö 
ikrecht  gegen  die  Hauptaxe  durchgeschnitten,  und  die  drei  Stücke 
11,  und  lU  u.  IV,  noch  ungetrennt,  auf  ihr  elektrisches  Verhalten 
ersucht.  Darauf  wurde  der  Schnitt  ei]  ausgeführt,  und  die  beiden 
cke  III  und  IV  einzeln  geprüft. 

Fig.  18  C  stellt  die  von  den  faserigen  Durchgängen  gebildete 
^renzung  des  oberen  Endes,  D  die  durch  den  Schnitt  nach  aß  an 
n  oberen  Stücke  I  entstandene  Schnittfläche  dar.  E  ist  die  obere 
mittfläche  am  Stücke  U,  welche  an  D  angelegen  hatte.  Die  untere 
mittfläche  am  Stücke  II  bildet  F  ab.  An  ihr  hat  die  obere 
mittfläche  G  des  Stückes  III  angelegen.  H  ist  die  untere  Schnitt- 
jhe  am  Stücke  III,  welche  an  der  oberen  Schnittfläche  /  des  Stückes 
angelegen  hat.  Die  untere  Fläche  K  am  Stücke  IV  oder  am 
izen  Krystall  ist  schon  zuvor  erwähnt  worden. 

Darauf  wurde  das  Stück  III  nach  den  drei  in  Fig.  18  G  mit 
inen  Strichen  angegebenen  Linien  parallel  mit  ooPoo  in  vier 
icke  zersprengt.  In  der  Richtung  von  vorn  nach  hinten  gezählt 
rd  das  erste  Stück*  vorn  (Fig.  18  L)  begrenzt  von  der  Krystallfläche 
Poo  nebst  den  seitlichen  Flächen  ooP2,  und  auf  der  hinteren 
te  von  der  Durchgangsfläche  M.*)  Das  zweite  Stück  wird  vorn 
^enzt  von  der  an  M  angelegen  habenden  Durchgangsfläche  N, 
ä  hinten  von  dem  Durchgange  0  nebst  kleinen  Theilen  der  hin- 
an Flächen  oo-P2.  Das  dritte  Stück  wird  begrenzt  vorn  von  der 
irchgangsfläche  P,  welche  an  0  angelegen  hat,  und  hinten  von  dem 
irchgange  Q  nebst  Theilen  der  hinteren  Flächen  oo^2.  Das  vierte 
Itek  endlich  wird  vom  begrenzt  von   dem  an  Q  angelegen  haben- 


*)  Das   Zeichen    [oo  ß  oo]    bedeutet    einen    mit   der    Krystallfläche   oo  P  oo 
WUeo  Durchgang. 
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den  Durchgange  R,  und  hinten  von  der  kleineren  Krystallfläche  oof  oo 
nebst  den  Resten  der  hinteren  Flächen  cx>?2.  Die  Flächen  M,  0, 
Q  und  S  sind  so  gezeichnet,  wie  sie  erscheinen,  wenn  die  Stücke 
L,  N,  P  und  R  um  die  rechten  Kanten  m»,  op^  qr,  sl  nach  von 
geklappt  werden. 

Ferner  wurde  das  unterste  Stück  IV  nach  den  auf  seiner  oberen 
Fläche  /  angedeuteten  Linien  parallel  mit  der  Hauptaxe  und  senk- 
recht gegen  oo9oo  in  drei  Theile  zerschnitten.  W  ist  die  SchDJll- 
fläche  am  lechten  grösseren  Stücke,  V  und  U  sind  die  Schnittfläcbei 
am  mittleren  Stücke  X,  und  T  die  Schnittfläche  am  linken  Stücke. 
Es  hatten  also  die  Flächen  W  und  V,  und  ebenso  U  und  T  aneiwai- 
der  gelegen. 

Schliesslich  wurde  das  zwischen  den  Schnittflächen  U  und  V 
gelegene  mittlere  schmale  Stück  X  parallel  mit  dem  Hauptdurchgang^ 
ooPcx),  wie  dies  in  der  Zeichnung  U  angedeutet  ist,  in  fünf  Stücke, 
a,  fc,  f,  d  und  e  zersprengt.  In  der  Zeichnung  X  sind  diese  fünf 
Stücke  nochmals  getrennt  abgebildet. 

Der  ursprüngliche  Krystall  ist  also  theils  parallel  mit  oo^oo, 
theils  parallel  mit  ooPoo  und  theils  Senkrecht  gegen  die  Hauplaxe 
zersprengt  oder  zerschnittcMi.  Die  auf  den  einzelnen  Schnitt-  und 
Durchgangsflächen  beobachteten  elektrischen  S|)annungen  sind  iß 
Fig.  18  (u  bis  W  auf  diesen  Flüchen  aufgetragen  worden.  Dagegen 
sind  die  fünf  Stücke  «,  />,  r,  il  und  c,  aus  welchen  der  Streifen  X 
bestand,  in  Fig.  18  X  nur  von  d(M-  Seite  der  mit  ooPoo  parallelen 
'Schnittfläche  U  gezeichnet  worden;  die  auf  ihrqn  mit  oo^?c»  paral- 
lelen Seitenflächen  (also  auf  den  sie  begrenzenden  Durchgängen^  be- 
obachtete Elektriciläl  habe  ich  der  besseren  Uebersichtlichkeit  wegen 
durch  ein(»n  farbigen  Saum  an  den  rechten  und  linken  Seiten  ihrer 
seitlichen  Projectionen  ang(Hl(Hitet.  Bei  den  vier  aus  dem  Stücke  IH 
gebildeten  Flächen  hlUle  diese  Darstellung  nicht  ausgereicht,  da  bei 
ihnen  die  el(»ktrische  ViMlheilung  für  die  ganze  Ausdehnung  derselben 
angegeben  w(Td(m  sollte. 

Betrachtern  wir  nun  zunächst  die  elektrische  Anordnuns;  aufdeffi 
urs|)rünglichen  KrystalKs  so  tinden  wir  dieselbe  Vertheilung,  wie  auf 
den  übrigen  Gjpskrystallen:    die  Endflächen    C   und    K    sind    positiv^ 
ebenso    die    Flächen    coV^Z    (wenigstens    zum    grössten    Theile^^  mit 
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ichsender  Intensität  gegen  die  klinodiagonalen  Kanten  bin;  die 
lohen  oo^oo  dagegen  erscheinen  negativ,  wobei  sich  diese  negative 
larität,  namentlich  von  der  schmäleren  Fläche  oo-Poo,  noch  über  die 
lachbarten  Theile  der  Flächen  cx>^2  ausbreitet. 

Die  senkrecht  gegen  die  Axe  geführten  Schnittflächen  D,  E, 
G,  H  und  I  sind  positiv;  nur  erscheint  bisweilen,  wie  dies  auch 
lon  bei  den  Krystallen  Nr.  12  und  14  beobachtet  worden,  neben 
■  schmäleren  Fläche  oo^oo  ein  negativer  Streifen  (Fig.  18. 
und  H). 

Die  sämmtlichen  mit  dem  orthodiagonalen  HauptSchnitte  parallel 
egten  Schnittflächen  T,  U,  V  und  W  zeigen  positive  Spannungen, 
^nso  wie  die  Flächen  ooPoo  (Krystall  Nr.  14),  welche  ihnen 
aliel  gehen. 

Anders  verhalten  sich  nun  aber  die  mit  dem  Hauptdurchgange, 
3  mit  oo-Poo,  parallelen  Spalt ungsflächen. 

An  dem  hintersten  SpaltungsstUck  aus  III,  welches  von  den 
chen  S  und  R  begrenzt  wird,  ist  auf  der  hintern  Seite  S  die  schmale 
che  ooPoo  negativ,  und  zieht  auch  das  anliegende  Stück  der 
en  (rechts  gezeichneten)  Prismenfläche  ooP2  mit  in  ihr  Bereich, 
hrend  die  andere  Prismenfläche  ooP2  positiv  verbleibt.  Im  ur- 
'Unglichen  Krystalle  (in  Zeichnung  B)  breitete  sich  an  dieser  Stelle 
ichfalls  die  negative  Polarität  von  der  Fläche  ooPoo  weiter  nach 
;hts  als  nach  links  aus.  Die  vordere  Spaltungsfläche  R  ist  positiv 
i  zwar  in  sehr  beträchtlicher  Stärke. 

Das  in  der  Richtung  nach  vom  folgende,  von  Q  und  P  be- 
jnzte  Stück  zeigt  auf  der  hinteren  Flache  Q,  welche  an  R  ange- 
pn  hatte,  negative,  auf  der  anderen  P  positive  Spannung;  dabei 
die  positive  Spannung  auf  P  schwächer  als  auf  R. 

Das  dann  in  der  Richtung  nach  vorn  folgende,  von  0  und  N 
grenzte  Stück  entwickelt  auf  der  hinteren  Fläche  0 ,  welche  an  P 
^legen  hatte,  negative  Spannung,  und  zwar  eine  geringere  als  auf 
beobachtet  wurde.*)     Auf  der  vorderen  Flache  N  erscheint  wieder 


♦J   Es  rauss  die  negative  Spannung  auf  der  in  S  gezeichneten  Flache  ooPoO 

1  grösser  sein,  als  auf  Q.   Wenn  ein  derartiger  Unterschied  in  den  Beobachtungen, 

sie  in  die  Zeichnungen    eingetragen    sind,    nicht   hervortritt,    sondern  Q  sogar 

:er  erscheint  als  S,    so   liegt   der  Grund    in   dem    Umstände,    dass    die   grosse 

bhandl.  d.  K.  S.  Oesellscb.  d.  Wissenscb.  XVIII«  83 
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positive  Elektricität  und  zwar  in  geringerer  Stalle  als  auf  der  eot- 
sprechenden  Fläche  P  des  vorhergehenden  Stückes. 

Das  vom  liegende,  bei  weitem  dickste  Stück,  welches  hinieQ 
von  der  Durchgangsfläche  M  und  vorn  von  den  Krystallflttchen  oof  oo 
und  ooVi  (in  L)  liegrenzt  wird,  zeigt  fast  auf  der  ganzen  hinteren 
Flüche  M,  welche  nahe  durch  die  Mitte  des  Krystalles  gebt  und  an 
der  Fläche  N  angelegen  hat,  positive  Spannung,  also  dieselbe,  welche 
auch  auf  N  beobachtet  wurde.  Die  vordere  Kr> stallfläcbe  oo-Poo 
ist  negativ,  und  diese  negative  Polarität  breitet  sich,  ebenso  wie  dies 
bereits  an  der*  betrelfenden  Stelle  des  ursprünglichen  Krystalles  der 
Fall  war  (Fig.  i  8  A) ,  über  den  grössten  Theil  der  benachbarteo 
Flachen  cx>P2  aus. 

In  der  Richtung  der  Ürthodiagonale  verhalten  sich  also  die 
Spaltungsstucke  des  Gypses  ahnlich  wie  die  Spaltungsstücke  des 
Topases'^)  und  des  Apophylhtes '")  in  der  Richtung  ihrer  Hauptaxeo. 
Wahrend  aber  bei  den  beiden  letztgenannten  Mineralien  der  Haupt- 
durchgang  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  steht,  hat  derselbe  beim 
(jypse  eine  gegen  die  Orthodiagonale  senkrechte  Richtung,  und  deiu- 
entsprechend  sind  auch  die  elektrischen  Polaritäten  gerade  die  ent- 
gegengesetzten. 

Das  Verhalten  der  obigen  Spaltungsstücke  des  Gypses  ist  also 
in  der  Kürze  folgendes:  Wird  von  einem  Gypskrystalle  ein  dünnes 
Blattchen  j)arallei  mit  ooi^oo  abgesprengt,  so  zeigen  die  beiden  enl- 
standenon  Durchgangsflachen  entgegengesetzte  Polarität;  die  Durch- 
gangsflache am  dünnen  Stücke  ist  positiv,  die  Durchgangsflache  am 
dicken  Stücke  verbleibt  aber  negativ,  wenn  auch  schwächer  als  die 
natürliche  Krystallfläche.  Rückt  der  Durchgang  näher  nach  der 
Mitte,  so  besteht  die  zuvor  angegebene  Vertheilung  der  beiden  Elek- 
tricitäten  fort,  dieselben  nehmen  aber  an  Intensität  ab.  Geht  endlich 
der  Durchgang,  in  welchem  der  Krystall  zersprengt  wird,  durch  die 


Fluche  Q,  auch  wenn  in  ihrer  MiUe  eine  etwas  schwächere  Spannung  herrscht, 
als  in  der  MiUe  der  kleinen  Fläche  CO  P  oo  in  S,  eben  infolge  ihrer  Grosse,  weil 
alle  ihre  negativen  Theile  vertheilend  auf  den  genäherten  Platindraht  wirken,  doch 
eine  stärkere  Vertheilungswirkung  in  demselben  giebt,  als  die  viel  kleinere  Fläcbe 
oo  P  oo  in  der  Zeichnung  S. 

♦^    Diese  Abhandl.    Bd.    XIV.   S.    441. 
*•)    Diese  Abhandl.   Bd.   XVIII.   S.    *6« 
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Mitte  des  Krystalles  oder  liegt  ihr  wenigstens  nahe,  so  erscheinen  beide 
DurchgangsflUchen   (wie  M  und  N  Fig.   18)  positiv. 

Eben  dieser  Vorgang  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  unter 
X  gezeichneten  Stücke  a,  fc,  f,  d  und  6?,  deren  Verhalten  nach  dem 
Vorhergehenden  keiner  weiteren  Erlüuterung  bedarf. 

Krystall  Nr.    19.     Taf.  II.  Fig.  19. 

Es  schien  mir  nicht  unwichtig,  noch  an  einem  zweiten  Krystalle 
das  Verhalten  der  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  gerichteten  Schnitt- 
flächen zu  untersuchen.  Der  in  Fig.  19.  Taf.  II  nur  in  V4  seiner 
Grösse  dargestellte  Krystall  wurde  deshalb  nach  der  Linie  ab  durch- 
schnitten. A  und  B  stellen  die  beiden  seitlichen  Projectionen,  C  das 
obere  und  D  das  untere,  von  den  mit  +P00  parallelen  faserigen 
Durchgängen  begrenzte  Ende  dar ;  E  giebt  eine  Abbildung  der  Schnitt- 
fläche 06  am  oberen,  und  F  eine  Abbildung  der  Schnittfläche  a6  am 
unteren  Stücke.  Der  Krystall  besitzt  die  EigenthUmlichkeit,  dass  nur 
seine  vordere  in  A  sichtbare  Hälfte  Zwillingsbildung  zeigt,  während 
die  hintere  in  B  sichtbare  Hälfte  einfach  zu  sein  scheint. 

Auch  bei  ihm  sind  die  beiden  Schnittflächen  E  und  F  wesent- 
lich positiv;  nur  zeigt  sich  auf  E  (ebenso  wie  auf  der  Fläche  D  am 
unteren  Ende)  auf  der  Seite  der  kleineren  Fläche  00?  00,  wie  dies 
auch  bei  den  früheren  Krystallen  (Nr.  12,  Nr.  14,  Nr.  18  E  und  H) 
beobachtel  wurde,  ein  schmaler  negativer  Streifen. 
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II .    Diopsid  (Augit,  Pyroxen). 

Unter  dem  Namen  Diopsid  begreift  man  die  graulichweissen. 
grünlichweissen  bis  lauchgrünen  durchsichtigen  oder  wenigstens  stark 
durchscheinenden  Augito.  Der  Diopsid  besteht  aus  kieselsaurem  Kalk 
und  kieselsaurer  Magnesia ;  in  den  lauchgrUnen  Varietäten  findet  sich 
auch  etwas  Eisenoxydui. 

Die  Krystalle  des  Diopsids  (oder  Augits)  gehören  zum  mono- 
klinoedrischen  Systeme;  der  schiefe  Axenwinkel  beträgt  li^  H 
An  den  im  Folgenden  beschriebenen  Krystallen  treten  vorzugsweise 
als  einfache  Gestalten  auf:  OP  />;,  ^P  (o),  —  P  (w),  oo  P  i/),  oof3/. 
ooPoo  [k) ,  oo-Poo  :m)  und  Poo  (/ .  Fig.  «  Taf.  II  stellt  eine 
(>ombination  der  genannten  Gestalten  in  der  gewöhnlichen  krjstallo- 
graphischen  Projection  dar;  die  betreffenden  Flächen  sind  durch  die 
zuvor  in  Klammern  beigeschriebenen  Buchstaben  bezeichnet. 

Die  Diopsidkrystalle  erscheinen  im  Allgemeinen  als  vierseilige 
Säulen  mit  rechtwinkligem  Querschnitte,  deren  Seiten  von  den  Flächeo 
ooPoo  und  ooPoo  gebildet  werden.  In  den  Zeichnungen  der  Netze 
sind  die  Flächen  dieser  beiden  Gestalten  durch  die  Buchstabeo  l 
und  m,  sowie  durch  die  untergeschriebenen  Zahlen  1,  i,  3  und  l 
unterschieden  worden.  Auf  diesen  Prismenflächen  treten  Vorzugs 
weise  die  elektrischen  Zonen  auf. 

In  elektrischer  Beziehung  begegnen  wir  nun  beim  Diopside  einer 
Kigenthümlichkeit,  welche  uns  in  ähnlicher  Weise  schon  beimKalkspalhe' 

•)    Diese  Ablunull.    B.l.    Will.    S.    226. 
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und  beim  Berylle*)  entgegen  getreten  ist:  es  zeigen  nämlich 
einige  Krystalle  gerade  die  entgegengesetzte  Polarität  als  andere. 
Ceiin  Kalkspathe  hing  dieser  Gegensatz  mit  einer  Aenderung  der 
äusseren  Gestalt  zusammen,  während  es  bei  den  Elbaer  Beryllen  mir 
nicht  gelungen  ist,  ein  äusseres  Merkmal  für  die  eine  oder  die  andere 
Yertheilung  der  beiden  Elektricitäten  aufzufinden.  Auch  beim  Diopside 
habe  ich  in  der  äusseren  Gestalt  keinen  Umstand  wahrgenommen, 
welcher  die  an  einem  Krystalle  auftretende  Yertheilung  mit  Sicherheit 
im  Voraus  erkennen  liesse.  Darf  ich  nach  dem  mir  vorHegenden, 
freilich  nur  beschränkten  Materiale  urtheilen,  so  scheint  es,  als  ob 
die  piemontesischen  aus  dem  Alathale  die  eine  Modification,  die 
tyroler  von  Schwarzenstein  die  gerade  entgegengesetzte  darbieten. 

Bei  den  piemontesischen  Diopsiden  sind  die  Flächen  oo^oo  [k) 
beim  Erkalten  positiv,  die  Flächen  oo-Poo  (m)  aber  negativ;  bei  den 
tyroler  Krystallen  dagegen  zeigen  die  Flächen  ooPoo  (ä)  negative  und 
die  Flächen  oo^oo  (m)  positive  Spannung. 

Ueber  die  Polarität  an  den  Enden  der  Hauptaxe  wage  ich  bei 
dem  Mangel  ringsum  vollkommen  ausgebildeter  Krystalle  keine  sichere 
Angabe  aufzustellen.  So  weit  ich  die  Pyramidenflächen  am  oberen 
ausgebildeten  Ende  untersucht  habe,  erscheinen  sie  negativ  oder 
unelektcisch ;  das  untere  Ende  zeigt,  wenn  es  verbrochen  ist,  keine 
deutlich  ausgesprochene  Polarität.  An  dem  Krystalle  (Nr.  1)  ist  das 
untere  Ende  von  kleinen  Krystallfacetten,  welche  unten  auf  der  Kante 
zwischen  den  Prismenflächen  3  und  4  aufgesetzt  sind  (wenn  auch  in 
unvollkommener  Ausbildung)  begrenzt,  und  diese  kleinen  Flächen  be- 
sitzen positive  Spannung.  Es  folgt  jedoch  hieraus  nicht,  dass  an 
einem  ringsum  vollkommen  ausgebildeten  Krystalle  das  eine  Ende 
der  Hauptaxe  negativ  und  das  andere  positiv  sein  muss;  vielmehr 
kann  das  Verhalten  bei  dem  Krystalle  Nr.  1  ein  analoges  sein,  wie 
bei  dem  sächsischen  Topase  Nr.  6**),  wo  das  obere  vollkommen 
ausgebildete  Ende  positiv,  das  untere  mangelhaft  ausgewachsene  da- 
gegen negativ  erscheint,  letzteres  sich  also  wie  ein  ungeföhr  in  der 
Mitte    des   Krystalls    angeschlagener    Durchgang    verhält.      Bei    dem 


*)    Diese  Abhandl.   Bd.   XVIII.   S.   235. 
♦*)   Diese  Abhandl.   Bd.   XIV.   S.   399. 
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Krystalle  Nr.  t    sind   an  dem   unleren    Ende    ebenfalls   noch  einige 

Kryst^llflächen   sichtbar;  dasselbe  schien   ebenfalls   schwach  |)osiliv 
zu  sein. 


A,     KryslaUe  der  ersten  Art^  aus  dem  Alath^le  in  Piemonl. 

Bei  diesen  Krystallen  sind  die  Flächen  oo^oo  {k}  positiv,  die 
Flächen  oo-Poo  (m)  negativ. 

In  die  Zeichnungen  sind  meistens  die  schmalen  Flächen  ooP3  / 
mit  aufgenommen,  dagegen  die  noch  schmäleren  Flächen  oo  P  {l)  fort- 
gelassen worden. 

Krystall  Nr.   1.     Taf.  II.  Fig.  1. 

Der  Krystall  Nr.  1  ist  zum  Theil  sehr  unvollkommen  ausgebildet 
Fig.  1  Taf.  II  stellt  eine  Art  Netz  desselben,  so  weit  es  eben  aus- 
führbar ist,  oder  besser  gesagt,  die  vier  Ansichten  desselben,  voo 
den  beiden  Enden  der  Orthodiagonale  und  der  auf  dem  orthodiago- 
nalen  Hauptschnitte  errichteten  Normalen  aus  gesehen,  dar.  Er  be- 
steht aus  mehreren,  vorzugsweise  aus  sechs  (drei  längeren  und  drei 
kürzeren)  mit  einander  verwachsenen  Krystallen,  die  jedoch  nicht 
sänmitlich  mit  ihren  Ilauptaxen  vollständig  parallel  liegen.  Das  untere 
Ende  des  Gesammtkrystalles  ist,  wie  schon  früher  erwähnt,  sehr  un- 
vollkommen ausgebildet,  und  zeigt  namentlich  zahlreiche  kleine  Kryjitall- 
facetlen  der  Pyramide  2  P  (o),  welche  unten  auf  der  zwischen  den 
Flächen  3  und   4  liegenden  Kante  aufgesetzt  sind. 

Die  graugrünliche  und  durchscheinende  Masse  des  Kryslalb 
wird  nach  dem  oberen  vollkommener  ausgebildeten  Ende  hin  dunk- 
ler grün  und  durchsichtig. 

Krystall  Nr.   2.     Taf.   11.   Fig.  2. 

Der    dem   hiesigen    mineralogischen    Museum    gehörige    Krjslall 
Nr.  2    träü:t  an   seinem    unleren    Ende   auch    noch  einzelne  Knstall- 
flächen.     Die  Pyranüdenflächen   am   oberen  Ende  erscheinen  unelek- 
triscli,    am    untern  Ende   wird  dagegen  eine  sehr  schwache   positive 
Spannung  wahrgenommen. 
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Kr y stall  Nr.  3.     Taf.  11.  Fig.  3. 

Der  ebenfalls  dem  hiesigen  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  3  ist 
nur  auf  zwei  Seiten  ziemlich  frei,  dagegen  auf  den  beiden  anderen 
von  kleineren  unregelmässig  angelagerten  Diopsidkrystallen  bedeckt. 
Ich  bilde  in  Fig.  3  nur  die  freien  Stellen  seiner  Oberflache  ab. 

Krystall  Nr.  4.     Taf.  II.  Fig.  4. 

Der  Krystall  Nr.  4  besitzt  in  der  Richtung  der  Orthodiagonale 
eine  grössere  Ausdehnung  als  in  der  auf  dem  orthodiagonalen  Haupt- 
schnitte senkrechten  Richtung;  die  Flächen  k  sind  also  beträchtlich  brei- 
ter als  die  Flächen  m.  Wenn  sich  die  negative  Elektricität  von  der 
schmalen  Fläche  2  etwas  über  den  linken  Rand  der  Fläche  1  ver- 
breitet, so  ist  dies  durch  die  geringe  Breite  der  Fläche  2  erklärlich; 
auffallend  bleibt  das  Uebergreifen  der  positiven  Elektricität  der 
Fläche  3  über  die  untere  Hälfte  der  Fläche  4. 

Krystall  Nr.  5.     Taf.  II.  Fig.  5. 

Der  Krystall  Nr.  5  ist  nur  auf  zwei  Seiten  frei  ausgebildet, 
während  die  beiden  anderen  fast  ganz  von  kleineren,  in  schiefer 
Richtung  aufgelagerten  Diopsidkrystallen  bedeckt  werden.  Ich  bilde 
deshalb  in  Fig.  5  nur  die  beiden  zuerst  erwähnten  Seiten  ab. 


B,     Krystalle  der  zweiten  Art^  von  Schtvarzenstein  in  Tyrol. 

Bei  den  Krystallen  dieser  zweiten  Abtheilung  sind  die  Flächen 
oo^oo  {k)  negativ,  und  die  Flächen  oo-Poo  (m)  positiv;  ihre  Masse 
ist  sehr  rein  und  durchsichtig. 

Krystall  Nr.  6  und  7.     Taf.  II.  Fig.  6  u.  7. 

Die  beiden  Krystalle  Nr.  6  u.  7  gehören  der  Freiberger  Samm- 
lung; die  Figg.  6  u.  7  stellen  ihre  Netze  dar.  Sie  besitzen,  wie 
aus  diesen  Zeichnungen  erhellt,  ähnlich  wie  der  Krystall  Nr.  4  in 
der  Richtung  der  Orthodiagonale  eine  grössere  Dicke  als  in  der  Rich- 
tung senkrecht  gegen  den  orthodiagonalen  Hauptschnitt, 
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Krystall  Nr.  8.     Taf.  II.  Fig.  8. 

Der  sehr  durchsichtige  Krystall  Nr.  8  gehört  dem  hiesigen  mine- 
ralogischen Museum;  in  seiner  unteren  Hälfte  ist  er  lauchgrUn,  in 
der  oberen  fast  farblos.  Am  unteren  Ende  ist  er  verbrochen;  am 
oberen  Ende  scheint  auf  der  Kante  der  Flächen  3  und  l  eine 
mangelhaft  (rauh  und  drusig)  ausgebildete  Pyramidenfläche  2  P  (o)  2^u 
liegen.  Die  Flächen  1  und  3  sind  durch  oscillatorische  Combination 
von  ooPoo  und  ooP3  stark  gestreift;  die  Fläche  4  ist  schwächer 
gestreift,  und  die  Fläche  2  ausgezeichnet  glatt. 


III.   Orthoklas. 

Die  Krystalle  des  Orthoklases  (Feldspathes  im  engeren  Sinne  oder 
^^Ufeldspathes)  gehören  dem  monoklinoedrischen  Systeme  an.  Trotz 
it^r^^  häutigen  und  unter  sehr  verschiedenen  Verhältnissen  auftreten- 
den Vorkommens  ist  die  Anzahl  der  an  ihnen  beobachteten  einfachen 
^e^talten  doch  nicht  so  beträchtlich,  wie  bei  manchen  anderen  Mine- 
''^Vien;    dagegen  zeigen  sie    eine    grosse  Neigung    zur   Bildung    von 

^"^villingen,  Drillingen  und  Vierlingen. 

Ich  begnüge  mich,  diejenigen  Formen  hier  namhaft,  zu  machen, 

^Veiche  an  den  im  Folgenden  beschriebenen  Krystallen  auftreten,  und 

deshalb    im    Texte    erwähnt    oder    in    den    Zeichnungen    abgebildet 

^\erden.     Es  sind  dies: 

1 .  die  schiefe  Endfläche  0  P  (p) ; 

2.  die  Prismen  oo  P  {t)   und  ooP  3  (z) ; 

3.  die  positiven  Hemidomen   fPoo   (g),   Poo  (a;),   fPcx>*)  und 
2Poo(y); 

i.  die    beiden   mit    dem    klinodiagonalen    und    orthodiagonalen 
Hauptschnitte  parallelen  Flächen  oo^cx>  (tn)   und  cx>Poo   (fc) ; 

5.  das  Klinodoma  ^-Poo  (n),  und 

6.  die  positive  Halbpyramide  +P  (o).**) 


*)  Diese  mit  fPoo  bezeichnete  Fläche  findet  sich  an  einigen  Elbaer  Krystal- 
len. Sie  ist  parallel  mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  gestreift,  und  gestattet 
deshalb  keine  genaue  Messung. 

**)  Ausserdem  findet  sich  an  einem  Adular  vom  St.  Gotthardt  die  eine  Fläche 
einer  sehr  stumpfen  orthodiagonalen  positiven  Pyramide  P  4  ,  die  mit  der  Fläche 
Poo  einen  Winkel  von  nahe  173®  bildet.  Schliesslich  findet  sich  an  zwei  Elbaer 
Zwillingskrystallen  noch  eine  Fläche  einer  ausserordentlich  stumpfen  orthodiagonalen 
positiven  Pyramide,   welche  mit  Poo  einen  Winkel  von  ungefähr  179®  30'  bildet. 
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Fig.  (i  T'dt,  II  stellt  die  Conibination  OP,  +Poo  und  ooP  in  der 

üblichen  krystallographischen  Projection  dar,  während  Fig.  y  Taf.  ü 

die  eine  Hälfte  einer  etwas  zusammengesetzteren  Gestalt  (ausser  deo 

zuvorgenannten  Formen  noch  ooPoo,  2Poo,  P  und  2-Pn}  abbildel. 

Aus  seinen  Messungen   tindet  v.  Kokscharow*)  den    schiefeo 

Axenwinkel  =  63"  56'   46"   und  das   Verhältniss   der  Hauplaxe  a 

zur  Klinodiagonale  b  und  zur  Orthodiagonale  c 

a:b:c=  1  :  1,18570:  1,80058. 

Aus  diesen  Grundlagen  ergeben  sich 

der  stumpfe  Winkel  des  Prismas  ooP  =  118"  47' 
der  Polkantenwinkel  der  positiven  Halbpyramide  +  P^  I26M6', 
und  der  Winkel  zwischen  einer  Fläche 

von   Poo  und  OP  =  129«  43' 

von  ooP  und  OP  =  112"  13' 

von  +  P oo  und  von  ooP  =110^41' 

von  oo-ßoo  und  von   +Poo  =  114*13' 

von  ooPoo  und  von  +2Pcso  =  144"  14'. 

Der  Orthoklas  ist  sehr  vollkommen  und  fast  gleich  gut  spaltbtr 
parallel  mit  der  schiefen  Basis  OP  und  mit  dem  klinodiagonalea 
Hauptschnitte,  also  mit  den  Flächen  oo^oo.  Diese  beiden  Durch- 
gänge bilden  mit  einander  einen  rechten  Winkel,  welcher  Breil- 
h  a  u  p  t  zu  dem  Namen  Orthoklas  veranlasste. 

Ausserdem  fand  Hauy  noch  eine  schwächere  Spallbarkeit  parallel 
mit  dem  einen  Flächenpaare  des  Prismas  ooP"**),  welches  er  mit 
dem  Buchstaben  T  bezeichnete,  während  das  andere  Flächenpaar, 
nut  welchem  nach  seinen  Beobachtungen  keine  Spaltungsricbluns; 
parallel  geht,  den  Buchstaben  /  erhielt.  Nach  Breithaupl  und 
anderen  Mineralogen  existirt  aber  auch  parallel  mit  den  Prismen- 
flachen  /  eine  S|)altbarkeit,  welche  jedoch  noch  weniger  deutlich  ak 
die  nach  T  ist,  öfter  aber  auch  gar  nicht  wahrgenommen  wer- 
den kann. 

Dieser  Untcrschi(»d  zwischen  den  beiden  Flächenpaaren  T  undl 
weist  eigentlich  auf  (Mn  Zerfallen  des  Prismas  oo  P  in  zwei  ungleich- 


*)    Malerialien   zur  Mineralogie   Kusslands,    üd.    V.   S.    129. 
'^'j    Hauy  sagt:   OIIc  (la  coiipe)  (jui  est  parallele  a  T,  se  laiiüse  seiilemeiU  enlrf- 
\oir  par  le  chatoiineiit  ä  uiie  vive  himiere. 
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Mferihige  Flächenpaare  hin,  wie  dies  iin  triklinoedrischen  Systeme  stall 
bat.  Indess  besitzen  die  Flächen  T  und  /  gegen  die  basische  End- 
flSiche  OP  eine  gleiche  Neigung,  so  dass  trotz  der  nach  T  und  / 
verschiedenen  Spaltbarkeit  der  Orthoklas  doch  als  dem  monoklino- 
edrischen  Systeme  angehörig  zu  betrachten  ist. 

Da  die  Flächenpaare  T  und  l  aus  der  blossen  Stellung  des 
Krystalles  sich  nicht  erkennen  lassen,  indem  beim  Verwechseln  der 
beiden  Enden  der  Hauplaxe  die  Flächen  T  an  die  Stelle  von  /  zu 
liegen  kommen,  und  da  sie  auch  in  thermoelektrischer  Beziehung 
keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  darbieten,  so  habe  ich  den 
Unterschied  der  beiden  Flächenpaare  T  und  /  im  Folgenden  nicht 
weiter  berltcksichtigt,  sondern  alle  vier  Flächen  des  Prismas  ooP  mit 
dem  Buchstaben  t  bezeichnet. 

In  optischer  Beziehung  zeigen  die  Orthoklaskrystalle  ein  eigen- 
thümliches  Verhalten.*)  Die  optischen  Axen  liegen  entweder  in 
eioer  Ebene,  welche  mit  der  Orthodiagonale  parallel  geht,  also  auf 
dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  senkrecht  steht,  wobei  die  Axe 
der  grössten  Elasticität,  die  stets  mit  der  Bisectrix  des  spitzen  Win- 
kels zusammenföllt,  mit  der  geneigten  Diagonale  der  schiefen  End- 
fflöche  beim  Orthoklas  von  Wehr  in  der  Eifel  einen  Winkel  von 
4*  18',  beim  Adular  von  5®  15'**),  beim  Loxoklas  von  New- York 
von  ungefähr  5^  und  beim  opalisirenden  Mikroklin  von  Fredrikswärn 
von  ungefähr  10^  10'  bildet ;  oder  sie  liegen  in  einer  Ebene,  welche 
dem  klinodiagonalen  Hauptschnitle  parallel  ist. 

Durch  Temperaturerhöhung  treten  sehr  erhebliche  Aenderungen 
*ii  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  optischen  Axen  ein.  Liegen 
diese  Axen  in  einer  mit  der  Orthodiagonale  parallelen  Ebene,  so 
Wird  beim  Erhitzen  dieser  Winkel  kleiner ;  liegen  sie  dagegen  in  einer 
mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  parallelen  Ebene,  so  entfernen 
sie  sich  von  einander. 

Ist  in  dem  Falle,  wo  die  Axen  in  einer  mit  der  Orthodiagonale 
parallelen  Ebene  liegen,  der  Winkel  zwischen  ihnen  nicht  gross,    so 


*)    Descloizeaux,     Annal.  de  chim.  et  de  phys.    1863.   3  Ser.    Tom.    68. 
191. 

**)    Die  Ebene   der   optischen  Axen  bildet  also  beim  Adular  einen   Winkel  von 
»  <>   mit  der  Hauptaxe. 
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wird  er  beim  Erhitzen,  wie  bereits  bemerkt,  kleiner;  l>ei  weiterer 
Steigerung  der  Temperatur  fallen  die  Axen  zusammen  und  gebeB 
dann  bei  noch  höheren  Graden  in  einer  mit  dem  klinodiagonajei 
Hauptschnitte  parallelen  Ebene  wieder  auseinander. 

Nach  einem  kurzen  und  nicht  beträchtlichen  Erhitzen  kehrefl 
beim  Abkühlen  die  Axen  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurück;  nach 
stärkerer  und  namentlich  länger  anhaltender  Hitze  bleibt  dage^ 
eine  mehr  oder  weniger  grosse  Aenderung  dauernd  bestehen. 

Auch  in  den  durch  heftiges  und  anhaltendes  Glühen  in  ihren 
anfänglichen  Axenwinkel  modificirten  Platten  von  Orthoklas  treten  bei 
neuer  Erhöhung  der  Temperatur  wieder  Aenderungen  in  dem  zofor 
angegebenen  Sinne,  wenn  auch  in  schwächerem  Grade  ein. 

Bis  zur  hellen  Rothgluth  erhitzt  behalten  die  sehr  durchsichtigen 
und  homogenen  Stücke  von  Wehr  in  der  Eifel  und  von  der  Somma 
ihr  ursprüngliches  Aussehen;  nur  treten  die  mit  ihren  Hauptdurch- 
gängen parallelen  Sprünge  deutlicher  hervor.  Andere  Orthoklase 
nehmen  durch  solche  Erhitzung  eine  mehr  oder  weniger  milcbichte 
Farbe  an,  während  noch  andere  (die  aus  den  Trachyten  stammen- 
den) fast  undurchsichtig  werden.  Die  milchichten  Stellen  mit  mehr 
oder  weniger  genäherten  optischen  Axen,  welche  sich  im  Adular  vom 
St.  Gotthardt  finden,  sollen  nach  Descloizeaux  ihre  Entstehung  dem 
Einflüsse  einer  höheren  Temperatur  verdanken;  einem  solchen  Vorgange 
widersprechen  aber  die  Verhältnisse  des  geologischen  Vorkommens. 

Auffallend  ist,  dass  nach  Descloizeaux  die  triklinen  Feldspälbe 
(Albit,  Oligoklas,  Labradorit  und  Anorthit)  durch  die  Wärme  weder 
eine  permanente,  noch  auch  eine  vorübergehende  Aenderung  in  ihren 
dop[)eltbrechenden  Eiö;euschaften  erleiden,  während  beim  Gyps  ähn- 
liche Vorgänge,  wie  beim  Orthoklase  eintreten.  * ) 

Der  Orthoklas  besteht  aus  kieselsaurer  Thonerde  und  kiesel- 
saurem Kali ;  jedoch  findet  sich  fast  immer  neben  dem  Kali  mehr  oder 
weniger  Natron,  und  auch  etwas  Kalk. 

')    Es  liegen  in  den  (iypskrystallen  die  optischen  Axen  bei  gewöhnlicher  Teffi- 
peralnr  im  klinodiagonalen  Haiiplschnilte  ;   bei  Erhöhung  derselben  nähern  sich  die 
optisclicn   Axon  ,    lallen    bei   8  0**  zusammen    und  gehen  bei  noch    weiter  gesleiger- 
lor  Temperatur  in  einer  auf  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  senkrechten  Ebeoe 
wieder  auseinander.     Die  Bewegung  der  Axen  erfolgt  hiernach  also  beim  Gypse  in 
entgegengesetzter  Richtung  als  beim  Orthoklase. 
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Auf  den  dieser  Abhandlung  beigefügten  Tafeln  sind  die  Ortho- 
daskrystalle  entweder  in  mehreren  Ansichten^)  oder  Projectionen, 
)der  auch  in  Netzen,  theils  in  naturlichen,  theils  in  auf  die  Hälfte 
reducirten  Dimensionen  (durch  4^  angedeutet)  abgebildet.  Welche  Art 
ier  Darstellung  gewählt  worden,  wird  stets  bei  der  Beschreibung  der 
iDzehien  Krystalle  angegeben  werden;  sie  ist  übrigens  in  den  meisten 
^Uen  auch  aus  den  in  die  Flächen  eingeschriebenen  Buchstaben  ohne 
chwierigkeit  zu  erkennen.  Ich  bemerke  nur  noch,  dass  ich  die  zu- 
irst  abgebildete  Projection  stets  die  vordere  Seite  nenne,  und  dass 
lie  Bezeichnungen  rechts  und  links  sich  auf  die  rechte  und  linke 
Seite  dieser  Abbildung  beziehen. 


A.     Adular. 

Der  mit  dem  Namen  Adular  bezeichnete  Feldspath  wurde  vom 
Pater  Pini  in  Mailand  auf  dem  Berge  Sella  (zwischen  dem  Yal  canaria 
und  dem  Hospiz  am  St.  Gotthardt),  den  er  irrthUmlich  für  den  Mons 
Adola  hielt,  entdeckt.  Er  ist  farblos  oder  nur  hell  gefärbt,  durch- 
sichtig bis  durchscheinend.  Die  Flächen  00  ^3  und  00^00  sind 
oft  mit  Chlorit  bedeckt:  die  Flächen  00 P 3  erscheinen  stets  matt. 
Auch  die  beiden  Flächen  OP  und  Poo  unterscheiden  sich  gewöhn- 
lich in  ihrem  Glänze;  während  OP  etwas  perlmutterartig  glänzt,  zeigt 
die  Fläche  Poo  mehr  einen  Glas-  oder  Fettglanz. 

Die  im  Folgenden  beschriebenen  Krystalle  stammen  aus  den 
Alpen,  wo  der  Adular  auf  Gängen  und  in  Drusenräumeu  im  Granit, 
ineiss  u.  s.  w.  vorkommt. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Es  ist  mir  nicht  gelungen,  einen  ringsum  vollkommen  ausgc- 
iildelen  einfachen  Adularkrystall  zu  erlangen.  Auf  den  mehr  oder 
^leniger  unvollkommenen  und  zum  Theil  verletzten  Individuen  müssen 
ber    die    Mängel    ihrer  Ausbildung    mancherlei   Abweichungen   von 


*i  Um  bei  sehr  complicirten  Kryslallen  diese  Ansichten  leichter  darstellen  zu 
nnen ,  wurden  dieselben  in  nalüriicher  oder  in  halber  Grösse  photographisch 
fgenommen. 
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derjenigen  elektrischen  Vertheilung,  wie  sie  auf  einem  ganz  normal 
gebildeten  Krystalle  auftreten  würde,  hervorrufen.  Die  Uebersicht  ond 
das  Verständniss  der  auf  den  nachstehend  beschriebenen  Ervstalleo 
beobachteten  elektrischen  Vertheilungen  wird  daher  erleichtert  wer- 
den, wenn  ich  der  S[)eciellen  Mittheilung  dieser  Beobachtungen  eine 
allgemeine  Angabe  über  die  normale  Vertheilung,  wie  sie  auf  einen 
vollkommenen  Krystalle  sein  witrde,  so  wie  tlber  die  durch  besoa- 
dere  Verhältnisse  der  untersuchten  Individuen  veranlassten  Abwei- 
chungen voranstelle. 

Auf  einem  einfachen  ringsum   ausgebildeten  Ad ularkry stalle  voi 
nicht  zu  geringer   Länge  der   Hauptaxe,   den  wir  uns  blos  von  den 
Flächen  OP,   Poo  und  ooP  (Fig. /?  Taf.  II)  begrenzt  vorstellen  woltai, 
würde   die  elektrische   Vertheilung  die   folgende    sein:    die  Fläche 
an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe,  also  OP  [p]  und  Poo  (jp),  sowie 
die   orthodiagonalen    Seitenkanlen   oder   die   auf   ihnen   auftrelenden 
Flächen   oo9oo  (m)  sind    positiv,    die   Flächen  des   verticalen  Pris- 
mas oo  P  U)  aber  negativ.     Auf  diesen   letzteren   Flächen   (i)  nimmt 
die  negative  Spannung   von   den    klinodiagonalen   Seitenkanlen  nach 
den  orthodiagonalen  hin  ab,    und   geht   an   letzteren    in  die  positive 
über.   Diese  positive  Klektricität  an  den  orthodiagonalen  Seitenkanten 
vermag  jedoch  in  solchen  Fällen,  wo  die  positive  Spannung  auf  den 
Endflächen  üP  eine  sehr  grosso  Intensität   erreicht,    nicht  hervorzu- 
treten,   selbst   wenn  jene  Kanten   durch  die  Flächen  oo^c»  im]  ab- 
gestumpft  sind    (Krystall   Nr.    5).      Diese   Flächen  oo^oo   erscheinen 
namentlich  auch  bei  Krystallen  mit  nur  kurzer  Hauptaxe,    bei  denen 
also  die  Flächen  ooP    /)   keine  grosse  Ausdehnung  besitzen,   negativ 
(Krystall    Nr.   9,    10   und    11).      Tritt   aus  besonderen   Ursachen  bei 
solchen   kurzen    Krystallen   die   positive   Spannung    auf  den   Flächen 
c»^oo  (w)  hervor,  so  nimmt  als  Compensation  die  negative  Polaritll 
einen    Theil    der    schiefen    Endfläche    0  P   und   der   Fläche   ^  oo  ein 
(Krystall  Nr.  8) .     Ebendies  findet  auch  statt,  wenn  infolge  eigenlhüm- 
licher  Bildungsvorgänge  die  positive  Elektricität  sich  von  einer  ortho- 
diagonalen Kante   aus   über   einen   grossen   Theil  einer  oder  zweier 
Prismenflächen  oo  P  {t)   verbreitet   (Krystall  Nr.  7). 

Beim  Zerspalten   nach  dem  mit  0  P  parallelen  Durchgange  ver- 
halten   sich  die  Adularkrystalle,   wie   die   sächsischen    Topase^    und 

*)   Diese  Abhandl.   Bd.   XIV.   S.    441    If. 
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iie  Apophyllite  *) ,  oder  auch  wie  die  Gypskrystalle**),   wenn  letz- 
tere  parallel   ihrem   Hauptdurchgange  zersprengt   werden;    nur  sind 
bei  den  Gypskrystallen  die  Polaritäten  gerade  die  umgekehrten.  Wird 
an  einem  vollständigen  Adularkrystalle  eine  dunne  Platte  parallel  mit 
OP  abgesprengt,   so  zeigt  die  Durchgangsfläche   am  dlinnen    Stücke 
negative  Spannung,  während  die  ihr  angelegen  habende  Durchgangs- 
Mche  am  grossen  Stucke  positiv  verbleibt,  wenn  auch  in  geringerer 
Stärke  als  die  ursprüngliche,  ihr  parallele  Kry  stall  fläche.    Die   Stärke 
dieser  positiven   Spannung   nimmt   immer   mehr   ab,    je   weiter   der 
Durchgang,    in   welchem   das  Zersprengen    erfolgt,    nach  der  Mitte 
des  Krystalles  hin  rUckt,    so  dass,   wenn  der  Durchgang  sich  dieser 
Mitte  nähert,  beide  auf  einander  gelegen  habenden  Durchgangsflächen 
negativ  erscheinen.   Dabei  treten  öfter  auf  diesen  negativ-elektrischen 
Durchgangsflächen    in    der    Nähe    der    orthodiagonaleu    Seitenkanten 
kleine  positive  Zonen  auf  (Krystall  Nr.  4) ,   selbst  wenn  auf  diesen 
Seitenkanten  die  positive  Spannung  nicht  mehr  wahrgenommen  wer- 
den kann  (Krystall  Nr.  5).    Es  ist  dies  ein  ähnliches  Verhalten,   wie 
es  auch   die   entsprechenden  Durchgangsflächen   beim  Topase**')   in 
der  Nähe  der  positiven  brachydiagonalen  Kanten  zeigen. 

Auf  dem  mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  oder  mit  den 
Ftechen  oo^oo  parallelen  Durchlange  scheint,  wenn  ich  aus  einem 
einzelnen  mir  vorliegenden  Falle  einen  allgemeinen  Schluss  ziehen 
darf,  ebenfalls  negative  Polarität  aufzutreten;  es  entspräche  dies  den 
Beobachtungen  am  Topase  f) ,  an  welchem  beim  Anschleifen  der 
brachydiagonalen  Kanten,  also  beim  Anschleifen  einer  mit  dem  makro- 
diagonalen Hauptschnitte  parallelen  Fläche,  auf  dieser  angeschliffenen 
fläche  negative  Spannung  hervortritt. 

Die  Intensität  der  auf  den  verschiedenen  Adularkrystallen  er- 
tegien  elektrischen  Spannung  ist  sehr  ungleich:  auf  manchen  durch 
Qine  weissliche,  etwas  milchichte  Farbe  ausgezeichneten  Krystallen 
%igt  sie  eine  gleiche  Stärke  wie  auf  den  Turmalinen  und  brasilia- 
nischen Topasen,  während  sie  auf  anderen,  namentlich  mehr  glas- 
Bbnlichen,  bisweilen  ausserordentlich  gering  erscheint. 

*)  Ebend.  Bd.   XVIII.  S.   66«. 

♦♦)  S.  oben  S.    483. 

***)  Diese  Abhandl.  Bd.  XIV.  S.    427. 

fj  Ebend.  S.   44Ö. 
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jDteren  Ende,  an  welchen  der  mit  OP  parallele  Durchgang  die  Be- 
grenzung bildet.  Dieser  Durchgang  erscheint  daselbst  in  verschiede- 
nen Absätzen;  wSihrend  die  der  ursprünglichen  Begrenzung  nttheren 
Flachenstücke  (neben  Poo)  noch  positiv  verbleiben,  erscheint  auf 
den  weiter  nach  oben  und  hinten,  nach  der  Kante  (3.  4)  hin  gelege- 
nen Flüchenstücken  bereits  negative  Polarität. 

Die  prismatischen  Seitenflüchen  ooP  sind  negativ,  und  zwar 
nimmt  auf  den  beiden  vorderen  wohl  ausgebildeten  Flüchen  die 
negative  Spannung  in  sehr  stark  ausgesprochenem  Grade  von  der 
vorderen  klinodiagonalen  Seitenkante  nach  der  rechten  und  linken 
orthodiagonalen  Seitenkante  hin  ab.  Auf  den  beiden  hinteren 
Flüchen  treten  in  der  Nühe  der  orthodiagonalen  Seitenkanten  be- 
i^eils  die  positiven  Zonen  auf,  wie  solche  den  letztgenannten  Kanten 
entsprechen. 

Von  diesen,  den  orthodiagonalen  Seitenkanten  entsprechenden 
Zonen  tritt  die  eine  auf  der  rechten  Seite  auf  der  daselbst  befind- 
liehen schmalen  Flüche  ooPc»  (Fig.  i  e)  hervor,  wührend  die  an- 
dere (auf  der  linken  Seite)  auf  die  benachbarten  Theile  der  anliegen- 
den Prismenflüche  4  verschoben  ist,  weil  der  an  Stelle  der  linken 
Seilenkante  infolge  des  Bruches  freigelegte  Durchgang  ooPoo  (Fig.  1  f] 
negative  Polaritüt  angenommen  hat. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  ist  ausseroixlentlich 
stark.  '^) 


*)  Zur  Messung  der  sehr  starken  elektrischen  Spannungen  auf  dem  vorliegen- 
den Krystalle  musste  ein  n>ehr  als  fünfmal  weniger  empfindliches  Elektrometer,  als 
'es  für  die  meisten  übrigen  Krvstalle  benutzt  wurde,  angewandt  werden.  Diese 
geringere  Empfindlichkeit  wird  bei  meinem  Elektrometer  sehr  leicht  her>'orgebrach1 
durch  die  Verringerung  der  Anzahl  der  Elemente  in  der  Volta* sehen  Säule,  deren 
Pole  mit  den  Messingplatten,  zwischen  welchen  das  Goldblättchen  hängt,  in  Ver- 
bindung sieben.  Durch  Messung  der  Spannung  eines  constanten,  aus  Zinl^,  Zink- 
vitriol, Wasser,  Kupfervitriol  und  Kupfer  gebildeten  Elementes  lassen  sich  die  Aus- 
schläge bei  geringerer  Empfindlichkeit  des  Instruments  auf  die  entsprechenden  bei 
grosserer  Empfindlichkeit  reduciren.  Um  die  Vergleicliung  der  Beobachtungen  auf 
allen  Orthoklaskrystallen  zu  erleichtern,  sind  in  die  Abbildungen  bereits  die  auf 
die  höhere  Empfindlichkeit  reducirten  Zahlenwerthe  eingetragen  worden.  Eben 
diese  Bemerkung  findet  auf  die  im  Nachfolgenden  beschriebenen  Krystalle  mit  sehr 
starken  elektrischen  Erregungen  in  gleicher  Weise  Anwendung. 

Abhnndl.  d.  K.  8.  Oenelliicli.  d.  Wiiienich.  XVIII.  84 
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Krystall  Nr.  2.  Taf.  IL  Fig.  2. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  2 
isl  seiner  beträchtlichen  Grösse  wegen  nur  in  halben  Dimeosionen 
abgebildet  worden;  Fig.  2  a  giebt  die  Ansicht  desselben  von  obeo, 
b  von  unten^  c  von  der  vorderen,  d  von  der  hinteren  Seite  (jedoch 
mit  Weglassung  der  unteren  Durchgangsfläche),  e  ist  eine  auf  der 
rechten  Seite  vorhandene  schmale  Fläche  oo^oo,  während  f  die 
verletzte  oder  sehr  mangelhaft  ausgebildete  Kante  auf  der  linkco 
Seite  darstellt. 

Der  Krystall  stammt  gleich  dem  vorigen  vom  St.  Gotthardl,  und 
wird  von  denselben  Flächen  begrenzt  wie  jener;  nur  treten  neben 
der  rechts  liegenden  Fläche  oo^oo  noch  schmale  rauhe  Flächen  des 
Prismas  oo^3  auf.  Eine  Fläche  des  eben  genannten  Prismas  findet 
sich  auch  auf  dem  Absätze  in  Fläche  1  bei  a.  Der  Krystall  ist,  wie 
namentlich  aus  der  Abbildung  des  oberen  Endes  und  der  Fläche  3 
hervorgeht,  als  ein  Aggregat  von  vier  bis  fünf  in  paralleler  StelluDg 
zu  einem  Gesammtkrystall  verwachsenen  Individuen  anzusehen.  Die 
Prismenflächen  1  und  4,  namentlich  aber  die  erslere,  sind  sehr  un- 
vollkonmien  ausgebildet.  Am  unteren  Ende  liefert  ein  ziemlich  ebener 
Durchgang  die  Begrenzung.  Die  Masse  des  Krystalles  ist  vveisslick 
und  im  Allgemeinen  nur  durchscheinend. 

Das  obere  Ende  zeigt  überall  [)ositive  Elektricität;  dagegen  er- 
scheint auf  dem  vorderen  und  linken  Theile  des  am  unteren  Ende 
beüudlichen  Durchganges  bereits  negative  Spannung,  wähi-end  der 
hintere  und  rechte  Theil  noch  positiv  verbleibt.  Die  Prismenflächen ooP 
sind  negativ.  Die  Fläche  oo^oo  (Fig.  2  c)  auf  der  rechten  orlhodia- 
gonalen  Seitenkante  ist  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  wäh- 
rend die  Bruchfläche,  weiche  auf  der  linken  Seile  die  Begrenzung 
bildet  (Fig.  2  /*),  nur  in  ihrer  unteren  Hälfte  positive,  in  der  oberen, 
aber  negative  Spannung  besitzt. 

Krystall  Nr.   3.     Taf.   II.  Fig.  3. 

Der  dem  Tübinger  Museum  gehörige,  vom  St.  Gotthardt  slau^ 
mende  Krystall  Nr.  3  isl  ziemlich  regelmässig  ausgebildet,  und  im 
Wesentlichen  eine  (Kombination  von  OP.  l-oo  und  ooP,  wozu  noch 
s(»lir  schmale  riiiclKMi  ooi^cx;  iuif  den  beiden  orthodiagonalen  Seilen- 
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Icantea  kommen.  Fig.  3  c  stellt  die  Ansicht  desselben  von  der  vor- 
deren, und  d  von  der  hinteren  Seite  dar;  e  und  f  bilden  die  zuvor 
genannten  schmalen  Flächen  oo  ^  oo  ab.  Am  unteren  Ende  wird  der 
Krystall  von  einem  sehr  ebenen  Durchgange  begrenzt.  Seine  durch- 
'Nichtige  Masse  ist  durch  weissliche  Stellen  getrübt. 

Die  elektrische  Yertheilung  ist  eine  ziemlich  normale.  Der  un- 
lere Durchgang  ist  überall  negativ ;  doch  nimmt  diese  negative  Span- 
nung nach  der  hinteren  klinodiagonalen  und  nach  den  orthodiagonalen 
Scitenkanten  hin  ab. 

Krystall  ^r.  4.    Taf.  II.  Fig.  4. 

Als  Fundort  dieses  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  ge- 
hörigen Krystalles  ist  Airolo  am  St.  Gotthardt  angegeben.  Die  Seiten- 
flächen desselben  bildet  das  Prisma  ooP;  am  oberen  Ende  liegt  eine 
grosse  Fläche  Poo,  und  eine  sehr  kleine  Fläche  OP  (die  jedoch  auch 
ein  Durchgang  sein  kann);  zwischen  beiden  tritt  eine  ungefähr  ß"**" 
breite  Fläche  des  stumpferen  positiven  Hemidomas  f  Poo,  welche 
durch  oscillatorische  Combination  mit  -Poo  stark  gestreift  ist,  auf. 
c  und  d  (Fig.  3)  stellen  die  Ansichten  von  der  vorderen  und  hin- 
teren Seite,  e  und  f  die  beiden  orthodiagonalen  Seitenkanten  dar. 
Am  unteren  Ende  bildet  ein  mit  0  P  paralleler  Durchgang  die  Begren- 
zung.    Die  Masse  des  Krystalles  ist  ziemlich  klar. 

Die  oberen  Flächen  OP,  {Poo  und  -Poo  sind  positiv;  ausserdem 
tritt  die  positive  Elektricität  auf  der  rechten  orthodiagonalen  Seiten- 
kante hervor;  auf  der  entsprechenden  linken  Kante  erscheint  sie  aber 
nicht,  tritt  dagegen  in  ziemlicher  Stärke  auf  dem  ihr  benachbarten 
Theile  der  Durchgangsfläche  [ji\  am  unteren  Ende  auf.  Der  übrige  Theil 
der  unteren  Durchgangsfläche,  welche  nicht  sehr  weit  von  der  natür- 
lichen unteren  Krystallfläche  absteht,  ist  nur  schwach  negativ.  Mit 
dieser  Yertheilung  steht  auch  die  Stärke  der  elektrischen  Spannungen 
auf  den  Seitenflächen  im  Einklänge,  indem  auf  den  Flächen  2  und  3 
die  negative  Spannung  nach  der  rechten  makrodiagonalen  Seitenkante 
hin  in  stärkerem  Grade  abnimmt,  als  auf  den  Flächen  1  und  4  nach 
der  entsprechenden  linken  Seitenkante  hin. 

Krystall  Nr.  5.     Taf.  II.  Fig.  5. 
Der    ebenfalls  dem    hiesigen   Museum    gehörige   Krystall   Nr.    5 
stammt  aus  dem  Zillerthale.     Seine  Masse  ist  durchsichtig,  rissig  und 
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zeigt  einea  bliiulichen  Lichtschein.     Er  ist  eine  Combination  vodOP, 
Poo,  ooP  und  schmalen  Flächen  oo^oo,  oo^3  und  ooPoo.    Am  oberes 
Ende  trägt  er  eine  etwas  mangelhaft  ausgebildete  Fläche  OP,  wäh- 
rend am  unteren  Ende  die  Begrenzung  von  einer  kleinen  Fläche  f  oo 
und  von  einem  Durchgange  jj)]  gebildet  wird,  der  in  der  Nähe  des 
ursprünglichen  Endes  angeschlagen  worden  ist. 

Die  obere  Fläche  OP  sowie  die  kleine  Fläche  ¥cx>  am  unter« 
Ende  sind  positiv,  der  Durchgang  [p]  am  unteren  Ende  schwach  ne 
gativ,  bis  auf  den  in  der  Nähe  der  rechten  orthodiagonalen  Seiten- 
kante  liegenden  Theil,  welcher  positiv  erscheint.  Dagegen  tritt  anf 
den  brachydiagonalen  Seitenkanten  die  positive  Zone  nicht  hervor;  sie 
zeigen  sammt  den  prismatischen  Seitenflächen  negative  Polarität. 

Krystall  Nr.  6.     Taf.  II.  Fig.  6.      " 

Der  dem  hiesigen  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  6,  welchefl 
Fig.  6  c  und  d  in  einer  vorderen  und  hinteren  Ansicht  darstelll, 
trägt  ausser  den  Flächen  OP,  Pc»  noch  kleine  Flächen  oo^Pc»,  oo?3 
und  -*-P;  jedoch  erscheint  P  nur  auf  der  linken  Seite,  weil  die  Flache 3 
sammt  der  an  ihr  liegenden  rechten  orthodiagonalen  Seitenkante  start 
verletzt  ist.  Die  Begrenzung  am  unteren  Ende  bildet  ein  zienilidi 
ebener  Durchgang.  Die  Masse  dos  Krystallcs  ist  farblos  urd  zieinlicli 
durchsichtig. 

Nur  auf  der  linken  orthodiagonalen  Seitenkante  (Fig.  6f]  er- 
scheint die  positive  Zone,  während  ihr  Auftreten  auf  der  rechten 
durch  die  daselbst  vorhandenen  Verletzungen  verhindert  wird. 

Krystall  Nr.   7.   Taf.  III.   Fig.   7. 

Von  dem  in  Taf.  III.  Fis:.  7  nur  in  halben  Dimensionen  abge- 
bildeten  grossen  Krystalle  war,  wie  bereits  S.  508  erwähnt,  der 
kleinere  Krystall  Nr.  I  abgebrochen  worden.  Letzterer  halte  ao  der 
rechten  Seite  des  grossen  Krystalles  Nr.   7  angesessen. 

Fig.   la  zeigt  die  Ansicht  von  oben,  b  von  unten,   c  von  vom 
und  d  von  hinten;  /'stellt  die  durch  eine  Fläche  oo4?oo  abgestumpfte 
linke  orthodiagonale  Seilenkante  dar.     Die   auf  der  rechten  Seile  ge- 
legene Bruchflüche,    an  welcher   der  Krystall  Nr.   1    mit  der  Fig.  If 
Taf.    II  gezeichneten  Fläche  angesessen  hatte,  Hess   sich  wegen  ihrer 
grossen  Unregelmässigkeit  nicht  wohl  abbilden. 
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Das  obere  Ende  des  Krystalles  trägt  die  Flächen  OP  und  ^oo; 
dieselben  sind  mit  mehreren  tiefen  Furchen  und  Eindrücken  bedeckt. 
Am  unteren  Ende  findet  sich  vorn  noch  eine  Krystallfläche  ¥00, 
^während  der  ganze  übrige  Theil  durch  den  mit  OP  parallelen  und 
in  mehreren  Absätzen  verlaufenden  Durchgang  begrenzt  wird.  Die 
in  der  Umgebung  der  vorderen  klinodiagonalen  Seitenkante  liegenden 
Stücke  der  Flächen  1  und  S  sind  gut  ausgebildet;  auf  der  rechten 
Seite  der  Fläche  2  liegt  ein  anderer  kleiner  Orthoklaskrystall  (in  c 
mit  0)  bezeichnet).  Die  Fläche  3  ist  als  Kry stallfläche  nicht  aus- 
gebildet; es  bildet  an  ihrer  Stelle  eine  sehr  unregelmässige  Fläche 
die  Begrenzung.  Die  Fläche  4  zeigt  insofern  eine  unvollkommene 
Ausbildung,  als  sie  nicht  eben  ist,  sondern  gewissermassen  aus  zahl- 
reichen orthodiagonalen  Seitenkanten,  welche  durch  schmale  Flächen 
CO 9 00  abgestumpft  sind,  besteht.  Eben  diese  Beschaffenheit  zeigt 
auch  die  in  fabgebildete  Fläche  00^00  und  der  ihr  anliegende  Theil 
der  Prismenfläche  1. 

Es  geht  über  den  grössten  Theil  der  Oberfläche  des  Krystalles 
eine  Art  Naht  oder  Zusammensetzungslinie.  Sie  läuft  ungefähr  durch 
die  Mitte  der  unteren  Durchgangsfläche  von  vorn  nach  hinten  (/?  in  6), 
steigt  in  der  Mitte  der  unregelmässigen  Fläche  (3)  aufwärts  (y  in  d), 
wendet  sich  dann  auf  der  oberen  Fläche  Poo  nach  vom  {d  in  a), 
und  wo  sie  die  vordere  Fläche  OP  trifll,  in  schiefer  Richtung  nach 
links   («  in  a). 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  innen  graulich,  aussen  etwas 
schmutzig  gelbhch  und  kaum  durchscheinend,  wie  bei  Nr.  1. 

Auf  dem  oberen  Ende  sind  die  Flächen  OP  und  Poo  positiv, 
jedoch  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung;  auf  dem  linken  und  hin- 
teren Theile  tritt  vielmehr  negative  Spannung  auf,  und  es  wird  die 
Grenze  zwischen  den  entgegengesetzt  elektrischen  Zonen  ungefähr 
durch  den  Verlauf  der  zuvor  beschriebenen  Naht  {d  und  e)  bezeichnet. 
Da  am  unteren  Ende,  wie  aus  dem  Vorhandensein  einer  kleinen 
Krystallfläche  Poo  {x)  hervorgeht,  der  mit  OP  parallele  Durchgang 
nicht  weit  von  der  natürlichen  Begrenzung  angeschlagen  ist,  so  er- 
scheint derselbe  in  seinem  grössten  Theile  noch  positiv,  während  die 
negative  Polaritiit  nur  in  dem  kleineren  nach  rechts  und  hinten  ge- 
legenen Stücke  auftritt.  Die  beiden  gut  ausgebildeten  Prismenflächen 
1   und  2  sind  in  der  Umgebung  der  vorderen  klinodiagonalen  Seiten- 
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kante  negativ;  in  der  Ndhe  der  orthodiagonaien  Seitenkaoten  erscheint 
auf  ihnen  aber  bereits  positive  Spannung.     (Am  rechten  Rande  der 
Fläche  2  wirkt  der  fremde  mit  co  bezeichnete  Krystall  störend.)   Die 
unregelmässige  Fläche  3  ist  negativ,  dagegen  zeigt  die  in  lauter  ortho- 
diagonale  Seitenkanten   aufgelöste  Fläche  4  in  ihrer  ganzen  Ausdeh- 
nung sehr  starke  positive  Elektricität,  die  sich  auch  über  die  gleichgebil- 
dete  in  f  gezeichnete  linke  Seite  des  Krystalles  und  über  die  ebenfalls 
an  dieser  Bildung  noch  theilnehmenden,  anliegenden  Theile  der  Fläche  I 
verbreitet.     Mit  diesen  Vorgängen  auf  den  Seitenflächen  hängt  jeden- 
falls das  Erscheinen   der  negativen  Spannung  auf  den  obereo  End- 
flächen zusammen.     Die  nicht  abgebildete  Bruchfläche  auf  der  rech- 
ten Seite  des  Krystalles   ist  negativ;    nur  auf  ihrem   oberen  Knken 
Theile,   so  wie  an  ihrem   unteren  Rande  vermag   die  positive  Span- 
nung hervorzutreten. 

Krystall  Nr.  8.     Taf.  III.  Fig.  8. 

Ich  schliesse  hier  gleich  einen  Krystall  an,  bei  welchem  eben- 
falls die  negative  Elektricität  einen  Theil  der  Krystallflächen  OP  und 
•Poo  eingenommen  hat. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  NrJ 
von  Gesehenen  im  Uri  ist  eine  Combination  von  OP,  |Poo,  ß». 
oo^3  und  oo^oo.  Am  unteren  Ende  ist  die  Fläche  OP  äusserst  un- 
vollkommen ausgebildet.  Die  Masse  des  Krystalles  ist  farblos  und 
durchscheinend;  in  den  Furchen  der  oberen  Fläche  Poo,  so  wie  auf 
der  unteren  Fläche  OP  und  den  auf  der  linken  Seite  gelegenen 
Flächen  ooP3  und  oo9oo  findet  sich  ein  Ueberzug  von  Chloril.  Fig. 8 
Taf.  III  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  dar. 

Die   sehr  unvollkommen  gebildete  Fläche  OP  am   unteren  Ende 
ist  positiv;  ebenfalls  positiv  erscheinen  die  Flächen  oo^oo  und  c»?3, 
und   es   erstreckt  sich    die   positive   Spannung   auch   noch   Über  die 
Prismenfläche  3    auf  der  rechten  Seite.     Für   die  Entwickelnng  der 
negativen  Polarität  bleiben   also  nur  die  Prismenflächen  1,  2  und  l 
übrig,  von  denen  die  letztere  noch  dazu  sehr  niedrig  ist.     Als  Com- 
pensation  erscheint  daher,  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Kry- 
stalle,  die  negative  Spannung  auch  noch  auf  dem  grösst^n  Theile  der 
Flächen  OP,  |Poo  und  Poo  am  oberen  Ende,  so  dass  nur  auf  der 
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rechten  Seile  eine  positive  Zone  übrig  bleibt.  Mit  der  Lage  dieser 
letzteren  Zone  hängt  jedenfalls  das  Auftreten  der  positiven  Elektricität 
auf  der  ihr  anliegenden  Fläche  3  zusammen.  Auf  der  äusseren  Ober- 
fläche des  Krystalles  ist  kein  Umstand  zu  erkennen,  welchen  man  zu 
dieser  eigenthümlichen  Verschiebung  der  elektrischen  Vertheilung  in 
Beziehung  bringen  könnte. 

• 

Krystall  Nr.  9,   10  und  11.     Taf.  JII.  Fig.  9,  10  und  11. 

Die  drei  Krystalle  Nr.  9,  10  und  11,  vom  St.  Gotthardt  stam- 
mend, gleichen  an  Gestalt  und  Beschaffenheit  ihrer  Masse,  so  wie 
ihrer  Oberfläche  dem  vorhergehenden.  Bei  allen  dreien  sind  beide 
Enden  der  Hauptaxe  wenn  auch  mehr  oder  weniger  vollkommen 
aasgebildet.  Die  beiden  Krystalle  Nr.  1 0  und  1 1  sassen  ursprünglich 
an  einander  und  wurden  durch  Bruch  von  einander  getrennt. 

Ich  habe  die  Krystalle  nur  in  einer  seitlichen  Projection  abgebildet. 
Die  sämmtlichen  Seitenflächen  ooP,  oo^3  und  oo^oo  sind  negativ, 
wenn  auch  einzelne  nur  schwach ;  die  Flächen  0  P  und  P  oo  am  oberen 
and  unteren  Ende  aber  positiv.  Diese  letzteren  positiven  Zonen  sind 
durch  farbige  Säume  am  oberen  und  unteren  Rande  der  Zeichnung 
angedeutet  worden. 

b.    Zwillinge  und  mehrfach  zusammengesetzte  Krystalle. 

Der  Adular  bildet  dreierlei  Zwillinge:  1 .  Zwillingsaxe  die  Hauptaxe, 
Zusammensetzungsfläche  oo^oo;  2.  Zwillingsaxe  die  Normale  einer 
Fläche  2^oo,  Zusammensetzungsfläche  2^ oo,  und  3.  Zwillingsaxe  die 
Normale  von  OP,  Zusammensetzungsfläche  OP. 

Bereits  beim  Aragonit*),  und  ebenso  beim  Gyps  (s.  oben  S.  486) 
habe  ich  die  Zwillingsbildung  in  Bezug  auf  ihre  Einwirkung  auf  die 
thermoelektrischen  Erscheinungen  untersucht,  und  gezeigt,  dass  die- 
selbe keine  wesentlichen  Veränderungen  darin  hervorbringt.     Die  an 
den   einfachen   Krystallen  beobachtete   elektrische  Vertheilung  bleibt 
nach    Möglichkeit  auch  auf   den  Zwillings-   und  selbst    mehrfachen 
Krvstallen  erhalten.     Eben  dieses  Resultat  werden  auch  die  Unter- 
suchungen  der  Adularzwillinge  bestätigen. 


*)   Diese  Abhandl.  Bd.  XV.  S*  38t. 
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1.     Zwillinge  (wenn  nicht  rein,   so   doch  wenigstens  vorzugäweide|. 

a.   Zwillingsaxe   die  Hauptaxe,   Zusammensetzungs* 

fläche  oo^oo.   (Erstes  Gesetz.) 

Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Zwillinge  gebildet  sind,  Tührt 
den  Namen  des  Carlshader  Gesetzes,  weil  es  zuerst  an  KrystaUen 
aus  der  Umgegend  von  Carlsbad  erkannt  wurde.  Der  Zwilling  ent- 
steht, indem  von  zwei  in  paralleler  Stellung  befindlichen  Krjstalb 
der  eine  180^  um  seine  Hauptaxe  gedreht  wird.^)  Denken  wir  uns 
in  die  Hauptaxe  eines  monoklinoedrischen  Krystalles  gestellt,  uid 
blicken  auf  die  Fläche  OP  vom  oberen  Ende  herab,  so  lassen  sich 
die  beiden  orthodiagonalen  Seitenkanten,  und  ebenso  die  beiden 
Fl&chen  oo^oo,  welche  diese  Kanten  abstumpfen,  als  rechte  und  linke 
untei-scheiden ,  weil  sich  bei  der  angegebenen  Stellung  durch  keine 
Drehung  des  Krystalles  die  linke  Seite  desselben  zur  rechten  und 
umgekehrt  machen  lässt.  Mit  Rücksicht  hierauf  haben  wir  nun  zwei 
Arten  der  nach  dem  vorstehenden  Gesetze  gebildeten  Zwillinge  zb 
unterscheiden:  es  können  nämlich  die  beiden  Individuen,  aus  welcheD 
der  Zwilling  besteht,  sich  mit  ihren  rechten  oder  mit  ihren  linken 
Seiten  zusammenlegen. 

Krystall  Nr.  12.     Taf.  III.  Fig.  12. 

Der  dem  hiesigen  iMuseum  gehörige  Zwillingskrysl^ll  staniroi  aus 
dem  Zillerthalo.  Die  bilden  Individuen ,  welche  ihn  bilden,  haben 
sich  mit  ihren  rechten  Seiten  aneinander  gelegt,  und  slellea  eine 
Conihination  von  OP,  jj  4^oo,  Poo,  P,  ooP,  ooi^3  und  ooi^oo  dar.  Ihre 
Masse  ist  farblos  und  durchsichtig  bis  durchscheinend.  Fig.  12  cgitU 
die  Ansicht  von  der  Vorder-,  d  von  der  Rückseite;  e  und  /*  sind  die 
Flächen  oo^oo  an  den  beiden  Enden  der  Orthodiagonale.     nß  (in  f; 


*;  Mail  erhält  iiusserlicli  (üeselhe  Zwilliiigsgestalt  nach  dem  Gesetze:  Um- 
drehungsaxe  dio  Normale  auf  dem  orthodiagonalen  Hauptschnitte  und  Zusammen- 
.sctzungstläche  ool^oo.  Bolrachtot  man  die  sämmtlichen  vier  Frächeo  des  Prismas 
ooP  als  gleich,  so  stimmen  (iie  nach  beiden  Gesetzen  erzeugten  Zwillinge  absolut 
überein  :  nimmt  man  aber  das  eine  Kliichenpaar  dieses  Prismas  von  dem  anderen 
Flächenpaarc  verschieden,  T  und  /  'S.  502),  so  geben  die  beiden  Gesetze  Zwilling 
bildungen.   welche  sich  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Flächen  T  und  /  unterscheiden. 
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nd  yd  (in  d)  bezeichnen  die  Linie,  in  welcher  die  beiden  Individuen 
ich  zu  einem  Zwillinge  zusammengefügt  haben.  Am  unteren  Ende 
iiden  die  mit  OP  parallelen  Durchgänge  die  Begrenzung;  am  unteren 
lande  der  Prismenfläche  2  finden  sich  auch  kleine  Reste  der  Fläche 
^00,  so  dass  hier  also  der  Durchgang  nahe  der  natürlichen  Begren- 
ung  liegt. 

Die  Flächen  am  oberen  und  unteren  Ende  sind  positiv,  die  pris- 
latischen  Seitenflächen  ooP  negativ  und  zwar  nimmt  die  Grösse  der 
lektrischen  Spannung  nach  unten  hin  zu.  Die  in  /*  abgebildete  Fläche 
ofoo  ist  unelektrisch;  ebenso  verhalten  sich  die  oberen  Theile  der 
mderen  in  e  gezeichneten,  während  in  den  unteren  Theilen  derselben 
legative  Spannung  auftritt. 

?.    Zwillingsaxe  die  Normale  einer  Fläche  2^oo,  Zusam- 
mensetzungsfläche 2^oo.   (Zweites  Gesetz.) 

Die  Zwillingsbildung  nach  diesen)  Gesetze  wurde  zuerst  an  Kry- 
;tallen  von  Baveno  beobachtet,  und  das  Gesetz  daher  als  das  Bavenoer 
)ezeichnet. 

Das  Klinoprisma  2^oo  (n)  ist  rechtwinklig  und  stumpft  die  von 
)P  und  ooPoo  gebildeten  Kanten  (Taf.  II.  Fig.  y)  gerade  ab.  Wird 
lun  ein  Krystall  parallel  einer  Fläche  jenes  Prismas  zerschnitten,  und 
lie  eine  Hälfte  um  180^  gedreht,  so  entsteht  der  Bavenoer  Zwilling. 
)ie  Flächen  QP  und  oo^oo,  welche  bei  hinreichender  Ausdehnung 
m  ursprünglichen  Krystaile  ein  Prisma  mit  rechtwinkligem  Quer- 
tchnitte  geben,  bilden  im  Zwillinge  wieder  ein  solches;  während 
edoch  in  dem  ursprunglichen  Krystaile  die  beiden  Flächen  OP,  und 
'beoso  die  beiden  Flächen  oo^oo  einander  gegenüber  liegen,  finden 
»ich  im  Zwillinge  die  beiden  gleich werth igen  Flächen  jeder  der  zwei 
restalten  neben  einander  gelagert. 

Um  die  elektrischen  Vertheilungen  auf  den  folgenden  beiden 
rystallen  angeben  zu  können,  habe  ich,  so  weit  es  thunlich,  in 
fg.  13  und  14  Taf.  III  das  Netz  derselben  dargestellt,  wobei  die- 
nigen  TheUe  der  Oberfläche,  an  welchen  ein  anderer  Krystall  oder 
ae  Gesteinmasse  anliegt,  in  der  Zeichnung  fortgelassen  worden 
id.  Die  Flächen  der  unverändert  in  ihrer  Lage  verbleibenden 
ilfte  habe  ich  mit  den  Buchstaben  j;,  p^  i  und  m,  dagegen  die  ent- 
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sprechenden  Flächen  der  um  180"  gedrehten  mit  x\  p,  i  und  m 
bezeichnet.  Diejenigen  Punkte  des  Umfanges  der  einzelnen  Fldchen, 
welche  denselben  Buchstaben  tragen,  würden  beim  Zusammenklappen 
des  Netzes  zusammenfallen. 

Beide  Zwillinge  sind  so  gestellt,  dass  die  Ebene,  in  welcher  der 
Krystall  zerschnitten  gedacht  wird,  der  Abstumpfungsflache  2^oo  der 
Kante  /i6  in  Fig.  13  und  x^  in  Fig.  14  parallel  geht,  und  wahrend 
die  obere  rechte  Hälfte  stehen  bleibt,  die  untere  linke  um  180*^  ge- 
dreht wird.  Es  bleiben  also  oben  die  Flächen  p  und  x.  und  neben 
ihnen  rechts  die  Fläche  m  unverändert  an  ihrem  Orte,  während  die 
Flächen  p  und  x  der  unteren  Hälfte  auf  die  linke  Seite  von  p  und  x, 
und  die  frühere  linke  Fläche  m  auf  die  untere  Seite  zu  liegen  kom- 
men. Die  zerschnittenen  Prismenflächen  ooP  bilden  in  der  Richtung 
des  Schnittes  einspringende  und  ausspringende  Kanten  [dB  Fig.  li 
einspringend,  ato  Fig.   13  und  Fig.    14  ausspringend). 

Krystall  Nr.   13.     Taf.  HI.  Nr.   13. 

Der  von  Airolo  stammende  und  dem  hiesigen  mineralogischen 
iMuseum  gehörige  Krystall  Nr.  13  ist  in  seiner  Masse  farblos  und 
durchsichtig  bis  durchscheinend.  Unterhalb  pi  lag  eine  kleine  Gestein- 
masse. 

Die  Flächen  p,  x^  p\  x\  so  wie  die  rechts  liegende  Fläche  m  sind 
positiv,  die  Prismenflächen  oo  P  und  die  gegenwärtig  auf  der  unleren 
Seite  liegende  Fläche  oo^oo  {m)  negativ.  Die  Fläche  m  war  durch 
anliegende  Massen  in  ihrer  Ausbildung  gehindert  gewesen,  und  des- 
halb weniger  vollkommen  als  die  Fläche  m;  ein  Umstand,  der  jeden- 
falls das  Auftreten  der  negativen  Polarität  auf  m  begünstigt. 

Krystall  Nr.   14.     Taf.  HI.  Nr.   14. 

Der  Krystall  gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  gleicht  in 
seiner  Beschaffenheit  und  Gestalt  dem  vorhergehenden;  nur  treten 
bei  ihm  noch  die  Flächen  \9oo  (in  der  Zeichnung  fortgelassen)  und 
oo^3  [z]  auf.  In  die  Fläche  p  dringt  ein  keilförmiges  Stück  def  der 
mit  ihr  zusammenfallenden  Fläche  oofoo  des  zweiten  Individuums 
(oder  der  zweiten  Hälfte)  ein,  und  in  gleicher  Weise  findet  sich  ein 
kleines  Stück   ghd  der  linken  Fläche  oofoo  des   ersten  Individuums 
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in  die  mit  ihr  zusammenfallende  Fläche  p  eingeschoben.  Unten  und 
namentlich  nach  hinten  und  rechts  ist  der  Krystall  durch  andere 
Gesteinsmassen  und  einen  an  ihn  angewachsenen  anderen  Adular  in 
seiner  Ausbildung  gehindert  worden. 

Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  dem  vorhergehenden 
Krystalle  beobachteten,  jedoch  mit  Ausnahme  der  Flächen  x  und  x^ 
welche,  wie  dies  auch  zum  Theil  bei  den  einfachen  Krystallen  Nr.  7 
und  Nr.  8  beobachtet  worden,  negative  Spannung  besitzen. 

y.  Zwillingsaxe  die  Normale  von  OP,  Zusammensetzungs- 
flache OP.   (Drittes  Gesetz.) 

Die  nach  dem  Gesetze:  Zwillingsaxe  eine  Normale  von  OP  und 
Zusammensetzungsfläche  die  Fläche  OP,  gebildeten  Zwillinge  kön- 
nen auch  erhalten  werden  nach  dem  Gesetze:  Zwillingsaxe  die 
Klinodiagonale,  Zusammensetzungsfläche  die  Fläche  OP.  Werden  die 
beiden  Flächenpaare  T  und  /  des  Prismas  ooP  (s.  oben  S.  502)  als 
absolut  gleich  angenommen,  so  sind  die  nach  beiden  Gesetzen  her- 
geleiteten Zwillinge  völlig  identisch;  dies  ist  aber  nicht  mehr  der 
Fall,  wenn  die  Flächenpaare  T  und  /  unterschieden  werden  müssen. 
An  den  nach  dem  ersten  Gesetze  gebildeten  Zwillingen  sind  nämlich 
die  in  den  aus-  oder  einspringenden  Kanten  zusammenstossenden 
Flächen  entweder  beide  T  oder  beide  /,  während  an  den  nach  dem 
zweiten  Gesetze  gebildeten  in  jeder  dieser  Kanten  je  ein  T  und  ein  / 
zusammenstossen. 

In  eben  diese  zuletzt  angegebene  Stellung  lassen  sich  auch  zwei 
Krystalle  mittelst  einer  Wiederholung  des  zweiten  (Bavenoer)  Zwil- 
lingsgesetzes bringen.  Es  seien  drei  Adularkrystalle  in  paralleler  Lage 
ihrer  Axen  neben  einander  gestellt.  Nennen  wir  die  oben  rechts 
beim  mittelsten  (zweiten)  Krystall  liegende  Fläche  von  2^oo  n,  und 
die  oben  links  liegende  'n,  lassen  den  mittleren  (zweiten)  Krystall 
unverändert  in  seiner  Stellung,  drehen  aber  den  links  liegenden 
(ersten)  Krystall  um  die  Normale  von  n,  und  den  rechts  liegenden 
(dritten)  Krystall  um  die  Normale  der  Fläche  n',  so  stehen  nach 
diesen  Drehungen  die  beiden  Seitenkrystalle  (der  erste  und  dritte)  zu 
dem  mittleren  (zweiten)  in  einer  dem  Bavenoer  Gesetze  entsprechen- 
den Zwillingsstellung,  während  sie  gegenseitig  (also  der  erste  gegen 
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den  dritten)  sich  genau  in  der  Zwillingsstellung  befinden,  welche  Dach 
dem  Gesetze :  Zwillingsaxe  die  Klinodiagonale ,  ZusanimensetzuDg>r 
fläche  die  Fläche  0  P,  oder  wenn  wir  den  Unterschied  zwischen  deo 
Fldchenpaaren  T  und  /  nicht  berücksichtigen,  nach  dem  Gesetze; 
Zwillingsaxe  die  Normale  auf  0  P,  Zusammensetzungsfläche  die  Fläcbe 
OP,  erhallen  wird. 

Leider  ist  an  unverletzten  Krystallen  der  Unterschied  zwischa 
T  und  /  so  wenig  nachzuweisen,  dass  sich  nicht  entscheiden  lässt, 
ob  wir  bei  den  nachfolgend  beschriebenen  Zwillingen  die  erste  Bil- 
dungsweise (Zwillingsaxe  die  Normale  von  OP)  oder  die  zweite 
(Zwillingsaxe  die  Klinodiagonale)  anzunehmen  haben. 

Alle  im  Nachstehenden  behandelten  Zwillinge  dieser  Art  siod 
nicht  reine  Zwillinge,  sondern  in  mehr  oder  weniger  grosser  Äu^ 
dehnung  auch  Drillinge  oder  Vierlinge  nach  dem  Bavenoer  Gesetze. 
Wäre  dies  allgemein  der  Fall,  so  könnte  man,  wenn  die  oben  er- 
wähnte zweite  Bildungsweise  dieser  Zwillinge  (Zwillingsaxe  die  Klino- 
diagonale) als  die  einzige  thatsächlich  vorhandene  nachgewiesen  wäre, 
das  dritte  Zwillingsgesetz  ganz  beseitigen  und  die  betreffenden  Zwil- 
linge als  durch  wiederholte  Anwendung  des  Bavenoer  Gesetzes  er- 
zeugte Drillings-  und  Vierlingsgestalten  betrachten. 

Diese   letztere   Weise   der   Auffassung   werde  ich    bei  den  vor- 
liegenden Krystallen,  die,  wie  schon  hervorgehoben,  mehr  oder  weni- 
ger Drillinge  oder  Vierlinge  sind,  zur  leichteren  Bezeichnung  der  ein- 
zelnen  Krystalle   benutzen.      Denken   wir    uns   nämlich    zu  den  drei 
vorhin  behandelten  Krystallen   noch  einen    vierten  hinzugefügt,  wel- 
cher zu  dem  ersten  und  dritten  in  einer  Zvvillingsstellung  nach  dem 
Bavenoer  Gesetze  steht,   so  nimmt   dieser  vierte  Krystall  gegen  den 
zweiten    eine   Zwillingsstellung    nach    dem   dritten   Gesetze   ein.    leb 
werde   nun   in   den   Zeichnungen  die  für  die  verschiedenen  Flächen 
eingeführten    Buchstaben   mit   den  Zahlen   I,    2,    3  und  4    versehen, 
um  dadurch  anzudeuten,  welchem  Individuum  die  betreffende  Fläche 
angehört,    und   der  leichteren  Uebersicht  wegen   zum  Theil  die  An- 
gaben über  die  Grösse  der  gemessenen  elektrischen  Spannungen  fort- 
lassen,  so  dass   die    positiven    und    negativen  Zonen    nur   durch  die 
Farben  angedeutet  werden.     Die  Zahlen  1,  2,  3,  4  sind  so  gewählt, 
davss  der  Krystall  1   in   seiner  Lage  verbleibend    gedacht    wird,  und 
auf  die  Vorderseite  desselben  beziehen  sich  die  Bezeichnungen  rechli 
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md  links.  Wird  der  Krystall  1  nun  so  auf  den  Tisch  gelegt,  dass 
eine  Flächen  OP  und  oofoo  vertical  stehen,  so  liegen  sänimtliche 
lachen  OP  der  Ubrfgen  Krystalle  ebenfalls  vertical,  und  zwar  sei 
ler  Krystall  2  der  rechts,  der  Krystall  4  der  links  gelegene,  während 
ich  zwischen   2   und    4   der  Krystall  3  befindet,   wie   es   folgendes 

k;hema  4^2  zeigt.  Je  zwei  anliegende  stehen  also  nach  dem  zwei- 
en (Bavenoer)  Gesetze,  je  zwei  gegenüberliegende  nach  dem  dritten 
resetze  in  Zwillingsstellung.  Da  zwei  der  untersuchten  Krystalle  nur 
on  der  Rückseite  abgebildet  sind,  so  vertauschen  in  den  belreffen- 
len  Zeichnungen  die  Ziffern  2  und  4  ihre  Stellung. 

Krystall  Nr.  15.     Taf.  III.  Fig.   15. 

Der  Krystall  Nr  15,  welcher  der  Freiberger  Sammlung  gehört, 
st  Fig.  15  Taf.  III  nur  in  der  Ansicht  von  der  hinteren  Seite  in 
lalber  Grösse  abgebildet  worden. 

Der  Hauptkrystall ,  welcher  die  bei  weitem  grösste  Masse  des 
jesammtkrystalles  bildet,  besteht  aus  4  einander  parallel  liegenden 
Watten,  (ptp^  f,  xA  und  einer  vierten,  die  jedoch  bei  der  gewählten 
ansieht,  weil  sie  hinter  xA  Hegt,  nicht  sichtbar  wird.  Auf  der  Fläche 
fif  findet  sich  bei  e^j  und  ebenso  auf  der  Fläche  xA  bei  juv  ein  sehr 
Stampfer  ausspringender  Winkel  von  nahe  1 73  ^  während  bei  yd\  wo 
äie  Fläche  f  in  die  Fläche  A  verläuft,  ein  scheinbar  ebenso  stumpfer 
einspringender  Winkel  auftritt.  Es  gehören  die  Stücke  A  und  \p  also 
nicht  den  Flächen  Poo,  mit  denen  sie  nahe  zusammenfallen,  an,  scmdern 
sind  die  Flächen   einer  stumpfen   orthodiagonalen  Pyramide  P4   {w). 

Die  zweitgrösste  Masse  gehört  dem  Individuum  3  an ;  ein  etwas 
tdeiaeres  Volumen  besitzt  das  Individuum  4,  während  das  Individuum 
2  nur  in  sehr  geringer  Ausdehnung  auftritt. 

Auf  der  unteren  Seite  ist  der  Krvstall  verbrochen. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  graulich  und  durchscheinend. 

Seine  elektrische  Erregung  ist  sehr  stark,  und  zeigt  keine  be- 
)nderen  Abweichungen.  Die  auf  der  rechten  Seite  der  Zeichnung 
3r vortretenden  Flächen  X4  sind  stark  positiv ;  sie  müssen  mit  Kupfer- 
ilicht  bedeckt  werden,  wenn  man  auf  den  rechts  neben  ihnen 
genclen  Flächen  /|  und  ^3  die  negative  Spannung  wahrnehmen  will. 
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Kry stall  Nr.   16.     Taf.  III.  Fig.   16. 

Der  vom  St.  Gotthardt  stammende,  der  hiesigen  mineralogischen 
Sammlung  gehörige  Krystall  ist  in  seiner  Masse  graulich  gefärbt  und 
nur  durchscheinend.  Die  einzelnen  Individuen  sind  eine  CombinatioD 
von  OP,  Poo,  ooP  und  zum  Theil  auch  oo¥3.  Fig.  16  stellt  eine 
Ansicht  der  hinteren  Seite  dar,  in  welcher  die  einzelnen  IndiTidueo 
leicht  durch  die  eingeschriebenen  Zeichen  zu  erkennen  sind. 

Die  auf  den  verschiedenen  Flächen  hervortretende  Elektricität  \ä 
stark  und  von  normaler  Vertheilung.  Ueberall,  wo  in  der  ZeichnuDg 
Fig.  16  zwischen  den  Flächen  des  verticalen  Prismas  ooP  ■/;  sich 
die  Flächen  des  positiven  Hemidomas  Poo  {x)  zeigen,  erscheint  aof 
ihnen  die  positive  Polarität. 

Krystall  Nr.  17.     Taf.  111.  Fig.  17. 

Der  Krystall  Nr.  \  7  gehört  der  Freiberger  Sammlung;  er  ist  auf 
seiner  Oberfläche,  besonders  aber  auf  den  Flächen  oo-Poo  und  ooW 
mit  feinem  Chlorit  Überzogen.  Die  einzelnen  Individuen  sind  Coid- 
binationen    on  OP,  ßoo,  ooP,  oo93,  und  zum  Theil  auch  noch  von 

ooPoo    (fe). 

Fig.  17a  stellt  die  Ansicht  von  oben,  b  von  unten,  c  von  vorn, 
d  von  hinten  und  e  von  rechts  dar ;  Fig.  il  f  bildet  die  Flächen 
oo^oo  auf  der  linken  Seite  ab.  Wie  aus  den  Ansichten  d  und« 
hervorgeht,  ist  die  Bildung  in  der  einen  Hälfte  der  hinteren  Seile 
gehemmt  gewesen,  infolge  dessen  die  Fläche  p2  durch  eine  grosse 
Fläche  X'i  in  zwei  Stücke  getrennt  wird. 

Die  obere  und  untere  Fläche  [a  und  b)  sind  positiv,  die  Flächei 
ooP  auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  negativ.     Nur  wo  auf  dw 
linken  Seite  die  Flächen  p-i  und  ^2  auftreten,  erscheint  wieder  posi- 
tive Spannung.     Die  Flächen  cx)l?cx)  und  c»^3  auf  der  linken  Seite  | 
sind  negativ ;    auf  der  rechten  Seite  zeigt  die  Fläche  00-Poo  nur  im 
unteren  Thoile  (in^^  negative  Spannung,  während  der  obere  (nii)  positiv  ist. 

2.    Vierlingskrystalle. 

Die  nach  der  Richtung  der  Klinodiagonale  verlängerten  Vierlings- 
krystalle mit  rerhlwinkligeni Querschnitte  sind  gewöhnlich  sehr  mannicb- 
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fach  Kusammengesetzt.  Aus  der  Beschaffenheit  und  Lage  der  Streifen 
auf  der  Oberfläche  iässt  sich  meistens  leicht  erkennen,  welchem  In- 
dividuum die  oberflächliche  Schicht  angehört,  während  die  Bestim- 
nmng  der  Dicke  einer  solchen  Schicht  oft  sehr  schwierig  oder  ohne 
Zerschlagen  des  Krystalles  gar  nicht  möglich  ist.  Es  würde  in  sehr 
vielen  Fällen  nicht  ausführbar  sein,  durch  eine  für  das  Eintragen 
der  beobachteten  elektrischen  Spannungen  geeignete  Zeichnung  ein 
klares  Bild  der  Zusammensetzung  zu  geben;  ich  begnüge  mich  daher 
mit  der  Mittheilung  der  Beobachtungen  auf  einem  einzigen  dieser 
Krystalle,   der  in  seiner  Zusammensetzung  noch  ziemlich  einfach  ist. 

Krystall  Nr.  18.     Taf.  111.  Fig.  18. 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall 
stammt  vom  St.  Gotthardt,  und  seine  nur  durchscheinende  Masse  ist 
an  der  Oberfläche  graulich  gefUrbt.  Fig.  18  a  giebt  in  halber  Grösse 
eine  Abbildung  der  vier  mit  der  Klinodiagonale  parallelen  Flächen 
so  wie  der  am  oberen  ausgebildeten  Ende  liegenden  Flächen.  Fig.  18  6 
stellt  eine  Projection  des  unteren  sehr  unregelmässig  verbrochenen 
Endes  auf  eine  senkrecht  gegen  die  Klinodiagonale  gelegte  Ebene  dar. 

Die  mit  1  bezeichnete  Fläche  ist  die  Fläche  p  (also  OP  des 
ersten  Individuums),  doch  liegt  auf  der  rechten  Seite  bei  aß  ein 
kleines  von  den  Flächen  oo^oo  der  Individuen  2  und  4  gebildetes 
Zwillingsstuck.  Die  Fläche  2  ist  die  Fläche  OP  des  zweiten  Indivi- 
duums, nur  liegt  oben  links  bei  yd  ein  Stück  der  rechten  Fläche 
oo^oo  des  Individuums  1.  Der  untere  Theil  a  der  Fläche  3  ist  ver- 
brochen, dagegen  wird  der  oberhalb  e  liegende  Theil  gebildet  von  den 
Flächen  oo^oo  der  Individuen  2  und  4;  nur  am  rechten  Rande  bei 
fjC  erscheint  ein  schmaler  Streifen  der  Fläche  0  P  des  dritten  Indivi- 
duums. Die  Fläche  4  wird  durch  die  Flächen  oo^oo  der  beiden 
Individuen  1   und  3  gebildet. 

Die  Flächen  1  und  2  sind  positiv;  nur  ist  unten  auf  2,  wo 
eine  Verletzung  vorhanden,  der  linke  Rand  negativ;  die  Flächen 
3  und  4,  und  ebenso  die  Flächen  am  oberen  Ende,  so  wie  die  Bruch- 
iläche  am  unteren  Ende  zeigen,  negative  Elektricität. 
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B.     Orthoklas  von  Elba  (Pegmatolith  Breitk.). 

Die  railchweissen ,  kaum  durchscheinenden  Orthoklaskryslalle 
finden  sich  auf  Elba  im  Granit,  und  sind  hduflg  mit  Quarz  durch- 
wachsen, dessen  Krystalle  besonders  aus  den  Flächen  oo9oo  und 
auch  ooP  hervorragen,  während  an  den  mir  vorliegenden  Exemplaren 
die  Flächen  OP  und  ^oo  frei  davon  sind.  Oefter  finden  sich  auch 
Turmalinnadeln  in  ihnen.  Meistens  bilden  sie  Zwillinge  nach  dem 
sogenannten  Carisbader  Gesetze;  es  ist  dabei  merkwürdig,  dass 
Zwillinge  dieser  Art  vorkommen,  bei  denen  die  neben  einander  liegen- 
den Flächen  OP  und  Poo  fast  genau  in  eine  Ebene  fallen,  obwohl 
die  Winkel  beider  gegen  die  Hauptaxe  um  1^50'  von  einander  ab- 
weichen.*) 

An  allen  im  Nachstehenden  beschriebenen  Krystallen  war  keine 
Spur  von  eingewachsenen  Turmalinen  zu  erkennen;  alle  Individuen, 
welche  im  starken  Lichte  im  Innern  dunkle,  auf  möglicherweise  ein- 
gewachsene Turmaline  hinweisende  Stellen  zeigten,  sind  ausgeschlossen 
worden. 

Krystall  Nr.   19.     Taf.  111.  Nr.   19. 

Das  Netz  des  dem  hiesigen  Museum  gehörigen  Krystalles  Nr.  19 
stellt  Fig.  19  Taf.  III  dar;  der  Krystall  ist  ein  Zwilling,  bei  welchem 
die  beiden  Individuen  sich  mit  ihren  rechten  (s.  S.  516)  Seiten  an- 
einander gelegt  haben.  Oben,  vorn,  rechts  und  links  trägt  er  Krj'slall- 
llächen ;  jedoch  ist  der  untere  (Fig.  1 9  nicht  mit  Farbe  überzogene 
Theil  der  links  liegenden  Fläche  oo^oo  (iw)  von  aufgewachsenen 
Massen  bedeckt.     Unten  findet  sich  auf  der  rechten  Häirie  «  ein  rail 


*)  Es  liegen  mir  zwei  Zwillinge  dieser  Art  vor,  der  spUler  unt  Nr.  f3  ab- 
gebildete und  ein  in  dieser  Abhandlung  nicht  beschriebener ;  bei  dem  erstereo 
haben  sich  die  beiden  Individuen  mit  ihren  linken  und  bei  dem  anderen  mit  ihren 
rechten  Seiten  anchinnder  gelegt.  Bei  beiden  ist.  das  obere  Ende  vollständig  aus- 
gebildet;  jedoch  fallen  bei  beiden  die  Flüchen  OP  und  Poo  nur  in  der  einen 
llälfle  sehr  nahe  in  eine  Ebene,  wUlirend  sie  auf  der  anderen,  wie  es  scheint, 
die  normale  Lage  gegeneinander  haben.  Leider  waren  die  Flachen  der  letzteren 
Seite  entweder  so  matt  oder  so  streilig,  dass  eine  genaue  Messung  ihrer  Lage  un- 
möglich war. 
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OP  paralleler  Durchgang,  während  die  linke  Hälfte  ß  unregelmässig 
verbrochen  ist.     Die  hintere  Seite  h  ist  ebenfalls  verbrochen. 

Die  Individuen  sind  eine  Combination  von  OP,  Poo,  ooP  und 
cx>^oo;  ausserdem  findet  sich  am  rechten  Rande  der  Fläche  x  des 
in  der  Zeichnung  links  liegenden  Individuums  (neben  dem  p  des 
anderen)  noch  die  Fläche  einer  sehr  stumpfen  orthodiagonalen  Pyra- 
mide; diese  Fläche  bildet  mit  der  Fläche  x  einen  Winkel  von  un- 
get\ihr  179«  30'.*) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen)  Krjstalle  stinmit  im  Wesent- 
lichen mit  der  auf  den  Adularen  beobachteten  übercin. 

Krystall  Nr.  20.     Taf.  III.  Fig.  20. 

Der  Fig.  20  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  Nr.  20  gehört 
der  Sammlung  des  Ingenieur-Instituts  in  Turin.     Er  ist  ein  einfacher 
und  stellt  eine  Combination  von  0  P,  ^Pc»,  2Poo,  cx)P,  oo^oo  und 
P  dar.      Sowohl   am   oberen    wie  am    unteren   Ende    trägt    er    eine 
Krystallfläche  OP.      Die   linke   Fläche   c»^oo  ist  ziemlich   gut  ausge- 
bildet,   während   die   rechte   durch   das  Anlegen    fremder  Massen   in 
ihrem  Wachsthum  gehindert  worden.     Auf  der  Hinterseite  bildet  eine 
ziemlich  ebene  Bruchfläche  h  die  Begrenzung.     Ungefähr  parallel  mit 
der  Hauptaxe   und    der  hinteren  Bruchfläche  geht  (4  der  Dicke  von 
der  Bruchfläche  abstehend)   durch   den    ganzen   Krystall  ein    in   dem 
Netze  durch   die   punktirte  Linie  ußy^  angedeuteter  Sprung,    in   wel- 
chem die  beiden  durch  ihn  getrennten  Stücke  wie  zusammengekittet 
erscheinen.      Vorn    und    unten   ist    die    unter    der   Fläche   2 Poo    {y) 
liegende  Schicht   in   etwa   I  "*"*    Dicke   durchsichtiger   als   die   übrige 
Masse. 

Die  untere  Fläche  OP  (/>),  der  vor  dem  Sprunge  liegende  Theil 
fler  oberen  Fläche  OP,  und  ebenso  die  linke  ausgebildete  Fläche 
ooi^oo  sind  positiv,  dagegen  zeigen  der  hintere  Theil  der  oberen 
Fläche  OP,  die  hintere  Bruchfläche  6  und  die  rechte  sehr  mangelhaft 
gebildete  Fläche  00^00  negative  Polarität.     Die  vorn  rechts  liegende 


')  Bei  dem  in  der  Anmerkung  der  vorhergelionden  Seile  erwähnten,  in  dieser 
Abhandlung  nicht  abgebildeten  Zwilhngskryslalle  lindel  sich  eine  ähnhche  Fliiche  ; 
der  von  ihr  mit  der  Fläche  Poo  (\j  tjehildete  Winkel  scheint  noch  etwas  stumpfer 
zu   sein,   als  bei  dem  obigen   Krystalle,   ungefähr   179"  40'. 
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Fläche  (x:)P(2)  ist  nur  in  ihrem  grösslen,  und  die  links  liegende  (1) 
nur  in  einem  sehr  kleinen  Theile  negativ;  mit  diesen  negativen  Zooeo 
ia  den  unteren  Theilen  der  Flächen  1  und  2  hängt  endlich  nocli 
eine  negative  Zone  auf  der  vorderen  Fläche  des  unteren  Endes,  nün»- 
lich  auf  der  daselbst  befindlichen  Fläche  Poo  zusammen,  ünlen 
rechts  auf  der  Fläche  2  ist  ein  anderer  kleiner  Feld^pathkrystall 
eingewachsen;  welchen  störenden  Einfluss  derselbe  auf  die  elek- 
trische Vertheilung  am  grossen  Krystalle  ausübt,  lässt  sich  nicht  er- 
mitteln. 

Krystall  Nr.  21.     Taf.  111.  Fig.  21. 

Der  gleichfalls  der  Sammlung  des  Ingenieur-Instituts  in  Turin 
gehöi*ige  und  Fig.  21  in  seinem  Netze  dai*gestellte  einfache  Kristall 
Nr.  21  ist  auf  der  vorderen  Seite  b  verbrochen  und  auf  der  linken 
(nicht  abgebildeten)  Seite  mit  einem  anderen  Krystalle  verwachsen. 
Unten  bildet  zum  Theil  ein  mit  OP  paralleler  Durchgang  [p]  die  Be- 
grenzung, während  der  Übrige  Theil  durch  fremde  Feldspath-  und 
Quarzmassen  bedeckt  wird.  Auf  der  oberen  Seite  finden  sich  die 
Flächen  OP,  Poo,  |Poo  (letztere  parallel  dem  klinodiagonalen  Haupl- 
schnitte  gestreift),  29oo  und  P.  Auf  der  rechten  und  hinteren  Seile 
liegen  die  Flächen  ooPoo  (mit  eingewachsenem  Quarzkrystall  bei  «i, 
ooP3  und  ooP.  Auch  bei  diesem  Krystall  erscheint  die  hintere  unter 
der  Fläche  2Poo  (j/)  liegende  Schicht  in  1  bis  2""  Dicke  durchsich- 
tiger als  die  übrige  Masse. 

Die  vordere  Bruchfläche,  sowie  die  auf  der  untei^en  Seite  liegende 
Bruch-  und  Durchgangsfläche  sind  negativ,  alle  übrigen  Theile  der 
Oberfläche  positiv,  jedoch  mit  Ausnahme  eines  Theiles  der  hinteren 
rechten  Fläche  ooP,  von  welcher  das  obere  neben  oo*3  gelegene 
Stück  wieder  negativ  erscheint.  Ebenso,  wie  hoi  dem  vorhergehen- 
den Krystalle  ist  also  die  negative  Polarität  fast  ausschliesshch  auf 
die  angewachsenen  Stellen  beschränkt. 

Krystall  Nr.  22.     Taf.  IV.  Fig.  22. 

Der  ebenfalls  aus  der  Sammlung  des  Itigenieur-lnstituts  in  Turin 
entliehene  Krystall  Nr.  22  ist  ein  Zwilling,  dessen  beide  Theile  sich 
mit  ihren  linken  Seiten  nach  dem  Carlsbader  Gesetze  zusammengelegt 
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haben;  jedoch  ist  das  rechts  lie^emt^  Individuum  aß  zum  grössten 
Thoile  verbrochen.  Das  obere  Ende  des  links  (in  seinem  Netze)  gezeich- 
neten Individuums  trägt  die'  Flachen  OP,  Poo  und  \^oo  (parallel 
mit  dem  klinodiagonalen  Hauptschnitte  gestreift).  Auf  der  vorderen 
und  hinteren  Seite  sind  die  beiden  Flächen  ooP  an  eben  diesem 
Individuum  etwas  mangelhaft  ausgebildet;  an  dem  rechts  daneben 
liegenden  Reste  des  anderen  Individuums  findet  sich  auf  der  vorderen 
Kante  noch  eine  schmale  Fläche  ooSoo.  Die  linke  Seite  zeigt  eine 
gut  ausgebildete  Fläche  oofoo  (m),  jedoch  liegt  unten  und  hinten  ein 
anderer  Feldspathkrystall,  der  sich  auch  quer  über  die  hintere  Seite 
hinerstreckt.  Die  gänzlich  verbrochene  rechte  und  untere  Seite  habe 
ich  nicht  abgebildet. 

Die  oberste  Schicht  auf  der  Fläche  OP  (am  oberen  Ende)  ist 
bis  auf  1,5"^  Dicke  viel  durchsichtiger  als  die  übrige  Masse;  und 
eine  (;ben  solche  durchsichtigere  Stelle  findet  sich  oben  hinten,  wo 
die  Fläche  2*oo  auf  dem  linken  Krystalle  auftreten  würde. 

Die  Flächen  OP  und  ¥00  am  oberen  Ende  sind  positiv,  und 
zwar  OP  so  stark,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz 
aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskopes  getrieben  wird.  Diese  posi- 
tive Spannung  zieht  sich  auch  noch  etwas  auf  die  prismatischen 
Seitenflächen  ooP  an  den  klinodiagonalen  Kanten  hinab.  Alle  übrigen 
Theile  der  Oberfläche  sind  negativ  (auch  das  nicht  gezeichnete  untere 
Ende  und  die  ebenfalls  nicht  abgebildete  rechte  Seite). 

Bei  den  beiden  vorhergehenden  Krystallen  erschien  in  der  Nähe 
der  durchsichtigeren  Schicht  (unter  2Poo  liegend)  eine  verhältniss- 
mässig  starke  positive  Spannung;  an  dem  vorliegenden  Kry stall  er- 
reicht die  positive  Spannung  auf  der  durchsichtigeren  Schicht  der 
Fläche  OP  eine  sehr  grosse  Intensität.  Man  darf  wohl  vermuthen, 
dass  beide  Umstände,  die  Bildung  einer  durchsichtigeren  Masse  und 
die  auf  ihr  erregte  stärkere  elektrische  Spannung  im  Zusammenhange 
stehen. 

Der  Krystall  Nr.  22  zeigt  eine  ähnliche  Elektricitätsvertheüung, 
wie  der  Turmalin.  Diese  Vertheilung  weist  aber  durchaus  nicht 
auf  eine  hemimorphe  Bildung,  wie  sie  der  Turmalin,  das  Kieselzink- 
erz u.  s.   w.    besitzen,    hin;    auch  beim    Kalkspath*)   habe    ich    eine 
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ganz    ähnliche    Vertheilung    (nur    in    unigokc^hrten    Polaritäten)   ab- 
gebildet. 

Krystall  Nr.  23.     Taf.  IV.  Fig.  23. 

Der  Fig.  23  nur  in  halber  Grösse  abgebildete  Krystall  gehört 
dem  hiesigen  mineralogischen  Museum,  und  ist  ein  Zwilling,  dessen 
beide  Individuen  mit  ihren  linken  Seiten  verwachsen  sind.  Die»  ein- 
zelnen Krystalle  sind  eine  Combination  von  OP,  Poo,  2Poo,  ooP. 
oo^3,  c»^c»  und  P.  -  An  dem  unteren  Ende  ist  er  xiemlich  el):^n 
verbrochen.  Aus  den  Seitenflächen  ragen  mehrere  kleine  Quarz- 
krvstalle  heraus. 

Der  Zwilling  zeigt  die  bereits  oben  S.  524  erwähnte  Eigen- 
thumlichkeit,  dass  auf  der  vorderen  Seite  die  Fläche  OP  des  links 
liegenden  mit  der  Fläche  Pc»  des  rechtsgezeichneten  Individuums 
fast  genau  in  eine  Ebene  fällt.  Auf  der  hinteren  Seite  findet  dies 
nicht  statt;  die  beiden  daselbst  in  verschiedenen  Höhen  liegenden 
Flächen  OP  und  Poo  scheinen  vielmehr  die  normale  Lage  gegen- 
einander zu  haben.*) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  schönen  Krystalle  ist  eine 
sehr  eigenthilmliche,  man  könnte  fast  sagen,  eine  der  zuvor  beschrie- 
benen entgegengesetzte.  Die  vorderen  Theile  der  Flächen  OP  (links' 
und  Poo  (rechts)  sind  positiv,  und  diese  positive  Spannung  zieht 
sich  vorn  auch  über  die  Flächen  ooP  herab,  woselbst  sie  sogar  eine 
nicht  unbeträchtliche  Stärke  annimmt.  Von  den  beiden  hinteren 
Flächen  ooP  des  links  gezeichneten  Individuums  ist  nur  die  eine  (3)  posi- 
tiv, die  andere  (4)  aber  negativ.  Die  positive  Elekfricitllt  breitet  sich 
von  den  vorderen  Flächen  ooP  auch  noch  über  die  benachbarten 
Theile  der  linken  Fläche  oot^oo  aus.  Am  hinl4?ren  Ende  der  Fläche 
Poo  des  hnken  Individuums  findet  sich  ebenfalls  eine  schwache  posi- 
tive Zone  von  geringer  Ausdehnung.  Dagegen  erscheint  der  ganze 
übrige  Rest  der  Flächen  0  P  und  P  oo  am  oberen  Ende  und  der  linken 
Fläche  oo^oo,  sowie  die  ganze  rechte  Fläche  ooPoo  negativ.  Die 
untere  Bruchfläche  ist  zum  grössten  Theile  negativ;  nur  hinten  finden 


^)  Die  iingeniein  zahlreichen,  durch  die  feine  mit  der  Orthodiagonale  parallel 
gehende  Streifung  der  Flächen  erzeugten  Beugung«ihilder  machten  eine  i^enaue 
Messung  absolut  unmöglich. 
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h   sowohl    nach   dem    rechten,    als    auch    dem    linken   Rande    hin 
;ilive  Zonen. 

Die  aus  den  Seilenflächen  hervorragenden  Quarzkrystalle  stören 
x'h  eigene  elektrische  Erregung  die  Vertheilung  auf  dem  Ortho- 
skrystalle  nicht  merklich. 


C.     Orthoklas  von  Hirschberg  in  Schlesien. 

Krystall  Nr.  24.     Taf.  IV.  Fig.  24. 

Die  Masse  dieses  Krystalles  ist  undurchsichtig  und  schwach  gelb- 
lunlich.  Auf  der  Vorderseite  bildet  eine  sehr  unregelmässig  ver- 
fende,  mit  kleinen  Quarzkrystallen  reichlich  versehene  Bruch- 
?he  b  die  Begrenzung.  Auf  der  Rückseite  finden  sich  zwei  Flächen 
P  (fe  und  ^4)  und  auf  der  linken  Seite  ein  mit  00^00  paralleler 
rchgang  m.*)  Am  oberen  Ende  liegt  vorn  eine  mit  OP  parallele 
rchgangsfläehe  p  und  hinten  eine  Fläche  9  00  (x),  aus  deren  Vor- 
ndensein  sich  ergiebt,  dass  jene  Durchgangsfläche  nahe  unter  der 
türlichen  Krystallfläche  gelegen  hat.  Am  unteren  Ende  wird  der 
ystall  nur  von  dem  mit  OP  parallelen  Durchgange  p  begrenzt. 

Auf  der  oberen  Durchgangsfläche  OP  (p),  auf  der  vorderen 
uchfläche  6,  sowie  auf  den  letzterer  anliegenden  Theilen  der  hin- 
ren  rechten  Fläche  {t^)  findet  sich  positive  Spannung,  dagegen 
igalive  auf  der  oberen  Fläche  Poo  (j?),  auf  den  übrigen  Theilen  der 
»che  /j,  auf  l^  auf  dem  mit  ool^oo  parallelen  Durchgange  (m)  und 
if  der  unteren  Durchgangsfläche  OP  {p). 

Krystall  Nr.  25.     Taf.  IV.  Fig.  25. 

Der  Krystall  Nr.  25  von  Lomnitz  bei  Hirschberg  gleicht  in  seiner 
asse  und  auch  in  seiner  Gestalt  dem  vorhergehenden.  Oben  wird 
von  einer  Fläche  OP  (p),  unten  von  einer  Krystallfläche  Poo  [x) 
id  einem  mit  OP  parallelen  Durchgange  [p]  begrenzt.  Vorn  liegen 
ö  Flächen  00 P  (mit  gespaltener  klinodiagonaler  Seitenkante),  rechts 
le  mit  ooPoo  parallele,  aber  nicht  sehr  ebene  Durchgangsfläche  m 


*)  Auf  der  rechten  Seile  bei  aß  läuft  der  Krystall  in  einen  scharfen  Rand  aus, 
welchem  eine  etwas  grossere  in  der  Abbildung  nicht  dargestellte  Quarzmasse 
gelagert  ist. 
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und  hinten  eine  massig  ebene  Bruchtläche  b.  Auf  der  linken  Seite 
stössl  diese  letztere  Fläche  mit  der  linken  Fläche  ooP  in  einer  uo- 
regelmdssig  verlaufenden  Kante  aß  zusammen. 

Der  Kry stall  ist  merkwürdig  durch  die  regelmässige  Verwachsunc: 
mit  Albjtkrystallen,  die  besonders  auf  den  beiden  vorderen  Prismeo- 
flächen  ooP  sehr  schön  hervortreten;  die  entsprechenden  Axen  beider 
Mineralien  liegen  möglichst  parallel.  *")  Er  gehört,  ebenso  wie  der 
vorhergehende,  der  hiesigen  mineralogischen  Sammlung. 

Der  gross te  Theil  der  oberen  Fläche  0  P,  sowie  die  Durchgangs- 
fläche 0  P  und  die  Fläche  ?oo  am  unteren  Ende,  und  die  vordere 
Hälfte  der  Durchgangsfläche  m  sind  positiv;  dagegen  besitzen  die 
vorderen  Prismenflächen  ooP,  die  hintere  Hälfte  der  Durchgangsfläche 
m  und  die  hintere  Bruchfläche  b  negative  Elektricität.  Die  elektrische 
Vertheilung  bei  diesem  Krystalle  stimmt  also  im  Allgemeinen  mit  der 
bei  den  Adularen  beobachteten  überein. 


')   In  die  Zeichnung  sind  sie  nicht  aufgenommen. 


IV.    Albit  und  PerikUn. 


Obwohl  die  Winkel  an  den  Krystallen  des  Albits  und  Periklins 
wenigstens  innerhalb  der  bei  den  Messungen  möglichen  Genauigkeit 
dieselbe  Grösse  zeigen,  und  auch  die  chemische  Zusammensetzung 
der  beiden  Mineralien  übereinzustimmen  scheint,  so  sind  dieselben 
doch  in  ihrem  Aussehen,  in  ihrer  Gesammtgestalt  und  namentlich  in 
der  Art  der  Zwillingsbildung  so  verschieden,  dass  ich  es  vorziehe, 
sie  im  Folgenden  getrennt  zu  behandeln. 


A.     Alb  iL 

Die  Krystalle  des  Albits  gehören  zum  triklinoedrischen  Systeme ; 
es  sind  also  alle  drei  Axenwinkel  schiefe. 

Fig.  d  Taf.  IV  stellt  eine  ziemlich  einfache  Combination  vor; 
t  und  /  sind  die  beiden  vorderen  Flächen  des  Prismas  ooP,  welche 
jetzt  mit  der  schiefen,  in  der  Zeichnung  sich  vorn  nach  rechts  neigenden 
Endfläche  OP  [p)  nicht  mehr  gleiche  Winkel  bilden,  und  also  krystallo- 
graphisch  verschieden  sind.  Unterscheiden  wir  die  beiden  Diagonalen 
der  Basis  als  Brachy-  und  Makrodiagonale  und  richten  die  Brachy- 
diagonale  von  vorn  nach  hinten,  so  bezeichnet  m  die  nach  der  oben 
S.  516  erläuterten  Bestimmung  linke  Fläche  des  mit  dem  brachy- 
diagonalen  Hauptschnitte  parallelen  Flächenpaares  ooPoo.  x  bezeich- 
net die  eine  Fläche  von  Poo  und  o  eine  Fläche  der  Grundpyramide  P. 

Der  Winkel  zwischen  den  vorderen  beiden  Flächen  l  und  /  des 
Prismas  ooP  misst  120®  47';  der  Winkel  zwischen  OP  [p]  und  Poo 
{x)   127«  43';    der   Winkel   zwischen   OP  {^)    und   i  110«   50'   und 
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zwischen  01^   (p)   und  /    III**   1^5';   der  Winkel  zwischen  der  Fförl»' 
0  P   (;))   und  der  in  d(»r  Zeichnung  mit   m  bezeichneten  Flüche  ocPoo 
1)3"  26'   und  zwischen    der  Kliiche  01^  [p]   und  der  anderen  FWe 
ooPoo  86"  24'. 

Kinfache  Alhilkryslalle  i4;ehOren  zu  den  Seltenheiten;  luv'isWh 
erscheint  der  Alhit  in  Zwillingen  und  noch  niehrrach  zusamimMi- 
gesetzten  Krystallen. 

Ich  habe  vier  theils  durch  Abbrechen  frei  gemachte,  theils  noch 
mehr  oder  weniger  am  Gesteine  ansitzende  Albitkrystalle  unlei-siiclil. 
Die  an  den  einzelnen  lndi\iduen  aidtretenden  Gestallen  sind:  OP, 
ooP  (mit  beiden  Flachenpaaren  /  und  /;,  ooP3  (z)  und  ooPoo.  An 
einem  Individuum  findet  sich  auch  noch  eine  schmale  Flache,  welche 
die  Kante  von  /  und  ooP3  abstumpft. 

Es  treten  nun  Fig.  f-  Taf.  IV)  zwei  Individuen  zu  einem  Z\^il- 
linge  in  der  Weise  zusammen,  dass  als  Zwillingsebene  das  mit  Am 
brachydiagonalen  Hauptschnitte  parallele  Flachenpaar  ooPoo,  und  als 
Umdrehungsave  die  iSormale  auf  demselben  erscheint.  In  Fig.  t  siod 
die  Flachen  des  zweiten  um  180"  gedrehten  Individuums  durch  Stricht! 
an  den  Buchstaben  von  denen  des  ersten  unterschieden.  Da  die 
Flache  OP  (p,  nach  rechts  geneigt  ist,  so  (»ntsteht  oben  zwisclico 
p  und  p'  eine  (»inspringcMidc  und  unten  (»ine  ausspringendo  Kanlr 
von  172"  18',  und  (ebenso  zwiscIuMi  dcMi  Flachen  x  und  /  oku 
eine?  einspringcMide  und  untcMi  (»im»  aussj)ring(Mide  Kante  von  I7i"ii 

Zw(M  solcher  Zwillinge  Fig.  ^  Taf.  IV;  legen  sich  mm  Wickler 
nach  d(»m  sog(»nannten  ('.arlsbad(M*  Gesetze  der  Orthoklaszwiiliniic  zu- 
samm(»n,  für  w(»lclu»  also  hi(»r  der  brachydiagonale  Hauptschnill  die 
Zwillingsebem»  und  die  Hauplaxe  die  Ümdrehungsaxe  darst(»llL  E> 
(»ntslehl  dadurch  ob(»n  zwischen  p  und  x  eine  auss[)ringen(l(^  und 
unt(»n  zwischen  x  und  p  eine  (»inspringende  Kante  von    172"  iö . 

Der  Albit  ist,   wie  der  Orthoklas,  parallel   mit  der  Basis  OP  und 
nn't   dem   brachydiagonalen   Flauptschnitte  ooPoo  sehr    leicht  spaltbar; 
auss(»rdem  (^xistiren    noch,    aber  allerdings  nur  unvoIlkoniuuMie  Spall- 
bark(»il(»n    nach  der   Flache  /  und   nach    der  untenan   vorderen  linken 
Pyrami(l(»nllach(»   P     o  ,     An  den   Richtung(^n  der    mit  der  Basis  pai- 
all(»len    Sprünge    sind    di(»    zuvor    beschrieb  n(m  Dopp(*lzvvillinge  sehr 
U'whl  zu  crkenniMi. 
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Die  vier  von  mir  untersuchten  Krystalle  stammen  sämmtlich  aus 
iem  Schmirnthale  in  Tyrol  und  sind  farblos  und  ziemlich  durch- 
jcheinend. 

Obwohl  das  mir  vorliegende  Material  ziemlich  unvollkommen 
»var,  hat  sich  doch  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Albiten  sehr 
eicht  feststellen  lassen.  Die  an  den  Enden  der  Hauptaxe  gelegenen 
Flächen  OP  und  Poo  {p  und  x),  sowie  die  mit  dem  brachydiagonalen 
rtauptschnitte  ooPoo  parallelen  Flächen  (tw)  sind  positiv,  dagegen  die 
Flächen  des  verticalen  Prismas  c»P  (/  und  /)  negativ.  Die  elektrische 
Erreg;ung  dieser  Albitkrystalle  ist  ziemlich  stark. 

Krystall  Nr.   1.     Taf.  IV.  Fig.   1. 

Der  dem  Tübinger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  1  ist  em 
Doppelzwilling  und  gleicht  in  seiner  Bildung  dem  in  Fig.  f  darge- 
stellten ;  der  rechts  liegende  Zwilling  ist  in  der  Richtung  der  Makro- 
diagonale etwas  weniger  dick  als  der  links  liegende.  Der  Gesammt- 
krystall  zeigt  nur  seine  vordere  Hälfte  ausgebildet,  während  die  hin- 
tere Seite  verbrochen  ist.  Fig.  1.  Taf.  IV  stellt  das  Netz  desselben 
dar,  so  gut  es  sich  eben  ausfuhren  lässt,  jedoch  mit  Ausnahme  der 
Bruchtläche  auf  der  hinteren  Seite,  welche  in  Fig.  1  b  in  einer  Pro- 
jection  abgebildet  ist. 

Durch  die  beiden  in  ihm  vereinigten  Zwillingsbildung(  n  wird 
das  oben  angegebene  Gesetz  der  elektrischen  Vertheilung  in  keiner 
Weise  gestört.  Auffällig  ist,  dass  trotz  der  geringen  Ausdehnung  der 
negativen  Polarität  die  oberen  Theile  der  hinteren  Bruchfläche  posi- 
tive Spannung  zeigen;  indess  ersetzen  die  negativen  Zonen,  was 
ihnen  an  Ausdehnung  fehlt,  durch  die  Intensität  der  elektrischen 
Erregung. 

Krystall  Nr.  2,  3  und  4.     Taf.  IV.  Fig.  2,  3  und  i. 

Die  folgenden  drei  Krystalle  sind  dem  hiesigen  mineralogischen 
Museum  entliehen. 

Der  Krystall  Nr.  2  gleicht  dem  vorhergehenden,  ist  also  eben- 
alls  ein  Doppelzwilling;  auch  bei  ihm  ist  die  hintere  Seite  verbrochen. 
Ich    bilde    ihn  Fig.   2   nur  in  einer   seitlichen  Ansicht  ab.     Auf  dem 
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Absätze  a,  wo  an  dem  in  der  ZeichDung  hinten  liegenden  Zwillinge 
die  Flächen  p  nochmals  auftreten,  erscheint  wieder  positive  Spaonang. 

Der  Krystall  Nr.  3  besteht  aus  zwei  sich  kreuzenden  und  mm 
Theil  durcheinander  gewachsenen  Doppelzwillingen  a  und  6.  Fig.  3 
stellt  eine  seitliche  Ansicht  desselben  dar ;  in  derselben  sind  nur  die 
auf  dem  Doppelzwillinge  a  beobachteten  elektrischen  Polaritäten,  imd 
zwar  blos  durch  die  eingetragenen  Farben  sichtbar  gemacht. 

Die  beiden  in  Fig.  4  nm*  von  ihrer  vorderen  Seite  abgebiklelai 
Doppelzwillinge  sitzen  mit  ihrem  hinteren  Ende  noch  an  der  Gesteins- 
masse  fest.  Bei  ß  liegen  die  unteren  Flächen  p  und  x  des  linkes 
Doppelzwillings,  wesshalb  hier  die  positive  Elektricität  auftritt.  Weiler 
abwärts  bei  y  erscheinen  wieder  die  Flächen  /  und  /  eines  driltea 
Doppelzwillings,  welche  negative  Spannung  zeigen,  während  bei  r) 
nochmals  positive  Spannung  auf  den  daselbst  vorhandenen  Flächen 
X  und  p  beobachtet  wird. 

B,     Periklin. 

Die  Krystalle  des  PerikHns  stimmen,  wie  schon  oben  bemerkt, 
in  ihren  WinkeWerhältnissen  mit  den  im  Vorstehenden  beschriebeneo 
Albiten  überein,  unterscheiden  sich  aber  in  ihrer  Gesammtgestalt  sehr 
beträchtlich  von  ihnen.  Während  die  Albite  in  der  Richtung  der 
Makrodiagonair  zusammengedrückte,  tafelartige  Krystalle  bilden,  be- 
.  sitzen  gerade  umgekehrt  die  Periklinkrystalh*  gewöhnlich  in  der  Rich- 
tung der  Makrodiagonale  die  grösste  Dimension.  Dieser  Unterschied 
hängt  mit  der  Art  des  Ansetzens  und  Wachsthums  der  beiden  Mine- 
ralien zusammen;  während  nämlich  die  Albite  wohl  meistens  mit  dem 
einen  Ende  der  Brach y diagonale  oder  dem  unteren  Ende  angewachsen 
sind,  dient  bei  den  Pcriklinen  sehr  gewöhnlich  das  eine  Ende  dei' 
iMakrodiagonale  als  Ansatzpunkt.  Ausserdem  sind  auch  die  Zwillinge 
des  Albits  und  des  Periklins  auf  verschiedene  Weise  gebildet. 

Die  einfachen  Krystallformen,  welche  an  den  von  mir  unler- 
suchten  Periklinkrystallen  auftreten,  sind:  OP{jö),  oo P  (beide  Flächen- 
paare /  und  /),  c»Pc»  (w),  Poo  (o?),  ^Pc»,  f  Pc»  (?)  und  P(o).  Die 
Flächen  c»Pc»  (m)  erscheinen  gewöhnlich  durch  oscillatorische  C.oni- 
bination  mit  ooP2  vertical  gestreift;  die  Flächen  OP  {p)  sind  häutig 
mit  Chlorit  überzogen. 
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Fig.  tj  Taf.  IV  stellt  die  Ansicht  eines  solchen  einfachen  Periklin- 
krystalles  in  der  üblichen  krystallographischen  Protection  dar,  bei 
welcher  die  obere  vordere  Fläche  0  P  nach  links  geneigt  ist. 

Die  Masse  der  Periklinkrystalle  ist  weiss,  meistens  trübe  und 
nur  an  den  Kanten  durchscheinend. 

Der  Periklin  kommt  in  einfachen  Ki^stallen  und  in  Zwillingen 
vor,  und  zwar  finden  sich  unter  den  von  mir  untersuchten  nach 
zwei  verschiedenen  Gesetzen  gebildete  Zwillinge. 

Die  elektrische  Yertheilung  auf  den  Periklinkrystallen  stimmt  im 
Wesentlichen  mit  der  auf  den  Orthoklasen  und  Albiten  beobachteten 
überein.  Da  jedoch  die  Hauptaxe  bei  >den  Periklinen  nur  kurz  ist, 
also  auch  die  prismatischen  Seitenflächen  ooP  nur  eine  geringe  Aus- 
dehnung haben,  so  tritt  auf  ihnen  dieselbe  Anordnung  der  Elektrtci- 
täten  ein,  wie  wir  solche  oben  S.  514  bei  dem  Orthoklase  Nr.  8 
gefunden  haben.  Hiernach  ist  nun  die  elektrische  Yertheilung  auf 
der  Oberfläche  der  Periklinkrystalle  folgende:  Die  beiden  Flächen 
0  P  {p)  sind  positiv,  die  beiden  Flächen  P  oo  [x)  aber  negativ ;  ebenso 
zeigen  die  Flächen  ooP  (/  und  /)  negative  Spannung.  Die  Flächen 
coPoo  (m)  sind  bei  einigen  Krystallen  positiv,  bei  anderen  negativ, 
und  bei  noch  anderen  fast  unelektrisch. 

Durch  die  Zwillingsbildung  wird  auch  beim  Periklin  diese  elek- 
trische Yertheilung  nicht  geändert. 


a.   Einfaehe  Krystalle. 

Kry stall  Nr.   1.     Taf.  lY.  Fig.  1. 

Fig.  1.  Taf.  lY  stellt  das  Netz  dieses  der  Freiberger  Sammlung 
gehörigen  Krystalles  dar,  mit  Ausschluss  der  verbrochenen  linken 
Seite.  Die  elektrische  Yertheilung  auf  den  Flächen  /),  o?,  l  und  / 
ist  die  oben  angegebene;  die  in  der  Zeichnung  rechts  liegende  Fläche 
m  ist  stark  positiv,  die  auf  der  linken  Seite  befindliche,  nicht  ab- 
gebildete Bruch  fläche  zeigt  keine  elektrische  Spannung. 

Kry  stall  Nr.  2.     Taf.  lY.  Fig.  2. 

Das  Netz   dieses   ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung  gehörigen 
Krystalles  ist  Fig.  2  Taf.  lY  abgebildet,   jedoch   mit  Ausschluss   der 
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verbrochencQ  rechten  Seite.  Die  untere  FlJiche  OP  (p)  ist  ziemlirh 
dicht  mit  C.hlorit  überzogen ,  und  zeigt  wahrsclieinlich  dieses  Im- 
standes  wegen  eine  geringere  positive  Spannung  als  die  obere  Fläche 
OP.  Auf  der  unteren  Seite  liegt  neben  x  noch  eine  Fläche  voi 
J^Pc».  Die  links  gezeichnete  Flache  m  ist  positiv;  aufl^llig  ist  dabei 
dass  die  Mitte  derselben  schwächer  elektrisch  ist  als  ihr  Umfang;  die 
rechte  verbrochene  Seite  zeigt  keine  elektrische  Spannung. 

Krystall  Nr.   3.     Taf.  IV.  Fig.   3. 

Der  ringsum  ziemlich  gut  ausgebildete  Krystall  Nr.  3  gehört  der 
hiesigen  mineralogischen  Sammlung;  Fig.  3  stellt  sein  Netz  dar.  Die 
obere  Fläche  .r,  ebenso  wie  die  beiden  Flächen  m  von  denen  die 
rechts  liegende  am  vollkommensten  ausgebildet  ist)  zeigen  nur  äusserst 
geringe  elektrische  Spannungen. 


Krystall  Nr.   i.     Taf.  IV.  Fig.  4. 

Der  von  Putsch  stammende  und  gleiclifalls  dem  hiesigen  raine- 
ralogischen Museum  gehörige  Krystall  Nr.  4  ist  auf  der  linken  Seite 
angewachsen  gewesen  und  jetzt  dasell)st  verbrochen  7/ .  Die  elek- 
trische Erregung  desselben  ist  stark.  Die  eine  rechts  vorhandene 
Fläche  ooPoo  '7n)  ist  netjrativ;  und  eben  diesi»  Polarität  findet  sich 
auch  auf  der  Bruchfläche  b  an  der  linken  Seite,  jedoch  ist  dieselbe 
beträchtlich  schwächer  als  auf  der  Krystalllläche  m.  Auch  auf  den 
Flächen  p  und  .v  zeigt  sich  eine  deutliche  Zunahme  der  elektrischen 
Intensität  in  der  Richtung  von  der  verbrochenen  linken  Seite  nach 
der  ausgebildeten  rechten  hin. 


Krystall  Nr.   5.     Taf.   IV.   Fig.  ö. 

Der  Krvstall  Nr.  5  ist  vorn  und  auf  der  rechten  Seite  stark  ver- 
letzt;  ich  bilde  deshalb  nur  die  obere  Seite  desselben  nebsl  der 
linksliewnden  Fläche  ooPoo  'm)  ab.  Auf  <lieser  oberen  Seite  er- 
scheint  neben  einer  schmäleren  Fläche  Poo  V  eine  breitere  FlSche 
JPoo;  dieselbe  besitzt  ebenso,  wie  die  Fläche  x  negative  Spannung. 
Eben  diese  Polarität  zeigt  auch  die  linke  abgebildete  Fläche  ooPoo  i w . 
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Krystall  Nr.  6.  Taf.  IV.  Fig.  6. 
Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Musemn  gehörige,  von  Pfitsch 
stammende  Krystall  Nr.  6  ist  ziemlich  gut  ausgebildet.  Die  obere 
Flache  p  zeigt  nur  einzelne  Chloritschüppchen,  während  die  untere 
Flüche  p  ziemlich  dicht  mit  solchen  besetzt  ist.  Wahrend  nun  die 
obere  Fläche  p  eine  nicht  unbeträchtliche  positive  Spannung  besitzt, 
ist  auf  der  untei-en,  wahrscheinlich  infolge  ihrer  Bedeckung  mit 
Ciilorit,  kaum  eine  Spur  derselben  wahrzunehmen.  Da  die  beiden 
auf  der  rechten  Seite  liegenden  Flächen  t  und  /  viel  grösser  sind 
als  ihre  parallelen  Flächen  auf  der  linken,  so  nimmt  der  Krystall  eine 
nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  etwas  unsymmetrische  Ge- 
stalt an. 

b.  Zwillingskrystalle. 

a,  Zwillingskrystalle  der  ersten  Art. 

Die  Zwillinge  des  Periklins  sind  meistens  nach  folgendem  Gesetze 
gebildet:  Zwillingsaxe  die  in  der  Basis  liegende  Normale  auf  der 
Krachy diagonale,  Zusammensetzungsiläche  die  Basis. 

Die  beiden  Flächen  OP,  in  welchen  das  Zusammenwachsen  er- 
folg!, sind  zwar  parallel,  decken  sich  abcT,  weil  die  Drehung  um 
die  Normale  auf  der  Brachydiagonale  erfolgt,  nicht  vollständig;  es 
füllen  zwar  ihre  Brach ydiagonalen  zusammen,  dagegen  sind  die 
Makrodiagonale  oder  die  mit  ihnen  dieselbe  Richtung  inne  haltenden 
Kanten  von  OP  und  Pc»  nicht  parallel,  sondern  schneiden  sich  unter 
einem  sehr  spitzen  Winkel.  Durch  diese  Anordnung  entstehen  auf 
den  Seitenflächen  ooPoo  (w)  ein-  und  ausspringende  Kanten  von 
172**  48',  und  zwar  kann,  wenn  wir  die  Fig.  tj  gewählte  Stellung 
beibehalten,  die  einspringende  Kante  rechts,  die  ausspringende  links, 
oder  die  einspringende  links  und  die  ausspringende  rechts  liegen,  je 
nachdem  die  beiden  Individuen  ihre  unteren  oder  oberen  Flächen 
einander  zukehren.  In  den  Figg.  ^  und  /  sind  zwei  solche  Zwillinge 
dargestellt.  In  Fig.  &  liegt  die  einspringende  Kante  rechts  und  die 
ausspringende  links,  während  in  Fig.  /  die  einspringende  Hnks  und 
die  ausspringende  rechts  liegt.  ^)    Die  Zusammensetzungsfläche  verläuft 


*)   Die  beiden  Figuren  d-  und  t  sind  einer  Abhandlung  von  G.   Rose   (Pogg. 
Annal.   Bd.    H9.   Taf.   15   entnommen. 


538  W.  G.  Hankel,  ßi 

oft  sehr  unregelmässig,  so  dass  auf  den  Flachen  cx>Poo  (m)  die  ein- 
und  ausspringenden  Kanten  einen  unregehn^ssigen,  vielfach  gekuickli^n 
Verlauf  aeigen. 

Krystall  Nr.  7.    Taf.  IV.  Fig.  7. 

Der  aus  Ober-Wallis  stammende  und  dem  Tübinger  Museum  ge- 
hörige Krystall  unterscheidet  sich  in  der  Beschaffenheit  seiner  .Masse 
sehr  von  den  Tyrolern  aus  dem  Pfilschthale.  Seine  Masse  ist  etwas 
durchscheinender  und  seine  Oberfläche  glätter  als  bei  den  Tyrolern; 
auch  ist  die  Oberfläche  an  vielen  Stellen  mit  braunem  Eisenoxvd 
bedeckt.  An  der  rechten  hinteren  Ecke  bei  aß  liegen  andere  Periklio- 
masseu.  Die  einspringende  Kante  von  172^  48'  liegt  bei  diesem 
Zwillinge  auf  der  linken  Fläche  ooPoo  (m).  Fig.  7.  Taf.  IV  stelll, 
so  gut  es  ausfuhrbar  ist,  das  Netz  dieses  Krystalles  in  halber  GröS!;e 
dar.  Die  Linie  abcdef  giebt  den  Verlauf  der  Zusammensetzungsfl^che 
auf  der  linken  Seite  an. 

Um  die  einzelnen  Flächen  besser  hervortreten  zu  lassen,  habe 
ich  von  den  beobachtet<;n  Werlhen  der  elektrischen  Spannungen  bw 
einzelne  eingetragen. 

Krystall  Nr.  8.   Taf.  IV.  Fig.  8. 

Von  einer  der  hiesigen  mineralogischen  Sanm)lung  geliörigen  und 
vorzugsweise  aus  zwei  grossen  unregelmässig  verwachsenen  Zwillings- 
krystallen  bestehenden  Druse  aus  Tyrol  bilde  ich  Fig.  8  nur  die 
obere  Seite  (so  weit  sie  frei  ist)  eines  diesei*  Zwillinge  nebst  der 
links  gelegenen  Fläche  ooPoo  Im)  in  halber  Grösse  ab.  Die  auf  dieser 
linken  Fläche  sichtbare  Zwillingskanle  ab  ist  eine  einspringende. 

ß.  Z  willingskrystalle  zweiter  Art. 

Diese  Zwillingskrystalle  entsprechen  den  nach  dem  dritten  Ge- 
setze gebildeten  Zwillingen  des  Orthoklases  (S.  519).  Man  erhäh 
sie  also  nach  dem  Gesetze:  Zwillingsaxe  die  Normale  auf  OP,  Zu- 
sammensetzungsfläche 0  P. 

Krystall  Nr.  9.  Taf.  IV.  Fig.  9. 

Mir  lag  nur  ein  einziger,  an  der  einen  Seite  verbrochener  Krj- 

stall,   der   auf  Taf.   IV.    Fig.   9    in  halber  Grösse  abgebildet  ist,  not. 

Ein  Fundort  ist  nicht  angegeben;  seine  ganze  äussere  Beschaffenheit 
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weist  aber  auf  Pfunders  in  Tyrol  hin.  So  viel  sich  an  dem  auf 
seiner  linken  Seite  verbrochenen  Krystalle  erkennen  lässt,  ist  er  ein 
einfacher  Zwilling  nach  dem  in  der  Ueberschrifl  angegebenen  Ge- 
:setze.*)  Die  /  Flächen  bilden  vorn  rechts  die  ausspringende,  die* 
/  Flächen  hinten  rechts  die  einspringende  Kante.  Auf  der  rechten 
Seite  entsteht  durch  das  Zusammentreflfen  der  beiden  Flächen  ooPc» 
(m)   eine  sehr  stumpfe  ausspringende  Kante. 

Jedes  der  beiden  den  Zwilling  bildenden  Individuen  stellt  eine 
<]lombination  von  OP  (p),  f  Poo  (w),  ooP  (/  und  /),  oof^oo  {m)  dar, 
^vozu  noch  schmale  Flächen  kommen,  welche  die  Kanten  zwischen 
9n  und  /,  und  zwischen  m  und  /  abstumpfen,  und  wahrscheinlich 
dem  Prisma  c»P|  angehören,  und  endlich  noch  eine  Fläche  einer 
Pyramide,  \Yelche  oberhalb  cyoPf  an  den  Endpunkten  der  Kanten 
7Avischen  p  und  w  sich  zeigt. 

In  die  Zeichnung  des  Netzes  Fig.  9  sind  nur  die  Flächen  p,  ir, 
/,  /  und  m  aufgenommen,  und  die  Flächen  des  zweiten  Individuums 
von  denen  des  ersten  durch  Striche  (/)',  w\  l\  /',  m)  unterschieden. 
Die  Bruchfläche  auf  der  linken  Seite  ist  in  b  dargestellt. 

Der  vorliegende  Zwilling  zeigt  noch  die  Eigen thUmlichkeit,  dass 
(las  eine  Individuum  gegen  das  andere  etwas  parallel  mit  der  Fläche 
OP  (p)  verschoben  ist.  Nennen  wir  das  Individuum,  dessen  Flächen 
/),  l^^  /,  /,  m  sind,  das  obere,  das  andere  das  untere,  so  ist  das  untere 
Individuum  um  ungeföhr  1,5"™  nach  hinten  verschoben.**) 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  weiss  und  kaum  durchscheinend; 
die  Oberfläche  desselben  Überall  mit  Chlorit  bedeckt.  In  seinem 
elektrischen  Verhalten  stimmt  er  im  Allgemeinen  mit  den  früher  be- 
schriebenen Krystallen  Uberein. 


*]  G.  Rose  beschreibt  in  seiner  Abhandlung  über  die  regehnässigen  Ver- 
wachsungen, welche  bei  den  Periklin  genannten  Abänderungen  des  Albus  vorkom- 
men (Pogg.  Annal.  Bd.  129  S.  \  ff.)  ausser  den  in  dem  vorhergehenden  Abschnitte 
behandelten  und  zuerst  von  Kayser  (Pogg.  Annal.  Bd.  34.  S.  109]  richtig  er- 
klärten Zwillingen  auch  noch  Zwillinge,  bei  welchen  die  Zwillingsaxe  die  Normale 
auf  einer  durch  die  kurze  Diagonale  von  OP  gehenden  und  auf  OP  senkrechten 
Ebene ,  und  die  Zusammensetzungsdäche  diese  Ebene  selbst  ist.  Diese  Zwillinge 
wachsen  durch  einander  hindurch ,  und  zwei  .solche  durcheinander  gewachsene 
Zwillinge  verbinden  sich  wieder  zu  einem  Doppelzwillinge  nach  dem  Gesetze :  Zwil- 
lingsaxe die  Normale  auf  0  P  und  ZusammensetzungsflUche  0  P.  Der  oben  von 
mir  beschriebene  Zwilling  ist  einfacher  gebildet. 

**)   In  dem  Netze  liess  sich  dieser  Umstand   nicht  wohl  darstellen. 
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mOPTRISCHE  UNTERSUCHUNGEN 
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ÜBER  DAS  HANSEN'SCHE  OBJECTIV 


VON 


W.   SCHEIBNER. 


Vorwort. 


Veranlassung  zu  eingehenderer  Beschäftigung  mit  der  theoretischen  Diop- 
^rik  hat  dera  Verfasser  die  Herausgabe  der  hinterlassenen  dioptrischen  Unter- 
suchungen Ha^isen^s  (Band  X  dieser  Abhandlungen)  gegeben.  Das  Studium 
^ler  einschlagenden  Arbeiten  namentlich  von  Fraunhofer,  Gauss  und  Hansen 
^^rnnunterte  ihn  zu  dem  Vorsuche,  einige  daselbst  enthaltene  Winke  weiter 
zu  verfolgen,  und  das  Resultat  dieser  Bemühungen  erlaubt  er  sich  in  der 
gegenwärtigen  Abhandlung  vorzulegen. 

Die  dioptrischen  Formeln  schrecken  auf  den  ersten  Blick  durch  ihre 
Coniplic^tion  zurtlck,  wenigstens  wenn  man  über  die  erste  Approximation 
hinausgehen  will,  und  es  wird  schwerlich  gelingen,  sogenannte  »elegante«  Ent- 
Nvickelungen  darauf  zu  gründen;  dennoch  ist  es  nicht  ohne  Reiz  für  den 
Mathematiker,  den  spröden  Stoff  nach  Möglichkeit  schmiegsam  zu  machen. 
Diesem  Versuche  sind  die  ersten  Paragraphen  der  Abhandlung  gewidmet;  in 
den  Reihenentwickelungen  haben  die  den  vierten  Potenzen  der  Oeffnung  pro- 
l>orlionalen  Glieder  vollständig  berücksichtigt  werden  können. 

Bei  der  Aufstellung  der  Bedingungen  für  die  Gonstruction  eines  aplanati- 
sehen  und  achromatischen  Linsensyslems  habe  ich  mich  einiger  Andeutungen 
von  Gauss   bedient,    die   derselbe   vermulhlich   aus   dem  Grunde  nicht   selbst 
weiter   entwickelt   hat,    weil   die  für  die  Gestalt  der  sphärischen  Oberflächen 
iiaraus  sich  ergebenden  Modificationen    bei  dem  damaligen  Stande  der  prakti- 
schen Optik   innerhalb   der  Fehlergrenzen   der   mechanischen  Ausführung  ge- 
fallen sein  würden.    Heute  scheint  die  Sache  anders  zu  liegen:    ein  Künstler 
wie  Steinheil  erklärte  vor  bereits  15  Jahren  in  einem  Berichte  an  die  K.  Bay- 
rische Akademie   der  Wissenschaften*):    »die  Ausführung   selbst   bietet   keine 
»Schwierigkeit,  wenn  man  im  Besitze  der  Hülfsmittel  ist,  die  gestatten,  einen 
»Halbmesser  auf  fünf  Zifferstellen  genau    herzustellen   und  Abweichungen  der 
»siebenten  Zifferstello  in  der  Sphäre  zu  erkennen«,  und  wie  in  Deutschland  so 
hat  auch  im  Auslände  die  praktische  Optik  in  den  letzten  Jahrzehnten  weitere 
anerkannte  Forlschritte  gemacht. 

Aus  diesem  Grunde  erscheint  es  gegenwärtig  auch  unerlässlich,  die  Zer- 
slreuungsverhällnisse  der  angewandten  Gläser  mit  möglichster  Schärfe  zu  be- 
stimmen, was  freilich  nur  dann  geschehen  kann,  wenn  nach  dem  muster- 
gültigen Vorgange  Frauniioper's  die  Optiker  sich  gewöhnen,  die  verschiedenen 
Glassorlen  in  Bezug  auf  die  Brechungsverhältnisse  der  einzelnen  Strahlen  des 
Spectrums  auf  das  Genaueste  zu  untersuchen.  Gauss  und  Hansen  haben  bei 
den  von  ihnen  mitgetheilten  Rechnungsbeispielen  die  rothen  und  violetten 
Strahlen  zur  Vereinigung  gebracht,  wodurch  natürlich  auch  die  zwischen- 
liegenden Sirahlen  —  an  verschiedenen  Punkten  der  Axe  —  paarweise  zur 
Deckung  gelangen.  Es  findet  dabei  gewissermassen  ein  Zusammenklappen 
des  Spectrums  statt,  so  dass  an  der  Stelle  des  Umklappens  die  betreffenden 
Strahlen  mit  sich  selbst  zusammenfallen.  Für  die  Deutlichkeit  *  des  Bildes 
dürfte  es  am  vortheilhaftesten  sein,  da  wo  dasselbe  entstehen  resp.  durch  das 
Ocular  beobachtet  werden  soll,  die  hellsten  Strahlen  mit  sich  selbst  zur  Ver- 
einigung zu  bringen.  Dem  entsprechend  wird  es  sich  empfehlen,  auch  die 
Zerstreuungsverhältnisse  nicht  aus  den  Differenzen  der  Brechungsexponenten 
der  Strahlen   vom   Ende   des  Spectrums   zu  berechnen,  sondern  den  genauen 


*)    Siehe  GöUiiiger  Nachrichten  S.  80  f.,   Sitzung    der  Göttioger  Societät  vom 
9.  März  1861. 


IV  Vorwobt. 

Werth  des  Differentialquotienien  dn':  dn  für  die  hellsieo  Strahlen  des  SpectnuH 
zu  Grunde  zu  legen.  Fbaunhoper  hat  bereits  versucht,  bei  der  Berechimg 
des  Zerstreuungsverhältnisses  auf  die  relative  Inlensität  der  verscfaiedem 
Strahlen  des  Speclrums  Rücksicht  zu  nehmen,  sieht  sich  aber  gleichwohl  n 
dem  Bekenntniss  genöthigt,  dass  sich  empirisch  ein  von  dem  berechoeteD  ab- 
weichender Werth  jenes  Verhältnisses  als  vortheilhafter  herausgestellt  habe. 
Jener  empirisch  gefundene  Werth  stimmt  für  die  betreffenden  Glassorlen  mit 
dem  erwähnten  Werthe  des  Differenlialquotienten  dn':  dn  für  die  intensivsl» 
Strahlen  des  Spectrums  genau  überein. 

Ich  habe  versucht,  das  von  Hansen  in  seinen  »dioptrischen  UnlersudiaiigeDc 
angegebene  Objectiv  von  drei  Brechungen  nach  den  dargelegten  Principien  n 
berechnen,  und  dabei  den  von  Gauss  gegebenen  Andeutungen  entspredieod 
nicht  allein  das  von  ihm  und  Bessbl,  als  Maass  der  durch  die  sphärische  Ab- 
weichung entstehenden  Undeutlichkeit,  aufgestellte  Integral  zu  einem  Minimon 
zu  machen,  sondern  auch  die  LinsendidLen  so  zu  bestimmen,  dass  die  Strahlen 
von  verschiedener  Wellenlänge  nahezu  gleich  grosse  Bilder  liefern.  Uaüsix 
hat  zwei  Objective  berechnet,  bei  denen  das  Flintglas  auf  das  Kronglas  ib^l. 
Kehrt  man  die  Ordnung  beider  Linsen  um,  so  erhält  man  zwei  andere  Ob- 
jective von  massigen  Krümmungen ,  von  denen  das  eine  in  Bezug  auf  die 
Dicke  der  Linsen  gewisse  Vortheile  darbietet.  Die  Anwendung  einer  allfse- 
meinen  Approximationsmethode  gestaltet,  wenn  man  in  der  ersten  Annäheniog 
die  Linsendicken  vernachlässigt,  dieselben  später  nebst  den  in  die  vierte  Pöteu 
des  Oeffnungshalbmessers  multiplicirten  Gliedern  so  genau  als  man  will  in 
Beobnung  zu  ziehen. 

Da  die  allgemeinen  Formeln  für  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Brechungen 
entwickelt  worden  sind ,  so  ist  es  nicht  schwer ,  auch  die  Vorschriften  fOr 
Linsensysteme  von  vier  und  sechs  Brechungen  abzuleiten.  Mit  der  AniabI 
der  verfügbaren  Grössen  wächst  aber  die  Anzahl  der  erfüllbaren  Bediogungeo, 
und  so  habe  ich  neben  der  Bedingung  der  Achromasic  für  die  Glieder  der 
nächstfolgenden  Ordnung,  auch  die  von  John  Herschel  empfohlene  Bedingung 
untersucht,  welche  der  Forderung  der  Accommodation  für  eine  Aenderung  der 
Entfernung  des  beobachteten  Objects  entspiicht,  und  deren  Erfüllung  für  ter- 
restrische Beobachtungen,  photographiscbe  Zwecke  u.  s.  w.  nicht  unwichtig 
erscheint. 

Bei  vier  Brechungen  gestalten  sich  die  Bedingungsgleichungen  am  ein- 
fachsten, wenn  man  entweder  mit  Gauss  zwei  durch  Luft  getrennte  Glas- 
linsen, oder  mit  Hansen  ein  System  von  drei  aneinanderstossenden  Linsen  be- 
trachtet, von  denen  die  erste  und  dritte  gleiche  Brechungsexponenten  besitzen. 
Hansen  hat  gezeigt,  dass  im  letzteren  Falle  der  GAtss^schen  Bedingung  der 
Achromasie  für  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  durch  reelle  LinsenkrUmmungen 
nicht  genügt  werden  kann;  ein  Resultat,  welches  sich  auch  für  die  von  uns 
zu  Grunde  gelegte  Form  der  Bedingungsgleichungen  bestätigt.  Die  HERscHKi'scbe 
Bedingung  führt  ebensowenig  auf  reelle  Kitlmniungen. 

Als  Beispiel  für  sechs  Brechungen  endlich  ist  ein  sogenanntes  diaKliscbes 
Objectiv  näher  ins  Auge  gefasst  worden,  welches  aus  zwei  durch  einen  grösseren 
Zwischenraum  getrennten  Linsensyslemen  von  je  drei  Brechungen  besiebt, 
denen  ihrerseits  gleiche  Krümmungs-  und  Brechungsverhältnisse,  aber  in  um- 
gekehrter Lage,  zukommen.  Diese  Einrichtung  gestattet  die  früher  zur  Be- 
stimmung der  Dicken  eingeführte  Bedingung  trotz  des  grossen  Abstandes  der 
beiden  Systeme  aufrecht  zu  erhalten. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflussig,  wenn  ich  ausdrücklich  hinzuftlge,  dass 
diese  »dioplrischen  Untercuchungen«  Nichts  weniger  als  den  Zweck  einer  ab- 
schliessenden Theorie  für  die  Berechnung  von  sphärischen  Linsensystemen  ver- 
folgen. Bekanntlich  ist  es  wünschenswert!! ,  dass  ein  gutes  Objectiv  eine 
Menge  Eigenschaften  in  sich  vereinige,  die  sich  bei  sphärischen  Linsen  strens; 
genommen  gar  nicht  vereinigen  lassen ,  so  dass  der  Optiker  schliesslich  auf 
den  Weg  des  Compromisses  angewiesen  ist.    Von  solchen  Bedingungen,  deren 


Vorwort.  v 

"EHttllung  mehr  oder  weniger  wUnscbenswerth  ist,   habe  ich  einige  untersucht, 

'ttidere  vielleicht  nicht  minder  wichtige  ganz    unberührt  gelassen;    namentlich 

*tet  von   den  Strahlen,    welche   mit   der  Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegen  und 

Her  Beschaffenheit  der  durch  sie  erzeugten  Bilder^  gar  nicht  die  Rede.     Eine 

WoUsiandige  Theorie    wird    letztere   natürlich   gleichfalls   zu   betrachten  haben, 

'wie  von  Schleieruacher^  SEmEL,  Hansex,  Zinre.n-Sohmer  u.  A.  mit  Erfolg  ge- 

a6beben  ist.     Besondere  Genugthuung  würde  es  dem  Verf.   gewähren,   wenn 

den  in  der  gegenwärtigen  Arbeit  betonten  Gesichtspunkten  von  den  praktischen 

Optikern   einige  Aufmerksamkeit  geschenkt  würde,    denn    noch   heisst  es  auf 

diesem  Gebiete  »Probiren  geht  über  Studiren«! 


Es  sei  mir  gestattet,  bei  dieser  Gelegenheit  zu  S.  705  der  zweiten  diop- 
Irischen  Abhandlung  des  X.  Bandes  eine  Berichtigung  folgen  zu  lassen,  auf 
deren  Nolhwendigkeit  ich  durch  Herrn  Dr.  Seeliger  aufmerksam  gemacht 
worden  bin.  Wenn  a.  a.  O.  gesagt  ist,  dass  »die  Zuziehung  der  Veränderung 
»von  TT,  n'  und  L  nur  Glieder  höherer  Ordnung  als  die,  welche  überhaupt 
iberücksichtigt  worden  sind,  hervorbringen  würde«,  so  ist  diese  Behauptung 
offenbar  nicht  zutreffend.  Denn  n  und  n  erhalten  die  Incremente  oter  Ord- 
nung 7^("r  — -p)  tind  ^'^'(t~T?)»  ^'^^^  A"  >"  ^''  übergeht,  und  damit  be- 

iLommt  natürlich   auch  L  einen   von   -r  ~  -p    abhängenden  Zuwachs  gleicher 

Ordnung.  Der  Verfasser  scheint  seine  Vernachlässigung  auf  den  Umstand  ge- 
gründet zu  haben,  dass  sich  allerdings  die  Differenz  n'[n* — V) — n[TC  —  X) 
wie  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  verhält,  wenn  X  und  X*  den  Durchschnitts- 
punklen  zweier  Strahlen  vor  und  nach  der  Brechung  angehören. 

Um  die  vollständigen  Gleichungen  [C)[D]  resp.  (C')(Z>')  und  (C")  (/>") 
XU  erhalten,  wird  man  auch  in  den  mit  A'  behafteten  Gliedern  der  Gl.  {B) 
n  «nd  n'  zu  eliminiren  haben.  Die  Rechnung  führt  auf  die  folgenden  Aus- 
drücke, in  denen  /{ —  A  3=  ^  gesetzt  worden  ist : 

«'AY  =  ni,  +  "^^^  {e  (nß  -  n'A)  [ß  (A •  + r)  +  3^,?]  AA'- («'+ «} Ay}  (C) 
n'l'  ^nX-*-[n'-n)R-^  n[n'-n]  r  ^^^_^.j^s^ ^^ j^,  +ftÄ-'+A-'»)  +^Xr,{k-^k')]-¥ 

atitbin  fUr  A's  A- 

n'X'=nl+[n'-n)R-i-'^^^^~^{3{nQ-n'l)(Qk  +  2Xrj)Qk  + 

+  [(3«  +  n')e-2n'A]AV}   {D') 
sowie  für  A'ss  o 

n'X'^'^nXf]-"^'''*T?*hy (C") 

'  '  znn  *  ^ 

'h[{3n^n')Q-2uX]X*rj^y  (D") 

Ausserdem  bemerkeich,  dnss  S.  750,  Z.  5  H'-^n  statt  R'^-n'",  S.  777, 
Z-  2  oKrümmungen  der  brechenden  Oberflächen«,  S.  780,  Z.  15  /J"= +0.03041, 
50  "^vie  'S.  78^2,  Z.  10  »Einheit«  statt  ^»Brennweite«  zu  lesen  ist. 


VI  Vorwort. 

Endlich  kann  ich  eine  in  Nr.  2049  der  »Astronomischen  NachrichteDc  ab- 
gedruckte Kritik  der  »IrrlhUmcr«,  welche  die  in  Rede  stehende  AbhaDdluD| 
enthalten  soll,  um  desswillen  nicht  c^anz  mit  Stillschweigen  übergehen,  weü 
ein  daselbst  befindliches  Cilat  des  »Archiv  für  mikroskopische  Anatomie«  ^ 
eignet  erscheint,  das  astronomische  Publicum  zu  induciren.  Die  Artt.  77  mid 
78  der  llANSEN'schen  Abhandlung  (die  den  Schluss  des  bekanntlich  unvollendet 
hinterlassenen  Manuscripts  bilden)  enthalten  als  numerisches  Beispiel  die  Be- 
rechnung zweier  aplanatischen  Loupen*,,  bei  denen  die  Randstrahlen  mittlerer 
Brechung  mit  den  gleichen  Centralstrahlen  zur  Vereinigung  gebracht  worden 
sind.     Den  Schlusssatz  bilden  die  folgenden  Worte: 

»Dass  iipla  na  tische  Lonpen  der  in  Rede  stehenden  Form  mit  Erfolg  ausgeführt 
»werden  können,  ist  praktisch  nachgewiesen,  da  die  Herren  Steinheil  solche 
^anfertinen ,  die  im  uanzen  nicht  unbeträchtlichen  Gesichtsfelde  sehr  reioc 
»>Bilder  geben.  Dass  der  Mangel  an  Achromasie  hier  keine  merkliche  L'n- 
»deutlichkeit  hervorbrinet,  kann  vielleicht  als  eine  besondere  Ei«enlhüiDlich- 
>»keit  des  Auges  angesehen,  und  damit  erklMrt  werden,  dass  das  Auge  bei 
»der  Betrachtung  eines  Gegenstandes  durch  eine  Loupe  für  die  Abweichung 
»wegen  Kugelgestalt  weit  empfindlicher  ist,  als  für  den  Ghromatismus.« 

Es  ist  dem  Autor  sicher  nicht  beigefallen,  dass  in  diesen  Worten  Jemand 
eine  Herabsetzung  der  SrKiNHEiL'schen  Loupen ,  »die  im  ganzen  nicht  unbe- 
trächtlichen Gesichtsfelde  sehr  reine  Bilder  geben«,  erblicken  könnte.  Dennoch 
knüpft  der  Kritiker  daran  die  Anklage,  die  besagte  Abhandlung  enthalte  >'Be- 
hauptungen,  welche  durch  die  Praxis  geradezu  widerlegt  werden«.  Während 
Hansen  den  Umstand,  dass  der  Mangel  an  Achromasie  hier  keine  merkliche 
Undeutlichkei  t  hervorbringe,  durch  eine  Eigenthümlichkeit  unseres  be- 
kanntlich selbst  nicht  achromatischen  Auges**)  zu  erklären  versucht,  i«rlaubl 
»»sich  dem  gegenüber^«  unser  Kritiker  >)zu  constatiren,  dass  der  Grund,  wess- 
»halb  (las  Auge  keine  Farbenabweichung  bei  den  aplanatischen  Loupen  be- 
»merkt,  einfach  der  ist,  dass  jene  Loupen  in  Wirklichkeit  achromatisch 
»sind,  wie  Solches  Max  Scuiltze  gezeigt  hat«.  Dabei  wird  wie  erwähnt  auf 
(las  »Archiv  für  inikroskopisrho  Analoinit;«,    Bd.  11,   S.  281,  1866  verwiesen. 

Verct^uenwiirtiiZtMi  wir  uns  (1(mi  Sachverhalt.  Hansen  zieht  aus  den  -luf 
(Irund  sriiier  Theorie  eiUwoifenen  und  in  den  Artt.  71 — 73  ausführlich  dnr- 
ui'ieglen  Ue(hnungsbeisj)ielen  deren  Resultate  durch  die  Artt.  qo — g:  d^?* 
Naehtraus  eine  uerinize  Modiüeation  erleiden  den  Schluss,  dass  der  von  ihm 
iheorelisch  in  l>eslininitt»r  Form  entwickeilen  Bedingung  des  Achromalismus 
durch  ein  Linsensysteiu  von  deT  in  Hede  stehenden  Form  überhaupt  nicht 
genügt  werden  könne,  also  selhslverständlich  auch  nicht  durch  die  SiEi^fnEiL- 
s(*hen  Loupen,  deren  praktische  Vorzütilichkeit  gleichwohl  conslatirt  wird.  Als 
GegenbevNeis  wird  nun  von  dem  Kritiker  »einfach«  jenes  Cilat  und  die  Autorität 
von  Max  Sein  ltzk  ins  Treuen  geführt.  Wer  daraus  den  Schluss  ziehen  wollte, 
dass  in  der  eilirten  —  aber  wohlweislich  nicht  nntgetheilten  —  Stelle  die 
Achromasie  i\or  Loupen  durch  ein(*  exacte  Bechnung  dargethan  worden  oder 
wenigstens    die  Daten  enthalten  seien,    um  eine  solche  Bechnung  anzustelleo. 


'  Da  hierbei  nur  die  Dicke  der  initiieren  Linse  in  llocimung  gezogen  ist.  >ö 
fügt  der  Verf.  am  Seldiisse  des  Art.  76  ausdrüeklicli  die  Worte  hinzu:  ^Zur 
»scharfen  und  de(inili\en  l^'reciuuinii  einer  solchen  aplanatischen  Loupe  ijehörl 
■ührii^ens  noch  die  Zuziehnni:  «Icr  Dicken  der  beiden  äusseren  Linsen,  die  im 
»Norstehenden  (ihertjanyen  \v(>rden  sind.  .  .  .  Sie  sollen  übrigens  weiter  unten 
"angegeben  weiden.  Die  \crlieiNscno  Ang;d)e  ist  jedoch  w(»gen  Nichtvollenduni: 
der  Abhandlung  uiiterblieh(Mi. 

*■  (iauss  drückt  diess  im  Art.  22  seiner  dioptrischen  Untersucluuigcn  mit 
folgend<Mi  Worten  aus:  »Ks  ist  also  klar,  dass  um  im  Auge  ein  vollkominen 
"farbenreines  Bild  lierNorzuhringen,  das  erste  Bild  eine  gewisse  von  .  .  .  den»  Nichl- 
)>aclironiatismus  des  men.schlic^hen  Auges  abhängende  Längenabweichung  haben  rauss.* 


Vorwort.  vii 

rUrde  sich  gleichwohl  in  völliger  Tauschung  befinden,  wie  aus  dem  Wortlaute  jener 
teile,  den  wir  uns  anzuführen  erlauben  wollen,  erhellt.  »Herr  Dr.  Steinheil«, 
igt  nSimlich  der  Ilorausgeber  des  Archivs,  »hatte  die  Güte,  mir  eine  Reihe  seiner 
(II  Hand-  und  Präparirübungen  geeigneten  Linsen  zur  Prtlfung  einzusenden. 
>a  dieselben  ein  ebenes,  unverzerrles,  in  und  ausser  der  Axe  achromatisches 
lild  geben  und  sich  dadurch  vor  anderen  Loupen  sehr  vorlheilhaft  auszeichnen, 
lach  einen  sehr  grossen  Objectabstand  zulassen ,  so  bat  ich  den  Verfertiger 
im  eine  Notiz  über  das  Princip ,  nach  welchem  dieselben  conslruirt  seien. 
iit  sehr  dankenswerlher  Bereitwilligkeit  ist  Herr  Dr.  Steinheil  meiner  Bitt^ 
oacbgekommen  und  gestallet  mir  die  Veröffentlichung  nachstehender  Angaben, 
welche  bis  auf  die  Brechungsindices  der  angewandten  Glassorten ,  welche 
loatttrlich  ein  Geheirimiss  des  Verfertigers  bleiben,  jeden  vvünschbaren  Auf- 
»Bchluss  gewahren.« 

Hieraus  geht  zunächst  nur  hervor,  dass  Herr  Prof.  Schultze  die  Bilder, 
m  völliger  Uebereinstimmung  mit  Hansen,  in  und  ausser  der  Axe  achromatisch 
gesehen  habe.  Wenden  wir  uns  also  zu  jenen  Aufschlüssen  über  das 
Princip  der  Conslruclion.  Für  unseren  Zweck  kommen  davon  lediglich  die 
folgenden  Angaben  über  die  Dimensionen  in  Betracht: 
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(D  =  35'"  (wahre  Brennweite) 


j»Die  Combination  ist  in  Bezug  auf  den  optischen  Mittelpunkt  vollkommen 
»symmetrisch :  eine  biconvexe  Crownglaslinse  zwischen  zwei  Menisken  aus 
»FKnlglas.«  Es  ist  aber  auch  für  den  Laien  klar,  dass  über  die  Frage  der 
Achromasie  auf  dem  Wege  der  exacten  Bechnung  nicht  ohne  Kenntniss  der- 
speciellen  Brechungs-  und  Zerslreuungsverhällnisse  der  Linsen  entschieden 
werden  kann.  Da  letztere  in  den  gegebenen  Aufschlüssen  nicht  enthalten 
sind,  so  bleibt  also  nur  die  Berufung  auf  die  Geheimnisse  der  Optiker, 
mit  welcher  die  Kritik  der  Nr.  2049  ^'^  Besultate  der  in  aller  Vollständigkeit 
OQitgetheilten  theoretischen  und  numerischen  Bechnungen  Hansbn's  dem  astro- 
nomischen Publicum  gegenüber  für  widerlegt  erachtet. 

Der  Inhalt  des  KRüss'schen  Aufsalzes  mit  seinen  unerwiesenen  Behauptungen 
inacht  den  Eindruck  einer  ungeschickten  Beclame.    Glücklicherweise  bedürfen 
die  STBiüHEiL^schen  Loupen    einer   solchen   überhaupt  nicht :    es  wäre   in   der 
Thal  schlimm,  wenn  die  durch  Männer  wie  Hansen  und  Max  Schultze  bezeugte 
pfaktiscbe  Vorzüglichkeit  derselben  von  der  Bichtigkeit  oder  Unrichtigkeit  der 
n*  der  HANSEw'schen  Abhandlung  entwickelten  Theorie   abhängen   sollte.     Für 
^^  unbefangenen  Beurtheiler  kann  eine  solche  theoretische  Untersuchung  nur 
<ten  Zweck  haben,  von  den  «Geheimnissen  der  Optiker«  den  Schleier  ein  wenig 
zu  lüften  und  ihnen  Fingerzeige  zu  verschaffen,  ihre  Fabrikate  womöglich  noch 
weiter  zu  vervollkommnen.     Dass  dieses  Ziel   nicht   mittelst  der  analytischen 
Rechnung  allein  erreicht  werden  kann,  gibt  der  Schreiber  dieser  Zeilen  am  be- 
reitwilligsten zu:   gerade  die  Geschichte  der  Optik  lehrt,  dass  der  Vereinigung 
voo  Theorie  und  Praxis  die  für  die  Beobachtungskunst  erfolgreichsten  Fortschritte 
m  verdanken  sind.     Wo  beide  Bichtungen  sich  die  Hand  reichen  müssen,  ist 
ein  Versuch   die  Theorie  zu  fördern ,    ebenso  dankenswerth,  wie  die  auf  Ver- 
iroilkommnung  der  praktischen  Ausführung  gerichteten  Bemühungen.    In  dieser 
Leberzeugung  sollen  ihn  weder  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Unzuläng- 
ichkeit  der  Analysis  auf  diesem  Gebiete,  noch  die  neuerdings  hervorgetretene 
feigung,  dergleichen  Studien  als  Beeinträchtigungen  fremder  Autorenrechte  zu 
ehandeln,  wankend  machen. 
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S.  545,  Z.  6  V.  u.  lies  (>i(^i~^"/   ^^^^^  ('• 

S.  548  resp.  553  kann  man  der  Vollständigkeit  halber  die  Gleichungen  hiozuragefl 


»   SS    ^~    ■       —  «^   ——^—    •  — —  — , 


S.  555,   Z.  4  V.  u.  lies  a  +  Cv^K^  statt  Cv^Ä'«. 

S.  572,  Z.  3  V.  u.  lies  ((>i+(>2— 371")   statt  — 37r2. 


Dioptrische  Untersuchungen. 


§.  1.  Bezeichnungen  und  strenge  Formeln. 

Gegeben  sei  ein  System  brechender  sphärischer  OberdUchen 
OO1O2  .  .,  deren  Mittelpunkte  RR1R2  .  .  sümmthch  in  der  Axe  OA 
liegen.  Die  Rjidien  ORz=r^  Oiiti  =  ri,  O^R^^^r^.  .  sollen  positiv 
im  Sinne  der  aufeinanderfolgenden  Medien  MMiMi  .  .  gerechnet  wer- 
Jen.  Wir  bezeichnen  durch  mm\m2^.  die  Brechungsverhältnisse  der 
letzteren  (d.  h.  die  Verhältnisse  der  Fort[)nanzungsgesch\vindigkeit  des 
l^ichts  im  Vacuum  zu  den  Geschwindigkeiten,  welche  in  den  bez. 
Medien  stattfinden, )  und  durch  OOx  =(/|,  0^02  =  ilx  .  .  ihre  in  der 
^\xe  gemessenen  Dicken. 

Ein  Lichtstrahl  in  der  Ebene  der  Axe  wird  durch  seine  beiden 
Durchschnitte  P  und  Q  mit  der  Axe  und  der  Fläche  0  bestimmt. 
INach  der  ersten  Brechung  schneide  er  in  P\  und  Oi  die  Axe  und 
die  Fläche  0%  ,  nach  der  zweiten  Brechung  in  P2  und  O2  die  Axe 
und  die  Fläche  O2 ,  u.  s.  w.     Sei  ferner 

so  hat  man  offenbar,   wenn   die  oben  definirte  Richtung  beibehalten 

wird 

//  -  />,  =  d, ,       //'  -  /),  =  d^  etc. 

Dagegen  sollen  die  Strecken 

positiv  in  der  Richtung  des  Strahles  gemessen  werden.    Endlich  setze 
man  die  Winkel 

PQH  =  w,     P,  (>,  /?,  =  w, ,     P,  Q^R^  =  w^  .  .  .   P,  (?/?  =  üß\     P^  (?,  H^  =(o"  .  . 
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und  zähle  sie  positiv  etwa  im  Sinne  des  Uhrzeigers.     Dann  sind 

w  =  ^  —  a ,       01^  =s  -^^  — •  a, ,       Ol,  =  ^j  —  a^  .  .  . 

die  successiven  Einfallswinkel  und  * 

w'  =  ^  —  öj ,       w"  =  ^4  —  a,  .  .  . 

die  successiven  Brechungswinkel,  mithin 

w  —  w'  =  a^  —  a ,       w^  —  w"  =  Cj  —  a,  .  .  . 

Vermöge  des  Brechungsgesetzes  finden  die  Gleichungen  stall 
m  sin  w  =  in^  sin  o/,       m^  sin  w^  =  m,  sin  ctf"  .  . . 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

(Wj  -h  ;w)  tg  J  (w  —  Cd')  =  (w,  —  m)  Ig-J^  (cii  -f-  w') ,  etc. 

welche  die  'Brechungswinkel  aus  den  Einfallswinkeln  finden  lehren. 
Es  handelt  sich  demnach  noch  um  die  Bestimmung  der  Einfallswinkel. 
Dazu  dienen  die  Gleichungen 

r ,  sin  w^  =  r  sin  w'  -f-  (r  — 1\  —  dj  sin  a, 
r,  sin  w,  =  r ,  sin  w"  -f-  (r,  —  r,  —  d«)  sin  a^ 

•      •       • 

oder 

2/^sin^(cr^^-l-w,)cos  J(a^— Wj)  =  2V  sin  J^|cr,  +  w')  cos^(a,  — w')  — f/,sinaj 
2/*jSin  i(aj-l-w^)eos^(a^ — w^)  =  2?*, sin^(aj-f-co")cos^(a,— w")  — ^/^sina^ 

welche  mit  den  von  Hansen  *)    benutzten  Gleichungen  identisch  sind. 

Wegen  der  sphllrischcn  Gestalt  der  brechenden  Flüchen  ver- 
einigen sich  alle  Slrahlen,  die  zur  Axe  symmetrisch  einfallen,  in  den 
nümlichen  Punkten  PP\Pi  .  .  Desshalb  heissen  die  Strecken  ppjK- 
die  Vereinigungsweiten  vor  und  pp"  ,  .  die  Vereinigungsweiten  nach 
den  Brechungen.  Da  in  den  Dreiecken  PQR^  P\QR  und  P\Q\Ri  -  - 
den  resp.  Seiten 

die  Winkel  gegenüberstehen 

so  erhält  man  die  Formeln 

';   Ahhandi.   der  K.   Sachs.   Gcsellsclmfl  d.   W.     Malh.-pbys.   Classe.    Bd.  X. 
S.    107,   Unlersiichung  de.»^  Weges  eines  Lichtstrahls  etc. 
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[p  — ?')  sina  =r  sinco  [zr  — />)  lg|^^  =p  ^i  (^  — w) 

[p' —r)  sinffj  =  r  sinw'         oder        (2r  — ;^')tgi^  =/''*gi  (of|  —  w') 

(p,  -  rj  sin a,=r.  sin fl),  (2r, -pj  tg^;^,  =p^tg  J^{a,  -  wj 

•   •  •  «  •  • 

:ur  Berechnung  der  Vereinigungsweiten.  Bildet  man  die  Differenzen 
iieser  Ausdrucke,  so  gehen  die  oben  zur  Bestimmung  der  Einfalls- 
»vinkel  aufgestellten  Gleichungen  hervor.     Das  Verhältniss 

r^sin^,  q^  p^  —  2/\sin*^^^ 

rsin^  q'  p'— 2?'sin*4^ 

endlich  stellt  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  successiven  Centri- 
vinkeln  &  und  ^^  dar. 


(.  2.  Reihenentwickelungen  für  die  Vereinigungsweiten. 

Es  sollen  jetzt  die  Vereinigungsweiten  pp"  .  .  resp.  ihre  reci- 
»roken  Werthe  in  Reihen  entwickelt  werden,  welche  nach  den  ge- 
aden  Potenzen  von  x  =  rsind-  fortschreiten.     Hierzu  erhält  man 


►der 


p'— r    sincü  q' 

p  —  r    sin  w'  q 

Tn^lp'—r)  1 /r*— 2?' (r  —  p')  cos  ^+ (r  —  p') 

mip—r)    ~    V  r*  —  2r  (r  —  p)  cos ^  +  (r  - p)* 

1 /pV -h  4/-  (r  —  p')  sin*  ^  & 

V  pp +  4r  (r  —  p)  sin*^^ 


owie 


mAp"-r,)  ^  -|/p"p"+4/\(r,-p1sinH^. 
/o  vermöge  der  obigen  Relation  zwischen  &  und  &^ 

r^sin^^  x^  p^— 2t\s\n*^d'^ 

rsin^    ""  X  p'— 2rsin*|^ 

.    s.   w.     Durch  XX,  X2  .  .  werden   die  Abstände   der  Durchschnitts- 
unkte  QQ1Q2  .  .  von  der  Axe  ausgedrückt. 

Bezeichnet  man   ferner  durch  ^m^m-i  .  .  m'm"  .  .  Q^^Q^  •  •  ^'® 
jciproken  Werthe  von  pp^p^  .  .  pp"  .  .  rrir2  .  .  und  bedenkt,  dass 

4r*sin*4^  =  — r-.-^  =  x*(i  H o*x*  +4"^***  •  •  } 

^  *  cos*^^  ^         4  '^  ^  ^  r 

>   wird 
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tn^lw'^Q]    1 /i  +  ct' cy'— ^)x*(i  +  |ß*x*  .  .) 

/w(CT — q]     "~    r    i  +  CT  ,;«ar  — ^  x*  .^i  +  ^^*x*  . 

nebst 

X,  er'     I  —  ^CT,  ^,x,  .  . 

X  "~  ®^|     I  —  I  cy'  ^  X* .  . 

Dio  Reihenontwickelung  ergibt  oljne  Scliwiorigkoil 

so  wie 

>t|       gt'  f        I  ^        *  .    *  ^'     i        \ 

—  =  — ;i ffl^ißiX,  H CT  ox* .  .  ./ 

X       oTj  l        j     1  *:i   I       2      'f  j 

oder 

Man  seXze  jetzt 

u.  s.  w.,  WO  ^  und  d  Glieder  von  der  Ordnung  x'^  resp.  x*  botleul 
während  die  Vereinigungsweiten  tt'  und  >t,  den  Cenlralslrahlen  i 
gehören,  und  schreibe  zur  Abkürzung 

>T^  'Ji  /r,  /f 

^1  ^^  "T' »  *i  ^^  ~  '  ^i  ^^  TT"  '  ^*  —  "7"  ' 


SO  wird  wegen 


_^    I         1   I        I 

'        w'       rar,       >f '       /7, 


Hiermit  erhlllt  man 


n(^bst 


^e.  =  .,(^'_:^)=-./.^.' 


folghch 


X,=  X  (€,  +  ^£/;{H £,    TT,^  —  7r'^,    X*   .   .  } 

=  xfi,  {i  —  r/j  ('jz/ix'-h-  6,  iVr,^  —  ^'^i!*  >t'  •  • } 

Z 

Ferner  bekommt  man  wegen  m  =  >To 
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üfld  hieraus  gehen  sogleich  die  Werthe  hervor 

Auf  analoge  Weise  ergibt  sich 
i  H^  .1  (^"«  er;  (CT"+  er. -  e.)  x:|i  + 1  (pt  +  3cr,^.  +  cr"^.  -  ^w]  -  n^'*)  ^^ .  j 

''^•glich 

I  4 

H myj7ly[7l"  —  TT,)  (7r"  +  7r,— p,jX,+//<,  071  ^ 

^ubstituirt  man  hier  die  Ausdrücke  von  Jn^  und  dn^  durch  .Ytt'  und 
"  ^  und  führt  die  abgekürzten  Bezeichnungen  ein 

L,  =  //^(/r"-7i:,)(Vr,-^,JlV+7r/-^,j 

MsszTtyQ  —  Tt'^,  ,  My=7C^Qy — 7c"  Q  ^ 

u.  s.  \v.,  so  bekommt  man  die  recurrirenden  Gleichungensysteme 

*)  Schon  Hansen  hat  in  seinen  »dioptri sehen  Untersuchungen«,  Bd.  X  der  Ab- 
handlungen der  K.  Sachs.  Geseltschafl  S.  701,  auf  die  mannichfachen  Formen  tiin- 
jie wiesen,  welche  den  Ausdrücken  der  L  je  nacli  Bedürfniss  gegeben  werden  kön- 
nen.     Wir  führen  die  folgenden  an: 
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PI 


»'.•+.('»'"^'-d  «»»il'^i— Pi) 


m^/in'  • 


2 


w  j  ^  7r"=  —  L^  x^  +e,  m^  ^  n 


*  • 


»*,.,.,  .i/ TT*  ■•■*  =  —  L,x,.  +e,.  miJn^ 


o 


Z  T/t| 


i^J  ^i 


Verbindet  man  hiermit  die  frühere  Recursionsformel 


oder  allgemein 


X4  =  x«,[l-^e,m4^7r'-hy«.JIfx«j 

x,  =  x,..,e,.ji--^^e,m,-^7r'-4.~e,.Jlf,..jX*«,  j 


so  ist  es  nunmehr  leicht.   m,rar(0  nach  den  Potenzen  von  x^  zu  enl- 
wickeln,    und   es   braucht   wohl    nicht   besonders   hervorgehoben  zu 
werden,  dass  aus  den  in  den  Werthcn  von  m^Jn^  mit  xj  x|  .  .  be- 
hafteten   Gliedern    hierbei   Ternje    entstehen    müssen ,    die   in  x*  . . 
multiplicirt  sind. 


w,  mj 


m    /  x4  ,  V  //?,         ,  x4 


fw  — m/  "     ^  0      v/        (m-m,.- ^  "'    ^  *    « 

denen  sich  die  allgemeinere  Formel 

anreiht,   in  welcher  t<  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet. 
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§.  3.  Kettenbrüche. 

MöBas,  Bessel  und  Gauss  haben  gezeigt,  dass  die  Werthe 
'nQnnxTi'ni  .  .  von  der  Berechnung  eines  Kettenbruchs  abhängen. 
In  der  That  geben  die  Gleichungen 

— i =»  Oi 

TT        n^         * 

m,(7r'-ej_,)  =m,_,(^,_,-^,_,) 
durch  einfache  Transposition 


I 

= 

I 

•»«*."'*• 

(*^l-H-  ^t)?! 

I 

^ 

I 

W|.,7r|_, 

(Wi.,-mi)(>,_, 

I        •        I 
t  t  >       :       » 


m,. 


folglich,  wenn  zur  Abkürzung 
geschrieben  wird, 


mi 


-7-  +  —  — »  W/r. 


1  I»X-I«X»  »I-X» 


.   .   .        -1-  ^ 1-  -r-  m,-7r* 


msni  rs    —  —.   -H  + +...         +-r-H —  »ITTo 

*  ^  *1  «2  «5  ^-1  «<-l  • 

Wenn   hier  einer  der   Abstände  d   verschwindet,   so  wird  z.  B.  für 

I         I    •    I    •       I       •    I    '     , 

- — h  etc. 


wogegen  fUr  m|  =  m^ 


mn^         s          «,+(, 

r~  —   ^r  ~  ^~    xyVKy 

"     Vermöge  der  Gleichungen 

^=  i  +  d.TT, 

oder  allgemein 

e,-  s=s    1  +  t^  /Wg-  TTj-  , 

e,-  =a  I— <j»ij7r' 
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ergeben  sich  ferner  die  Kettenbrüche 

Alle  diese  Kettenbrüche  lassen  sich  mit  Hülfe  der  ÜAuss'schen  Lou 
rithnien  sehr  bequem  berechnen. 

Im  Folgenden  sollen  einige  elementare  Sätze  aus  der  l\\m 
der  Kettenbrüche  benutzt  werden").  Bekanntlich  entspricht  eim 
System  recurrirender  Gleichungen  von  der  Form 

die  Ketlenbruchsentwickelung 

'^  ^  /^  j.  iyii  ^  /'s'*!  j.  j_  Pk'k-i  j_  'A^A+i 

'*         </i  9i  93  *       *  9ifc  "t 

Bezeichnet  man  die  Ziihler  und  Nenner  der  Nilherungswcrthe  dies 
Kettenbruchs  durch  A^.  und  //^,  so  dass  also 

^k   ^  Pi   J_   Pif\  ^   /'a'j  J.  JL  i'Ä?>-i 

/'ft       9i  7i  </3  *  *  7& 

so  gelten  die  Gleichungen 

i^A'*A— i/^Ä-i-7A/'A-i  +  /«A-  =  "»        /'i  =  7i»        /'ü=  I 
hf^k'-i—h-x^*k=PiPi    •    •   n-''i''i    •    •    'A-i 


SO  Wie 


nebst 


/>,/>,  .  .  Pkf^i^^h'^k  —  f'kh-if^k-^-x 


Hieraus  folgt 

"'  =   ^'^'  4-  ''*  '*  •  •  ''^'  .    "'   . 

"i            "A- 

''A-     ^  '>."A:-i.  ^  /'i/'i  •  '  Pk 
''A  +  i              /'A                     /'A- 

1in^  .  .  t(f. 

• 

'     Ver;;l.    Borirlilo  der  K.    S.    (Josollschafl   iL    W.    .Math.    Clasve,     1864,    * 
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Wendet  man   diese  Formeln   auf  die   obigen   KettenbrUchc   für 
und  — f  an,  und  setzt  demgemäss 

A«-_.         I     .     I    •     I    .     I     .  .1.1 


'«1—1 


'ii 


—  I 


=  m,;r*,  so  ergibt  sich  wegen  p  =  «  . .  =  i,  ij  =  Tj  . .  = 

I  /^it— «  *       iHTt^rc^  .  .  .  ^1^1 

/Wj-TT*  i^'ti— i        /'ii-i      ni^Tt' 7i"  .  .  ,  n^ 

ler  Quotient  ^-*^=^  seinerseits  durch  den  Kettenbruch  gegeben  ist 

jWii-i  __      1       • I j i_    • i_   •  -L  J_  -L  J_ 

Auf  die  gefundenen  Kettenbrüche  ist  ferner  mit  Vorlheil  eine 
meine  Transformalionsformel  anwendbar,  welche  sich  auf  fol- 
eui  Wege    leicht   ableiten   liisst.      In   dem    recurrirenden  System 

-I  —  9i^U  "*"  'Vi+i  =  ^  '^^'^^  '"^^  ^^^®  Grössen  w^Mjtis  .  .  eli- 
en  und  erhält  dadurch  das  neue  System 

PtP3  "i  -  (7*  Vs-/^.i  'V  '^8+  9i  ''s^^  =  o 
y^ 75 "3  -  (7* 75-7^5 ''*)  ''4-^-  '•* 'b ««  =  o 

/>5/^l  '^4  -  (75  70-/'«  ''s)  "r.+  75  'V,  '^  =  o 

•      •      • 

hes  sich  seinerseits  in  den  Kettenbruch  auflöst: 

."_i  =  ..   M^.   _  I.   /'i/i^Z'i^'*    J_   /^4  7i75_C3_  j^    /y/^*''*''ß_l 
"       7i7i-y^i'i       7i73-y>3'i       74  75--/'5''4       7b  76 -A. ''5 

l)is     -L  ^^•*»*~*^'3»(3i^« '»I— I  JL  731— I 'ai/'si+j 
7« I  —  1  73 i '^Pzi  ''3 1  —  I  "3 i 

oder  bis     —    -'V'+'.-^-^ir-«  ^3«+J_''»«       .1 '*»«+» '*»«+*_*lu+ 3 

7si  +  i  73i-H~"y'3i+i  ''31+1  "si-M 

Auf  analoge  Weise  ergibt  sich  durch  Elimination  von  W2M4W«  .  . 
jleichungensystem 
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Pi  9t "  —  (9i  9i-/>«  ^  J  W|  -4-  ^1  ^  Wj  =  o 
PtPzQA^'t  -  !9i9394-P394'i-P49i^  Wj-*- 9t 's'"« "5  =  0 
P4P5 96 Ws -  \94 95 9f.-/>5 96 '•4-P6 94 n ■  Ws-»- 94 '5 '•* "7  =  o 


nebst  der  Kettenbruchsentwickelung 

'^  _       Pt  9t         •  Pt  Pz  9a  '\  '1  •  Pa  Ps  9t  96  r^  ^ 


w       9i9t-Pt^       9t9i94-Ps94''t-P4  9t's       94  96  9« -P»  96  ^-P*?!^ 

jjjg  j PtiPtt+i  9tt-t  9tt>t  ^ti-i  ^'ti ^  9tt^tt-n^i-n"m 

9ti9ti+4  9ti+t— Pti+i  9ti+t  ''ti— Pti+t  9ti''ti-|.  t  «li+i 

Sollen  diese  Resultate  auf  die  Transformation  des  KeUenbnicl 


9*        9«  9i 


t 


angewandt   werden,   so  wird  man  r^.  =  —  i    zu  setzen  haben  ui 
erhält 

V  .  =  — Ml .  JL  _  _?i.P»_  4.  P4  9t9»    _i     P»P6     4-      big  ^  _P,i-ift. 

'*  Pt+9l9t  Ps+9t95  P6+9495  P6  +  9596  "  P,i+?ll-l' 

r  .      ==     ^V^v     -  ..J*J^     ±       bis  -      P3i-tP.ii      4.   P3t-n9»,-t?ii>j_ 

"  +  *  P4  +  9l7t  P3-*-9i9.1  "  P3i-+-9,1l-l93i  P3l  +  l+93i+I^J.+i 

nebst 
.'.     ^  9i  ^     PiPi  .4._/^i9t_74.  ^     P4P5     4-      j^j5  4.   P«L93i-i.73i.+i 

«^'Sl-H  Pl  Pi-+-9t9«  P4+9394  P6  +  94  95  "  P3t+ 1+931^31  +  . 

so  wie 

,,  .  -     Pt  7i      •  _  P«  Pp  94 •  P4  P6  9t  9« 


Pt + 9i  9i      9i  93  94  +P3  94  -P4  9i      94  9, 9o  +P5  96  "Hp,.  94 

j^ig   J Pii-iPii-  i9_ü-_i_[lii_ 

74^-4 9ii-i  9i»+Pti-i  9ii+Pii9ii-i 


n(»bst 


>  =_9l     J.  PlPi93 J.  _P3P_4  9l95_       _    J. 

''11+ 1       Pi       9i  9i  93  ■♦■Pi  93+P3  9i       93  94  95  +P4  95  -♦-P5  93 

bis  —  Pt«-tPif9ii-3  9if+i 

9ii  - 1  9ii  9ii + 1  +Pii  9ii+ 1  +Pi, + 1 9ii  -• 

Die  letzten  FornuHn  liefern  z.  B.  die  Entwickelungen 
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0 


— ■""  "~  ^~ ^~    «  .  .     IJIa    ~"    -■ *-,- 


I        a^       a^        a,  a,_^+m,-7i:*(i-4-s,_,i,._J 


ist 


_ ^^ 1  ^  «L  ^*^»  JL  —  ^—3  ^'^ i  j ^'—« 

{«. -1  .^«ni  «L  ^«?ir-*  J.  -L^L^J If         _ 

_  _.  _^_  Jl_  ^  J_  ^  (s  J.  ^  ^-a^i-.!  j ^— t 

denen  zur  Abkürzung 

;etzt  ist.  Wir  bemerken  die  Uebereinstiinmung  der  obigen  Aus- 
Lcke  mit  den  in  Art.  49  der  ersten  dioptrischen  Abhandlung 
«sen's*)  enthaltenen  Formeln.  Eine  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn 
brechenden  Medien  abwechselnd  aus  Luft  bestehen,  so  dass 
=  1112  =  m4  .  .  .  =  I   werden. 


5.  4.  Grösse  der  Bilder.    Charakteristische  Punkte 

des  Systems. 

Wenn  wir  die  Durchschnittspunkte  gebrochener  Lichtstrahlen  als 
der  des  leuchtenden  Punktes  auffassen,  die  um  so  vollkommener 
rden,  je  mehr  Strahlen  zusammentreffen,  so  fallt  die  Frage  nach 
n  Orte  des  nach  der  Brechung  entstehenden  Bildes  mit  der  Frage 


*)  Abhandl.  der  K.  S.  Gcsellsch.  Bd.  X,  S.  125.    Man  vergleiche  auch  MÖbius 
Crelle's  Journal  Bd.  VI,   S.  227  ff. 
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nach  den  Verein igungspunkten   der  gebrochenen  Strahlen  zusammn. 
Liegt  der  leuchtende  Punkt  in  der  Axe,  so  ist  durch  die  Berechami  I, 
der   reciproken  Vereinigungsweite  m*  die  Lage   des  Bildes  bestimoL  |. 
welches   der  Vereinigung   aller  im  Abstände  x    auffallenden  Strahta 
entspricht.     Den   verschiedenen  Werthen   von  x   oder  i>  entspreche» 
folglich   eine  ganze  Reihe   in   der  Axe   liegender  Bilder,   welche  in 
Allgemeinen  einen  Zerslreuungskreis  hervorrufen,  aber  als  zusammeo- 
fallend  angesehen  werden  können,  wenn  man  Grössen  von  der  Ord- 
nung x^  vernachlässigen  will. 

Liegt  dagegen  der  leuchtende  Punkt  ausserhalb  der  Axe,  so  i>t 
die  genaue  Berechnung  der  Bahn  des  ausgesandten  Strahlenkegels 
aus  dem  Grunde  nicht  ohne  Weitläufigkeit*),  weil  im  AllgemeineD 
solche  Strahlen  mit  der  Axe  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  In- 
dess  wird  die  Betrachtung  sehr  einfach,  wenn  man  wiederum  r 
vernachlässigt.  Nach  der  ei-sten  Brechung  wird  das  Bild  PI  in  der 
durch  den  leuchtenden  Punkt  P'  und  den  Mittelpunkt  R  des  Me- 
diums 3/1  gezogenen  Geraden  liegen,  welche  die  brechende  Fläche 
in  0'  schneiden  mag.  Setzt  man  0'P'  =  «,  0' P[  ^  s  positiv  im 
Sinne  der  Fortpflanzung  des  Lichts  gerechnet),  so  ergibt  sich  anala; 
wie  früher 


I     >  >         ■ 


oder  nach  Kinfuhrung  der  reciproken  Werthe  ^  und  n 

m^  a'— ^!  =  m  o — qj 

Für  n  =  7T^^  wird  folglich  n' =  :r\  und  man  kann  den  ans  /Mh'- 
sclni(»b(MU4i  KriMshoi^on  P^  PI  als  das  Bild  des  concentriscIuMi  Boirt'ns 
PP'  betrachten.      Mithin  ist  das  Grössenverhültniss  des  Hildes  dmih 


///  7r, 


PP'         HP        '"— /'        "'i/'       ^n^7l' 
Ä^egeben,  dt^ssen  Werth  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  ßü«' 
auiVecht  oder  \(M'kelut  erscheint. 

L'nlerwirrt   man  nun  das  Bild  einer  zweiten  Brechunü.  so  vMird^' 
sich  die  entsprechende  Gleichung 


P  /> '        m^7^^  P^  P^        m  7T,,  n 


'     Siehe  z.  H.   Hanseirs  Al)liandluiig    -Wejj;  eines  Lichtstrahls  eU.«  §•  ^ 
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ergeben,  wenn  der  Bogen  PiPi  seinen  MiUelpunkt  zugleich  in  Äi 
hätte.  Die*  durch  die  mangelhafte  Coincidenz  von  R  und  Äi  ent- 
stehende Ungenauigkeit  wird  unschädlich,  wenn  wir  den  Gesichts- 
winkel des  leuchtenden  Gegenstandes  so  klein  voraussetzen,  dass  die 
betrachteten  Kreisbogen  als  zusammenfallend  mit  ihren  zur  Axe  senk- 
rechten Tangenten  angesehen  werden  können.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung wird  folglich 


PfPl  ^  mn^Tt^ .  .  .  7f,_j  ^ 


mn 


der  Ausdruck  für  das  Vergrösserungsverhältniss  nach  i  Brechungen. 

Wenn  insbesondere  der  leuchtende  Gegenstand  in  quasi-unend- 
licher  Entfernung  sich  befindet,  so  kann  man  das  Product  PP\  no 
durch  den  Gesichtswinkel  y  des  ausgedehnten  Gegenstandes  ersetzen, 
so  dass  die  Grösse  des  Bildes  durch 

p. p:^ p  p       /».      — L-, 

ausgedrückt  wird.  Verschwindet  gleichzeitig  auch  n*^  d.  h.  treten 
parallel  oinfallondc  Strahlen  auch  parallel  aus,  wie  diess  beim  astro- 
nomischen Fernrohr  für  weitsichtige  Augen  stattfindet,  so  ist 

der  Gesichtswinkel  des  Bildes,  und 

ß  m 

j .  ^  p  p       p.      — 

die  Vergrösserung  desselben. 

Die  in  §.  3  abgeleiteten  Formeln  gestatten  die  Einführung  der 
sogenannten  charakteristischen  Punkte  des  brechenden  Sy- 
stems. Bezeichnen  wir  das  Vergr()sserungsverhältniss  nach  1  Bre- 
chungen durch  den  Buchstaben  JF^,  so  nehmen  jene  Formeln  die 
Gestalt  an 

i = -fi~  (^*'- '  -  i) '      ;?  =  ^5- .  i"^'  ~ ""-) 

Da  in  den  beiden  Brennpunkten,  als  den  Bildern  unendlich 
entfernter  Punkte  der  Axe,  die  parallel  austretenden,  resp.  parallel 
einfallenden  Strahlen  die  Axe  schneiden,  so  sind  ihre  resp.  Abstände 
F  und  F'  von  der  ersten  und  letzten  Linsenfiäche  durch  die  Werthe 
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gegeben,  welche  —  resp.  -7  annehiueD.  wenn  -V  resp.  t,  \ersch\\mi 
Im  ersten  Falle  wird  foklieh 

F=  IM  -  —  -  =  ifi  { H  T-  ■*- >-    •  •    -H H  -   -i 

im  zweiten 

."*i— 4  (   I     •      I     .     I      .  .1.1 

Die   Bilder  der  letzten   und   ersten   Linsenfläche   schneideo 
A\e  in  den  sogenannten  Augenpunkten.     In  ihnen  verscim 

resp.    -7  und  — ,    wa>   für  f  ,  :=  /i,,-.,  und    f  ,=  5-; —  eintriu. 

zeichnet  man  durch  G  und  C  die  bezü^dichen  Werthe  von  —  und 
und  beachtet,  dass 

SO  wini 

ff  = i^ii— I f  =  m 

^'=7— ^ti"  - /'i'-i/ ==-'". Y^-^ 

wofür  die  Koltonl)ruclisonl\\i(k«»lüniion  gelten 

A.:_^        I    .    I    .    I    -  .1.1 


.^*':n  =     L. 


• 


I  .  I  •  •         1  .         I 


Die  Hauptpunkte  und  die  Knotenpunkte  entsprechen 
Werthen  £,  =  i  und  £'i  =  —  i ,  als  in  welchen  beiden  Fällen 
und  Gegenstand  von  gleicher  Grösse  sind.     Die  daraus  entspringt 

Weithe  von  —  und  -7  sind  resp. 


T„  .T 


und 


//  =  m  -^^—  * —   ,  //  =  ni:  -    -— — - 


Ä'=  m^"*'--»"*"'  ,  r;=  -  m,^-*^-*"^' 


Die   beiden   Brennweiten   0  und   0'  endlich  sind  dun 
Abslände  der  betreffenden  Haupt-  und  Brennpunkte  gegeben,  sc 
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die  zugehörigen  Werthe  darstellen,  welche  für  den  Fall  der  Identität 
des  ersten  und  letzten  Mittels  in  einen  einzigen  Übergehen. 

Von  dem  Gebrauche,  welchen  man  von  der  Einfuhrung  dieser 
charakteristischen  Punkte  zur  einfachen  Darstellung  der  Gleichung 
der  gebrochenen  Strahlen  u.  s.  w.  gemacht  hat,  wollen  wir  hier 
absehen. 


§.  5.   Maass  der  durch  die  sphärische  Abweichung 
entstehenden  ündeutlichkeit.    Einfluss  der  Absorption 

und  Reflexion. 

Sei  vermöge  der  im  §.  2  gegebenen  Entwickelung 

üer  reciproke  Werth  der  Vereinigungsweite  für  Strahlen  von  ge- 
gebener Wellenlänge,    welche    aus    einem  Punkte    der  Axe    in    der 

Entfernung  PO  s=  — p= vor  der  Mitte  eines  Objectivs  von 

der  Oeffnung  2/r,  dasselbe  im  Abstände  x  von  der  Axe  treffen. 
AVenn  das  Linsensystem  des  Objectivs  so  construirt  ist,  dass  die  den 
AVerthen  x  =  AÄT  und  k'K  entsprechenden  Strahlen   die  Axe  in   der 

Entfernung  —  von  der  letzten  Linsenfläche  schneiden,  so  sind  XK  und 

X  K  Wurzeln  der  Gleichung  cr(»)  =  a,  folglich  mit  Vernachlässigung  der 
Glieder  höherer  Ordnung 

wW  -  a  =  C  (x*  -  A*  Ä'*)  (x*- A'*  Ä'*) 


Sei 


so  wird 


mithin 


A*  +  A'*=iW*,  AU'*  =  v* 


i4  =  «  +  Cv*Ä'*,  o  =  B-hC//k* 


assA 


"(i")' 


Legt  man  durch  den  Vereinigungspunkt  P^  eine  zur  Axe  senk- 
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rechte  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  den  Strahlenkegel  des  Objecihs 
in  einem  Zerstreuungskreise,  über  dessen  Fläche  das  Integral 

u  ssjjhhda 

ausgedehnt  werden  soll,  welches  von  Gauss  und  Bessel  als  y\m> 
für  die  wegen  unvollkommener  Aufliebung  der  sphärischen  AberralioB 
zurückbleibende  Undeutlichkeit  des  von  einem  leuchtenden  Punkte 
entworfenen  Bildes  eingeführt  worden  ist.  In  demselben  bezeicboel 
h  den  Abstand  des  Elemenls  da  der  Kreisflüche  von  der  Axe  und 
j  die  Intensität  der  Strahlen  in 

da  =s  hdh  dx 

Hier   sollen    zunächst   h    und  j  als  Functionen    von  x  bestiinml 
worden.     iMan  findet  leicht  aus  der  Figur 

±  A  =  - . ''r  ( « ~ ') -- 

I  — 2  w*r,_,  sin*i^,_. 


m^-^ai         I  .    .  \ 


und  mit  Vernachlässigung  von  x" 

Etwas  umsländlicher  ist  die  Bestimmung  der  Intensität  j.  Sei 
J  die  Intensität  der  in  der  Mitte  des  Objectivs,  also  in  der  Eni- 
fcnnung  — p  vom  leuchtenden  Punkte,  einfallenden  Strahlen,  jjo  er 
hält  man  die  Gesammtintensität  derjenigen  Strahlen,  deren  Neigun 
gegen  die  Axe  zwischen  «  und  a  +  da  enthalten  ist,  wenn  man 
mit  der  Fläche  der  entsprechenden  Zone  einer  Kugel  vom  Radius 
multiplicirt.  üainit  folgt  für  diese  Gesammtintensität  der  Wer 
2  7rJp'^s\nada,  Diese  Strahlen  gelangen  schliesslich  mit  der  Intensii 
j  auf  die  zwischen  //  und  h  +  dh  enthaltene  Zone  des  Zerslreuum 
kreises,  deren  Fläche  271  hdh  beträgt.  Wenn  durch  Absorption  u 
durch  Reflexion  kein  Licht  verloren  ginge,  würde  folglich 

ppj sin  a  da  =:  jh  dh 
sein  und 

u  =  f/jh'"^  dh  dx  =  2  fr  j)*  J  fh^  sin  a  da 

werd(».n. 


er 
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Zur  BestiiiinujQg  vod  s'inada  dient  die  Gleichung 

q  cos  a-sz  p — 2V  sin*  \  ^ 

V  —  2rsiii*  J^  p  —  2«arsin*l^ 

rosa  =  -    -^ir    -1.     3=      . — ^  -. 


V/)*  +  4/-  (/•—/>)  sin*|^      Yq^  +  4cy  (er— ^  sin* 4^^ 

Vi  +cr  iöt— ßjx*  (x+J^^*x*  ... 

=  *  —  Y  ^'J^*  +  y  ^'2  3^0— 4^'  X*  .  .  . 
iraus  durch  üifferentiation 

/^*sinar/a  =  w  — Y  71^  '3/^0—4^)  x*  .  .?xf//. 

Allein  an  jeder  sphärischen  Flllche  wird  ein  Theil  der  auf- 
lenden  Strahlen  reflectirt,  und  in  jedem  durchlaufenen  Medium 
rd  ein  Theil  des  Lichtes  absorbirt.  Sei  f,  der  Absorptionscoeilicient 
s  Mediums  3/,,  in  welchem  die  Strecke  ^f*  —  ^,  durchlaufen  wird, 
wird  die  Schwächung  der  Intensität  durch  das  Hinzutreten  des 
clors  (i — f,)*'~^»  ausgedrückt.  Ebenso  führt  die  Reflexion  an  den 
liehen  0,  nach  den  von  Fresnel  aufgestellten  und  von  Hankel"^) 
prüften  Formeln  Factoren  von  der  Form 

i_ sin*  (w,— €«>•+*)  ^  I  l{5*(c«>,— w»"*"*)  __p 

a  sin*  (Wj+w*^*)        2  tg*(cc;,-Hco'"''*)  ^   "' 

•bei. 

Um  auch  diese  Grössen  nach  den  Potenzen  von  x^  zu  entwickeln, 
zen  wir  zunächst 


'•  ==  m'  ^^  ■*■  ^^'  ^^"^i-i^  *^*"*  i  ^«-^  -  ^ . ^'  ^  "*•  4^1  i^i-Qi)  '**»*"*  i  ^i 


•  • 


tt'  -*-  ^  /t*  /r,-  -4-  ^  ;r,- 

I         ^7f'         I  , . ,.  .    j  I         z//r,-         I  ,  1 


TT*  TT*  71*  2  ^.       .        .      .  y^  yy.^ 


=  ^i +~  («1  «i  •  •  «i-i)*  (^'^'c'i— ft-.i-»-«!^i)  X* . . . 


*]    Abhandl.  d.   K.   S.  Gesellschaft  d.   VV.   Math.  Classe,   Bd.  VI,  S.   78. 

>bandl.  d.  K.  S.  Gesellsoh.  d.  Wisvenscb.  XVJII.  37 
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folglich 

Zur  Disciission  der  Facloien  J2,  führen  wir  die  Grössen 

ein,  wodurch 

..  1  sin*  (w — üß'   f       cos*  oi+w'M 

*   Sin*  'lO-hUJ      \  COS*  I W  —  Cll    j 

-  25*lln./*/^ll-/*/i 

Ua  nun  vernH"»f<e  des  Brechungsgesetzes 

so  erhikll  man  für  /y  =*'--'- 

1  -  i^*.s*-*  4-    I  -  j;-  *«* 

_  ^    II— /;*.V*      I  +  iy*S* 

Zur  Knlwickelunü:  von  .v  dienern  die  Gleichungen 

qsinwss   /;  — /•  sin^,  9  cos  w  = /; -H  2  (r — />"  sin*^i^ 

0(h»r 

CT f/ sin  cü  =  (^—nr)  x ,  m'  (/  sin  w'  =  q — ci')  z 

wofür  liier  mit  liinreichender  Genauigkeit 

0;=  Q — «"o  X,  0;'=:  ^ — /r'  x 

also 

Ä'  =  -^(25— ^ry  — 7r')x 

geselzt  werden  darf.     Damit  erhalt  man 
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oder  wegen 


Tu  =-- 


"       '"i  +  |-+"''»i       7f*"*"*-l-7r,  — 2^,- 


il 


Es  ist  der  Umstand  hervorzuheben,   dass  wie  bei  q*  —  g,  der  Factor 
von  %\  so  hier  der  Coeflicient  von  x^  von  Jn'  unabhängig  geworden  ist. 


§.  6.  Minimum  des  ZerBtreuungskreises. 

Kehren  wir  jetzt  zu  unserem  Integrale  u  zurück  und  behalten, 
^vie  bereits  bei  der  Entwickelung  von  h  geschehen,  nur  die  Glieder 
Niedrigster  Ordnung  bei,  so  wird 

1/  =  27r/- j  njfx*'-fi*k*x*-i'V*kyx^dx 

\vo  //  das  Product   aller  Facloren   von   der  Form  /;f(i — bi}^*(i — '/?) 
bedeutet. 

Das  IVlinimum  dieses  Integrals  tritt  ein  für 

dt/         'bii 

woraus  zur  Bestimmung  von  ^  und  v  die  Gleichungen 


—  u* I'* =  o  und  —v* u}  -h  —  =  o 

4*^35  23*^4 


folglich 


i  ^  1  3 

«*  =  —  ,  V*  =  -i 


nebst 

6oo  \  a  / 

hervorgehen,  so  dass  A  und  A'  die  Wurzeln  der  Gleichung 

37* 
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werden.     Man  erhält  durch  AufUisung  derselben 


l  =  1/— +  —  V^ö  =:0.gi92III 

A'=]/-5--^V6=  0.5958618 

übereinstimmend   mit  Gauss"),    wenn    man  den  aus  Gehler's  Wörter- 
buch,  Bd.  VI,  S.  437  in  Bd.  V  der  Werke,  S.  509  Übergegangenen  . 
und  bereits  in  Sciimidt's  analytischer  Optik  gerügten  Druckfehler  ver- 
bessert, der  in  der  Weglassung  der  äusseren  Wurzelzeichen  besteht. 

Auch  die  übrigen  von  Gauss  a.  a.  0.  gemachten  Angaben  finden 

in   der  abgeleiteten  Formel   volle  Bestätigung.     Zunächst  ist  aus  der 

Gleichung 

o  =  //  +  6>*Ä'* 

zu  entnehmen,  dass  allgemein  Strahlen,  welche  das  Objectiv  in  IK 
und  l'K  treffen,  die  Axe  in  den  nämlichen  Punkten  schneiden,  wenn 
l^  +  r^  s=:  fi^  ist,  nur  ändert  sich  dabei  der  Abstand  dieser  Durch- 
schnittspunkte vom  Objective.  Für  Centralstrahlen  oder  /  =  o,  /'  =  /^ 
erhält  man  z.  B. 


Bj»  =  A  =  (I  +  y*  CA*  =  a  +  ^  CK* 

10 


während   für  Randstrahlen    oder  /=  i,  /'=)/— 

w'  =  a  -h  (i  -u^-^v*)  CK*  =  a  +  '  CK* 

wild.     Auf  der   anderen  Seite   tritt   das   Maximum   der  Abweichung 
für  solche  Strahlen  ein,   für  welche  j^j  =  o,  d.  h. 

//+2Cx*  =  o         oder         z«  ==  -  A  =  - /^* A* 

2C         a  '^ 

also  für  x  =  A')/— ,  mit  anderen  Worten  für  /  =  /'  oder 

m»  =  a -  |-/i*  - vA  CK*  =  a  -  -^ CA* 


*]    In  einem  an  Brandes  gerichleteten  Briefe  aus  dem  Jahre   1830. 
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Ldsst  man  /i  willkürlich  und  bestimmt  nur  v  durch  die  Gleichung 
j;:«  =  o,  setzt  also  demgemäss 

V*  =  —  ir 

3  * 

SO  wird 

M^ie  bei  Gauss.     Für  /n  =  o  wird  p^  = -^  d.  h. 

so  dass  sich  keine  Strahlen  für  verschiedene  x  in  der  Axe  schneiden 
können.  Von  allen  Strahlen  treffen  nur  die  Centralstrahlen  /  =  /'  =  o 
mit  den  Nacbbarstrahlen  zusammen ,  da  für  ^  =  o  in  cur'  die  in  B 
oder  x^  multiplicirten  Glieder  verschwinden: 

Setzt  man  hier  ii  =  a,  so  entspricht  diess  den  Werthen  y  =  o  und 
fi  =  y  TtJlI  l-\  K^^^  welche  letztere  Grösse  Gauss  durch  E  bezeichnet. 

Will   man   endlich  die  Centralstrahlen  mit  den  Randstrahien  zu- 
sammenfallen lassen,  so  geschieht  diess  für 

l  =  o,         A'=o,         |u=i,         y  =  o 

«  =  -i.  Ttjnl-\\'\         lar*  =  tt+  Cx*  (x*-Ä*) 

und  (las  Maximum  der  Längenabweichung 

w«  =  a  +  -  CA* 

4 

entspricht  den  Strahlen,  für  welche  x^=— iC^  öder  /=  )/— ,  wofür 

Gauss  in  seinem  Aufsatze  im  4.  Bande  der  »Zeitschrift  für  Astronomie«, 
December  181 7    (Werke,  Bd.  V,  S.  505)    den  approximativen   Werth 

/  =  —   angibt,   während  er   in   dem  Rechnungsbeispiele   daselbst  für 

K  =  sin  18*^30'    X  =  sin  13"  setzt. 

iNatürlich  lässt  sich  eine  weitere  Steigerung  der  Bildschllrfe,  bez. 
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Schwächung  des  Zerstreuungskreises  und  Verkleinerung  des  Integr^l^ 
werthes   u   herbeiführen,    wenn   das  Objectiv   so   eingerichtet  wird 
dass  Strahlen   aus   drei   Abständen  kK^  XK  und  X"K  in  der  Edu 

fernung  -^  =  a  zusammenfallen.     Die  bezügliche  Rechnung  ist  leicht 

zu  führen.     Sei  der  jetzigen  Annahme  entsprechend 

so  erhalt  man  wie  früher 

und  als  Bedingung  des  Minimums 

6  5  ^  4  3 

I  I  4  I  «  I       ^4 

5  4*^  3  a 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergibt 

^         7  '  *^       7  '  ^       35 ' 


so  dass  k  k   k    Wurzeln  der  Gleichung 

x^ X*  H a*  —  —  =  o 

7  7  35 

werden  und  das  Integral  den  Werth 

9800  \  tt  / 

annimmt. 

Allgemein   würde   man    beim  Zusammenfallen    von  Strahlen  aus 
n  —  I   Abstanden  die  Gleichungen 

erhallen,  wo  F  die  bekannte  Bezeichnung  der  hypergeometrischen 
Reihe  und  ß„  den  grOsslen  Binoniialcoeflicienten  von  2W  —  i  aujr 
(lrückt> 
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§.  7.  Herbeiführung  des  Achromatismus. 

Dem  Vorstehenden    zufolge   wird    der  Einfluss   der  sogenannten 
ischen  Aberration  am  geringsten,  wenn  die  in  XK  und  k'K  auf 

)bjectiv  fallenden  Strahlen    in   der  Entfernung  -^  =  —  zur  Ver- 

ing  gebracht  werden.     Sofern  jedoch   den  Strahlen  einer  nicht 
genen  Lichtquelle  verschiedene  Brechbarkeit  zukommt,  lasst  sich 
Vereinigung  nur  für  Strahlen  von  bestimmter  Farbe  oder  Wellen- 
erreichen.    Da   die   verschiedenfarbigen  Strahlen  zugleich  ver- 
dene  Intensität  besitzen,  so  wird  es  zunächst  am  vortheilhaftesten 
die  Strahlen  grösster  Intensität  zu  wählen,  welche  einer  Wellen- 
=  /  entsprechen  mögen  und  im  Spectrum  zwischen  den  Fraun- 
'schen  Linien  D  und  E  liegen.     Denn   ähnlich   wie   die   homo- 
1   Strahlen,    die   in   verschiedener  Entfernung   von   der  Axe 
las  Objectiv  fallen,   einen  Zerstreu ung^kreis  bilden,   müssen  die 
3rselben  Entfernung   auffallenden   verschiedenfarbigen  Strahlen 
homogenen    Lichtes    farbige    Zerstreuungskreise     hervorrufen, 
le   das  Bild   um   so   weniger   beeinträchtigen,  je   mehr   die  In- 
^t  mit  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  abnimmt. 

Allein    immerhin  hat   es   sich   als   nöthig  erwiesen,   diesr  chro- 

che  Aberration   noch    auf  andere    Weise   zu    verringern.      Diess 

sich   bekanntlich   erreichen,    wenn   man   das  Objectiv   so   ein- 

jt,   dass  die  Vereinigung   in   der  Entfernung  ^  =  —  gleichzeitig 

strahlen  von  verschiedener  Farbe  oder  Wellenlänge  stattfindet, 
wird  nach  Dollond's  Erfindung  eine  Combination  von  Linsen 
hiedener  Brechbarkeit  erfordert,  welche  ein  sogenanntes  ach  rö- 
sches Objectiv  bilden.  Gauss  und  Hansen  haben  bei  den 
ihnen  mitgctheilten  Beispielen  die  Strahlen  vom  rolhen  und 
;ten  Ende  des  S|)ectrums  gewählt.  Da  diese  jedoch  die  ge- 
te  Intensität  besitzen,  so  erscheint  es  rationell,  an  dem  Orte, 
las  Bild  entstehen  soll ,  nur  intensive  Strahlen  zur  Vereinigung 
ringen,  und  nut  den  oben  erwähnten  Strahlen  von  der  Wellen- 
i  /  solche  von  einer  Wellenlänge  /'  zusammentrefFen  zu  lassen, 
he  von  /  nur  wenig  verschieden  ist.  Es  wird  sogar  am  vor- 
laftesten   sein,   die   Difterenz   /  —  /'    unendlich   abnehmen   zu 
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lassen,  mit  anderen  Worten  /  =  T  zu  setzen.  Im  Allgemeineo  wer- 
den dann  auch  die  Strahlen  von  grösserer  und  kleinerer  WeHenliap 
sich  |)aar\veise  vereinigen,  nur  dass  diese  Vereinigungspunkle  nick 
mit  dem  Orte  des  Bildes  zusammenfallen. 

Wenn  mm^m^.,  resp.  m  m'^ni^  ..  die  Brechungs  Verhältnisse  der 
Strahlen  von  der  Wcllonlllnge  /  und  /'  in  den  verschiedenen  Mediei 
b<Hleuten,  so  konmit  die  gestellte  Forderung  ofTenbar  darauf  hinaB«, 
die  zur  Beseitigung  der  sphärischen  Abweichung  aufgestellten  Glei- 
chungen nach  mmym.1  .  .  zu  diflFerentiiren.  Wir  haben  jene  Glei- 
chungen in  der  Form  betrachtet: 


a  =  A 


BK\ 


s 


mithin  treten  die  Ditferentialformeln  hinzu 

o  =  L       H — Ä*^      |«m  +  L       H — Ä*.       )rfiw,  +  ... 
\dm        4        bmf  \bm^       4        hmj       ' 

Indessen  werden  wir  in  der  zweiten  Formel  uns  die  Vernachlassiguo!! 
der  in  K^  multiplicirten  Glieder  erlauben,  wodurch  die  GleichuMSO 
für  die  Achromasie  die  einfachere  Gestalt  annehmen  * 

o  =  r/ /l  =  ^  ^      dm 

0  m 

o  =  dB  =  2l^  (Im 

0  m 


*)    Es  ontsprirhl   dioso   Veniiirhlässigunp    der    folgenden   Betraclitunf:.     Der  fiir 
die  Wellenlänge   /  aufgeslellle  Ausdruck  tar*  =  .<-♦- Äx*  +  Cx*   wird  den  Zuwachs 

erhallen,   wenn   /  in   l -h  d  l  übergeht.      Hier  sind 


äA  =  Mdl^ 


dl 


1  b\i 
T  b 


dl* 
l'^         ... 


dB  = 


dB 


I  ^/.  .  ., 


.r=v;./.. 


Soll  nun  düT^  für  alle  Strahlen  verschwinden,  so  müssen  die  einzelnen  DifTereolüü' 
(|uolienten  für  sich  Null  sein.  Sehen  wir  also  von  dem  Verschwinden  von  wJ  ""*^ 
-^-  ab,  wodurch  die  obigen  Gleichungen  (JA=sdß  =  o  hervoi^ehen,  so  vemacb* 
iJissigen  wir  Glieder,    welche  in  dl*  und   x*  Ö l  mullipUcirt  sind. 


Um   die  Beziehuag  zwischen   den  Differentialen   dm  dm\  dm^  .  . 
avAszudrilcken,  hat  man  sich  statt  derselben  etwa  die  nach  der  Wellen- 
l^nge  genommenen  Differentialquotienten  ^^  -^i   -|J*  •  •  zu  denken, 
^'^«Iche  freilich  erst  gebildet  werden  können,  wenn  die  Abhängigkeit 
d^r  Brechungsexponenten   von   der  Wellenlänge  gegeben  ist.     Da  es 
^lier  in  den  obigen  Gleichungen  im  Grunde  nur  auf  die  Verhältnisse 
dieser  Grössen  ankommt,  so  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der 
Sogenannten  Zerstreuungsverhältnisse  dm  :  dm\  :  dm^i .  .  .,  welche 
t>ei  den  FRAUNHOFER'schen  Objectiven  für  verschiedene  Glassorten  em- 
pirisch bestimmt  worden  sind.     Wenigstens  fuhrt  Fraunhofer  in  seiner 
berühmten  Abhandlung  über  die  Dispersion^)    ausdrücklich  an,    dass 
der  Werth  eines  solchen  Verhältnisses,  den  er  mit  Rücksicht  auf  die 
verschiedene  Intensität  der  Strahlen  des  Spectrmns  aus  den  für  ver- 
schiedenfarbige Strahlen   gemessenen  Werthen  von  m  und  Wt   durch 
eine   auf  theoretische  Gründe   basirle    Rechnung   abgeleitet    (2.012), 
mit   dem  empirisch    als   vortheilhafter   ermittelten   (1.98)   nicht  völlig 
übereinstimme. 

Es  zeigt  sich  aber,  und  hierin  darf  wohl  eine  Bestätigung  für 
die  Triftigkeit  der  oben  angestellten  Betrachlungen  ciblickt  werden, 
dass  dieser  empirische  Werth  für  die  von  Fraunhofer  ge|)rüflen  Glas- 
sorten den  genauen  Werth  des  Differentialquotienten  ^^^^  für  die 
Strahlen  grösster  Intensität  (von  der  Wellenlänge  /)  darstellt. 

Wenn  es  die  Construction  des  Linsensystems  gestattet,  wird  man 
mit  den  Strahlen  von  der  Wellenlänge  /  =  /'  noch  weitere  Strahlen 
von  passender  Wellenlänge  /"  zur  Vereinigung  bringen.  So  könnte 
z.  B.  bei  drei  Linsen  die  Forderung  erfüllt  werden,  dass  mit  den 
doppelten  gelben  Strahlen  auch  die  violetten  zusammentreffen  sollen, 
wodurch  nicht  allein  die  Länge  des  Spectrums  (der  Radius  des  chro- 
matischen Zerstreuungskreises)  auf  den  dritten  Theil  sich  reduciren, 
sondern  auch  solche  Farben  zur  Deckung  gelangen  würden,   welche 


*)  Determination  du  pouvoir  rofringent  et  dispersif  .  .,  abgedruckt  in  Schu- 
macher^s  Astronom.  Abhandlungen,  Heft  II  S.  38.  —  Ks  Ist  historisch  nicht  un- 
interessant   zu    bemerken,     dass    Newton    den     Werth    -r—  =  -*-     >     Euler 

*  dm  f/i  —  i  ' 

— -*-  =      ' .    — -*  ihren  Speculalioneii  zu  Gnmde  gelegt  liaben,   bis  Letzterer  in  seiner 
dm  wlojrm  '  o      o 

Dioptrik  die  Dollond 'sehen  Resultate  adoptirte  und  theoretisch  weiter  verfolgte. 
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(vergl.  Helmholtz  physiologische  Optik,  S.  277)    sich  nahe  zu  Weiss 
ergJknzen.     Die  sieben  Spectralfarben 

roth       orange       gelb       grün       cyan       blau       violett 

werden  praeter  propter  bei  vier  Brechungen  etwa  die  Gruppirung 

violett 


gelb 

grün 

cyan         blau 

gelb 

orange 

roth  , 

im  Falle  von  sechs 

Brechungen  die  folgende 

violett 

blau             cyan 

• 

gelb 

grün             cyan 

gelb 

orange         roth 

annehmen. 

§.  8.  Berechnung  des  Zerstreuungsverhältnisses. 

Es  soll  jetzt  für  zwei  Medien  M  und  itf'  der  Werth  dßs  Zer 
Streuungsverhältnisses  für  die  hellsten  Strahlen  aus  den  gegebenei 
Brechungsexponenten  berechnet  werden. 

Sei  M  das  von  Fraunhofer  sojfen.  Kronglas  Nr.  13,  3/'  du 
sogen.  Flintglas  Ni*.  30,  so  sind  in  der  angeführten  Abhandlun 
S.  31  für  die  den  sieben  Spoctrallinien  liCDEFGU  entsprechende 
Brechungsex|)onenten  folgende  Werthe  gefunden  worden: 


•1 

2539-73 

H,  =    ] 

'•524312 

n\  =  1.623570 

'2  = 

2426.29 

«.^  =    1 

1-525299 

/»;=  1.625477 

/.  ^ 

2178.59 

«3=    1 

[.527982 

«;,  =  1 .630585 

/   = 

1948.24 

«4  = 

'-531372 

«'4=  1-637356 

/.-,  ^ 

1797.27 

»'i=    1 

'-534337 

Hs=    1.643466 

Mi    ^ 

1592.34 

«„  =    1 

1.539908 

«R=  1.655406 

7    ^^" 

1467.18 

W-  ^    1 

1.544684 

//';     ^        1.666072 

Die  beigefügten  Werthe  der  /  stellen  nach  Angstrom*)  die  Wellt 
längen  der  entsprechenden  Strahlen  in  Hundertmillionlheilen  eir 
Pariser  Zolles  dar.     Ausserdem  findet  sich  die  Angabe  Fraimiofeh 

*,    pogfjfendortr»   Aiina|en,    Bd.    123,   S.   489. 
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dass  die  grösste  Intensität  den  Strahlen  zukomme,  welche  zwischen 
den  Linien  D  und  E^  etwa  in  einem  Drittel  oder  einem  Vierlei 
Abstand  von  D  liegen.  Wir  setzen  demnach  für  einen  Abstand 
von  0.3 

n  =  1.528999,  n  =  1. 632616 

Die  bekannten  Regeln  der  Interpolationsrechnung  gestatten,  den 
zugehörigen  Werth  des  Differentialquotienten  -^  abzuleiten.  Indessen 
xvird  dieses  immerhin  weitläufige  Geschäft  wesentlich  erleichtert  durch 
die  von  W.  Schmidt  in  seinem  Werke  über  »Die  Brechung  des  Lichts 
in  Gläsern«  für  die  vorliegenden  Glassorten  mit  besonderer  Sorgfalt 
eruirten  Interpolationsformeln : 

n  =  1. 506107 +0.01 18381  A  +  o.ooo2i838A^  Kronglas  Nr.  13 

w  =  i.592354  +  o.oi96oo4A  +  o.ooo6o648A^  Flintglas  Nr.  30 

welche  für  A  =  i. 7581 5  die  oben  gewählten  Werthe  mit  ausreichen- 
der Genauigkeit  repräsentiren.  Der  reciproke  Werth  von  A  stellt  zu- 
gleich die  Wellenlänge  ^  =  y  der  betreffenden  Strahlen  in  Tausendstel 
Millimelern  dar.  In  den  von  Angström  gewählten  Einheiten  würde 
dem  obigen  Werthe  von  A  /==  2101.15  entsprechen. 
Man  erhält  nun  leicht 

dn'        0.0106004  4-0.00242502  A'^ 

.  -   =  ^ ,3  =  1.97670 

w'*         0.0118381  +0.00087352  A 

mit  dem  FRAUNHOFER'schen  empirischen  Werthe  des  Zerstreuungs- 
Verhältnisses  für  die  beiden  gewählten  Glassorten,  wie  bereits  an- 
geführt, im  Einklang. 

Auch   für  die   übrigen  von  Fraunhofer  geprüften  Glassorten  hat 
Schmidt  analoge  Formeln  abgeleitet,  die  wir  hier  folgen  lassen: 

Flintglas  Nr.  13       n  =  1.594345 +  0.021  i634A-|- 0.00058263 A* 

507369  -|-O.OI20I03A  +  0.0002  2  26oA* 

573555 +o-oi79565^  +  o.ooo53739A' 
533984  +  O.Ol  33805  A  +  0.00029364  A^ 
594909  +0.0198651  A +  0.0006 161 9  A* 


Kronglas  Nr.  9  m  =  i 

Flintglas  Nr.  3  «  =  i 

Kronglas  L*"  M  n  =  i 

Flintglas  Nr.  23  w=  i 


Die  gegenseitigen  Zerstreuungsverhältnisse  dieser  sieben  Glasarien, 
unter  Zugrundelegung  des  vorhin  für  die  hellsten  Strahlen  adoptirten 
Werthes  A  =  i. 7581 5,  sind  in  der  nachstehenden  Tabelle  enthalten": 
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F.  13 

F.  23 

F.  30 

F.  3 

K.  L'Jf 

R.  9 

K.  13 

2.03969 

2.00540 

1.97671 

1.78703 

1.19165 

I. 01592 

K.  9 

2.00773 

1.97398 

1.94574 

1-75903 

1. 17297 

K.  3/ 

1.71166 

1.68288 

1. 65881 

1.49964 

F.  3 

1.14138 

1.12219 

1.10614 

F.  30 

1. 03186 

I. 01451 

F.  23 

1.01710 

")  während  für  die  Brechungsverhältnisse  der  hellsten  Strahlen  sich  die 
Werthe  ergeben 

F.  13  1.637 120  K-  ^*^  1-560315 

F.  23  1.635723  K.  9        I. 530612 

F.  30  1.632609  K.  13       1.529007 

F.  3  I. 610260 


§.  9.  Correctionen  wegen  der  Acliromasie  der  Bilder  und 
der  Accommodation  für  verschiedene  Entfernungen. 

Der  im  §.  4  für  die  BildgrOsso  gefiindime  Ausdruck  war 

wo 

fc.  =  e^Ci ..  <',_, — -7 

Diese  Grösse  wird  für  die  verschiedenfarbigen  Strahlen  des  Speclrums 
beständig  al)nehmend  oder  zunehmend  verharren,  so  lange  der  üiffe- 
renlial(iuotienl,  nach  der  Wellenlänge  genommen,  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert.  Für  die  Beseitigung  faibiger  Contouren  und  die  Rein- 
heit des  Bildes  ist  es  wesentlich ,  dass  Strahlen  von  verschiedener 
Wellenlange   nahezu   gleich    grosse  Bilder   liefern'*).     Soll   aber  für 


';  Aus  der  obigen  Zusammenstellung  gelit  die  geringe  Wahrscheinlichkeit 
hervor,  dass  das  Flint-  und  Kronglas  des  Königsberger  Heliomolerobjeclivs ,  wie 
noch  neuerdings  behauptet  worden  Astronom.  Nachrichten  Nr.  2049,  ^-  MS! 
beide  unter  den  oben  aufgeführten  sieben  Fraunhofer'schen  Gläsern  'als  K.  q 
und  F.  13)  enthalten  sind.  Wir  müssen  es  dahin  gestellt  sein  lassen,  wie  weit 
die  an  die  Voraussetzung  dieser  Identität  a.  a.  0.  geknüpften  Folgerungen  aufrecht 
erhalten  werden   können. 

'']  (lauss  macht  auf  diesen  Umstand  im  .\rl.  22  seiner  dioptrischen  Unter- 
suchungen mit  folgenden  Worten  aufmerksam:     »zur  Vollkommenheit   eines  aohn»- 
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Strahlen  zweier  Wellenlängen  /  und  /'  die  Bildgrösse  die  nämliche 
sein,  so  niuss  jener  DitTerentialquotient  für  einen  dazwischenliegenden 
l?Verlh  der  Wellenlänge   durch   Null    hindurchgehen,    und  wenn   wir 

^^ie  früher  /  und  /'  /zusammenfallen  und  beide  den  intensivsten  Slrahlen 

angeh()ren  lassen,  so  ist 

die  zu  erfüllende  Bedingung.  Die  Gr()sse  des  Bildes  ändert  sich 
dann  möglichst  wenig  für  die  hellsten  Strahlen  des  Spectrums,  welche 
nach  dem  Früheren  in  der  Entfernung  —  zur  Vereinigung  gebracht 
worden  sind. 

Da  wegen  x,_,  =  6,f.2--  •  ^i-i^ 


£  = 


m/r 


0 


7W,/r*     x,_, 


SO  folgt,  dass  der  Werth  von  x,_,  sich  für  die  dem  nämlichen  x  an- 
gehörigen  verschiedenfarbigen  Strahlen  möglichst  wenig  ändert;  die- 
selben vereinigen  sich  also  nicht  allein  nahe  in  demselben  Punkte 
der  Axe,  sondern  treten  aus  dem  Objective  auch  an  nahe  derselben 
Stelle  aus:  eine  Eigenschaft,  welche  man  auch  wohl  »Stabilität  der 
Achromasie«  genannt  hat. 

Eine  weitere  Bedingung  ist  von  John  Herschbl*)  aufgestellt  worden 
tind  betrifft  die  Forderung  der  Accommodation  für  verschiedene  Ent- 


^Diatischen  Objectivs  wird  aber  erforderlich  sein,  dass  ...  die  verschiedenfarbigen 
»Bilder  .  .  .  nicht  bloss  in  Eine  Ebene  fallen,  sondern  auch  gleiche  Grösse  haben. 
*Die  erste   Bedingung   beruht   auf  der  Identität  des  zweiten  Brennpunkts  für  ver- 
asch ieden  farbige  Strahlen,    die  zweite  auf  der  Gleichheit   der  Brennweite,    und  da 
Kliese  die  Entfernung  des  zweiten  Brennpunkts  vom  zweiten  Hauptpunkte   ist,    so 
»kann  man  auch  die  beiden  Bedingungen  dadurch  ausdrücken,   dass  beide  Punkte  zu- 
igleich  für  rothe  und  violette  Strahlen  dieselben  sein  müssen.  .  .     In  der  Theorie  der 
»achromatischen  Objective  ptlegt  man  nur  die  erste  Bedingung  zu  berücksichtigen. 
»Allein  bei  der  gewöhnlichen  Construction  dieser  Objective,  wo  die  beiden  Linsen 
»entweder    in  Berührung   oder   in    einem   äusserst  geringen  Abstände  von  einander 
»sich  befinden,    wird    die  Lage   der  Hauptpunkte  von   der  ungleichen  Brechbarkeit 
»der  Lichtstrahlen  so  wenig  aflicirt,    dass   die   zweite  Bedingung  von  selbst  erfüllt 
»ist,   wenn  nicht  genau,  doch  so  nahe,   dass  eine  merkliche  Un Vollkommenheit  nicht 
»daraus  entstehen  kann:    auch  lässt  sich,   wenn  man  es  der  Mühe  werth  hält,   die 
»Dicke   der   Linsen   so   berechnen,    dass  eine   genaue  Identität  des  zweiten 
»Hauptpunktes  für  ungleiche  Strahlen  stattfmdet.     Anders  verhält  es  sich  hin- 
»gegen,    wenn   die   convexe  Kronglaslinse  von   der   concaven   Flintglaslinse   durch 
j»eineu  beträchtlichen  Abstand  getrennt  ist.  .  .« 

*)   Philosoph.  Transactions,    1821,  S.  227  u.  255. 
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fernungen.  Der  Ausdruck  fUr  die  reciproke  Yereinigungsweite  •' 
hängt  von  der  durch  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  be- 
dingten Grösse  tto  ab,  und  man  hat  den  Einfluss  einer  Aendening 
ötiq  zu  untersuchen ,  wenn  das  Linsensystem  für  verschiedene  Ent- 
fernungen des  beobachteten  Gegenstandes  eingerichtet  werden  soll. 
Sei  dei-  genannten  Aenderuug  entsprechend 

so  wird  der  Term  dA  =  ötj^  allen  Strahlen  gemeinschaftlich  sein, 
während  die  übrigen  Terme  von  dem  Abstände  x  abhängen.  Diese 
Glieder  mtlssen  also  bei  einer  Aenderung  der  Entfernung  die  für 
einen  bestinunten  Werlh  von  tt,,  bestehende  Aplanasie  beeinlrüchliiien, 
wenn  sie  nicht  für  sich  verschwinden.     Da 

SO  wird,  wenn  Grössen  von  der  Ordnung  x^djil  und  x^(y;ro  vernach- 
lässigt werden  sollen,  die  Bedingung 


ö^o 


=  O 


ausreichen,  um  m*  durch  ts^  +  dA  zu  ersetzen,  mit  anderen  Worten, 
um    das   deutliche   Bild    aus    der  Entfernung  --   in    die  Entfernung 

— 1^  zu  versetzen.  Da  die  Längeneinheit  beliebig  gewählt  werden 
kann,  so  ist  diese  Verrückung  unbedenklich  und  hat  nur  eine  Ver- 
schiebung des  Oculars  zur  Folge.  Dagegen  fragt  sich,  ob  nicht  der 
Achromasie  dadurch  Eintrag  geschieht.  In  der  That  muss  für  eine 
Aenderung  der  Wellenlänge  um  dl 

sich  ändern.     Allein  man  zeigt  leicht,   dass   nicht   bloss   die  säinmt- 
lichen  Terme  von 


Ö  TT*       Ö    /  vi 


noch  in  die  Dicken  dj^  multiplicirt  sind,  sondern  es  ist  dieser  Betrag 
auch  in  Folge  der  Bedingung  d£^=  o  zu  vernachlässigen. 


^^1  DiopTRiscHE  Untersüchijngbn.  571 


•§.10.   Entwickelung  der  Bedingungsgleichungen. 

Bevor  wir  zu  nunierischea  Anwendungen  übergehen,  werden  die 
verschiedenen  im  Vorstehenden  enthaltenen  Bedingungsgleichungen 

4  '  5 

dA  =  o ,         dÄ  =  o ,         (/  fi",  =  o     und     r —  =  o 

der   weiteren  Entwickelung  zu  unterwerfen  sein.     Wir  beginnen  mit 
der    Ableitung  der  Werthe  von  A  und  B. 
Die  Addition  der  Gleichungen 

ergibt  sofort 

^vo    A  die  Werthe  von  i  bis  i — i  durchläuft.    Nimmt  man  das  erste 
und    das  letzte  Mittel  identisch,  z.  B.  als  Luft,  und  setzt  demgemäss 

fHi^i  m  j         allgemein         w^t  =  wwj ,         dn^  =  m  dn^ 
so    wird  wegen 

Auf  ahnliche  Weise  folgt  aus  der  Combination  der  Gleichungen 
des   §  2 

Da    B  den  CoefScienten  der  in  x^  multiplicirten  Glieder  in  z/tt'  dar- 
stellt, so  hat  man  einfach 

* 
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ZU  setzen'*^   und  (M-hillt 


2     I 


n  =   >,e.2...^,-,/^{/^+*J/v, +*^2/>2.. 


/t^  •  •  *i-l.)   t,-!] 


Auch  die  Aufsuchung  dos  Werthes  von  L  bietet  keine  Schwierig- 
keit; nur  wuchst  die  Menge  der  zugehörigen  Glieder,  wesshalb  wir 
uns  darauf  beschränken,  das  Resultat  in  abgekürzter  Form  hiozu- 
sclueiben.     Man  findet 

Hier  bedeutet 


mAi 


so  dass  nicht  allein 


sondern  auch 


u  = 


2B  = ./,: 


.2f     .*+! 


2     .kv 


Wenn  ii  verschwindet,  kann  man  den  obigen  Ausdruck  sclii-eiben 


i— 1  j  / 

^  ik=I  l  *^  ^ 


■^-1. 


und  falls  auch  die  Dicken  r/^  vernachlUssigt  werden  dürfen 


I  1 


c  =  ;  v,./;  ;iV,_A;_,_T»-  r,_,+4>A_, 


»-1 


■«    -^  -^0  ■ -'Jt-I  —  ^^k  +   ^*-I  "*"  ^A  ■="  4  *'*-! 


iL-==t 


Für  drei  Brechungen  erhiUt  man  z.  B. 

C=g'^^-{L:iV-i\', +  7+7,-437; -L,'.iV,-iV,+  r,+  T,-4M,\ 

oder  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für  Jtf,   ;V  und   T 

2L(s«,  — (^ (?,"*- (>2— 37^2.:+ ?r    (TT   _p.J— ;ij(.-i^_o  ,^1 


'^j    Die  naclifolgentleii  Glieder  der  Enlwickeluiig  von  x,-  coatribuiren   zum  Coe 
licieiitcn   C  u.  IF. 
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Wenn  es  sich  nur  um  approximative  Werthe  von  C  handelt,  so 
wird  man  die  eben  gegebenen  immerhin  complicirten  Ausdrücke  nicht 
zu  berechnen  brauchen,  sondern  kann  mittelst  der  strengen  Formeln 
des  §  I  die  Verieinigungsweiten  ro'=  A  +  Bk^+Cx*  für  einige  nu- 
merische Werthe  von  h  aufsuchen.     Dann  wird 

f^  —  -        . 

wo  allerdings  die  Kleinheit  von  Zähler  und  Nenner  die  genaue  Be- 
rechnung des  Quotienten  erschwert.  Setzt  man  x  =  A£,  x  =  XK 
und  subtrahirt  die  zugehörigen  Werthe  von  lar*  resp.  jS%  so  erhlllt 
man  nach  dem  Früheren  die  Differenz 

m'—m'=  ^K'iß  +  jCK') 

Die  Addition  dagegen  ergibt 

=  2  a  +  -bk^)+^k\d  +  ~(:k^ 

4  10  ^  5 


mithin 


A  +  ^BK'  =  ßw'+~ßm' 


wo 

/?=  —0.2144345,  /?=  +1. 2144345 

die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x  —  ~  sind.  Zur  Prüfung  der  Ge- 
nauigkeit (mit  Rücksicht  auf  die  Vernachhlssigung  der  höheren  Glieder} 
wird  man  endlich  noch  x  =  Ä  und  x  =  KY^  setzen,  d.  h.  m'  für 
diejenigen  Strahlen  streng  berechnen,  welche  §  6  zufolge  die  grössle 
l^ngenab weichung  erhalten  sollen. 

Es   handelt  sich  noch   um  die  Ausführung  der  Differentiationen 

nach  m  und  tt«.     Hierzu  dienen  die  Hülfswerthe 

« 


OTT*  ,  Ö7f' 

m-  L—        ssz    f)       —  TT* ,  Vi.  .      -      =  o 

Alihttiidl.  <l.  K.  S.  ClespllüHi.  d.  WiksphscIi.  WIN.  3^ 
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denen  sich  die  Gleichungen 


d^i  =  — didi 


anreihen.     Für  die  Differentiation  nach  n^  wird  einfach 


\2. 


•OTT,  *     ^ 

w,.  r— ^  =  —  m  e,  c-i  ••''•- 1 

d/r„ 


Hiermit  folgt  weiter: 


ÖL, 


dm 
öl. 


*<- 


ÖL.. 


hm, 


i+i 


öl.. 


ö '''*>.>! 


öl. 


=   (^.—  ^/)^2 TT.-  ^.)  4-  S\T. 


=  -.(,,H"t-«^;V'2/f**»-^,) 


=  o 


=  w.y.(',..(',)'r. 


0 


nebst  den  abgekürzten  Bezeichnungen 


//*  /// 


///  /// 


S.  =  ;r .-  ^ .-  fv'//'-  ^ ._ ,    =  r*^ ._ ,  -  (; .-  '/f //. 


r.=  f/,'-^»-/r,W3/i'-^'4-3/r.-4(,.)  =  2  7i'-^'-(>,:*-2  7r.-^.  V.r'-^'.T 


r  +  l^i-»-' 


*)  Die  obige  idenlischo  Transfornicition  von  L-,  auf  «lio  bereits  H 
(2.  dioplr.  Abli.  S.  719  des  X.  Bandes  aufmerksam  gemacht  lial ,  führt  z 
ei^enthümliclien  Umformung  des  Aggregats 

welehes  dem  Aiisdrueke  für  B  analog  gebildet  ist.      Schreibt  man  nämlicl« 

1H1II  ^  ^  i'     '      I  ■■     I         Sil  »' 

'•'■-'  =         mm         "'   -e.-.)    ''",(iT'-p,._,l+  (»TT'; 
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en  wir  zum  demnUchsligen  Gebrauche  noch  beirügen 


§.11.   Fortsetzung. 


Schreibt  man  ferner 


^h   ^1^2«  •  *A-1^A^A-|-1  •  •  ^1-1 


=  —  J,e,rf.V — die^dn",.  —  d,,^x^i^_^d7i^*  ^  +  dffifjii^,,  +  rf,_te,^  |rf7r' 


-I 


Ö      /^ä<'a+4  .  .  ^-|\*  •     •  /  J  OTT*"*  ,  dTTjt  ( 

las   ol)ere   oder  untere  Vorzeichen  gih,  je  nachdem  fc  >  //  oder 
ist.     Damit  wird 


'■k         * 


imt  die  Difrerenz  L,.  —  ^-^i-i  tlie  Form  an 


f7i 

n  für  in  =  7») 

t— 1 

,  »  /  .  0  3 


•  -1 
ic  =s  1 


iHlt  man  sclilio^licli  den  Ausdruck 

m 

'elchem  später  Gehraucli  gemacht  werden  soll. 

erner   gelit    die    ohige  Formel    für   L,-  —  efL]^^,    wenn   man    darin   m  ==  m^. 
über  in 

88* 
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Ebenso  erhült  man 


sowie 


ÖÄ     1      I    I  (hL  4  dir,  4   4  01,  /  v4  öl,-.,  l 


0 


Endlich    ergibt    sich    durch     logarilhmische    Differentiation  des 
Werlhes 

wenn  n^  als  constanl  betrachtet  wird.    Da  nun  für  Strahlen  von  der 
Wellenlänge  /  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  K    die  Gleichungen 

A   =  TT*  =:  a  ,  rf  71*  =:  O 

ZU  erfüllen  sind,  und  bei  Ableitung  der  Vergrösserung  E,  li?  ver- 
nachlässigt worden  ist,  so  geht,  wenn  die  Dicken  d^  nicht  kleiner 
als  von  der  Ordnung  K    genommen  werden,  der  Ausdruck  hervor 


(/logfe,  =  ^i^d,e,y^y  +  d,^,e,^,-^-^^  ^ 

Man  sieht,  dass  bei  gegebenen  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhäll- 
nissen  das  Verschwinden  dieses  Ausdrucks  wesentlich  durch  die  Wahl 
der  Dicken  rf,  bedingt  sein  wird. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  die  noch  erforderlichen  Substitutionen 
zu  machen,  nach  d(»ren  Vornahme  die  folgenden  Werlhe  erhallen 
werden : 
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+  ^.,B|+  ^t  e\eX  . .  +  ^  (e.r, . .  .,_.)  V.B;..! 
I       n^  \'«jk-n  '**-••«  "»-4  " 

bat 

^  1  /  •_   *  /        _i_  /  ' '  #  *  /  *  /      I 


W 


\ 


^ifaä,  o       \*yi^^fi>M>         *,*//.*! 


In  dB  enthalten  die  in  7^_,  miillipliciiien  Glieder  den  Factor  dA 
id  dürfen  desshalb  weggelassen  werden.  Das  Gleiche  gilt  von  den 
it  (/,_,  behafteten  Tennen  in  dB  und  dE,   wenn   man  die  Glieder 

fl  d  ^ 

-^€,-»(/r,_,-c>._,)B;^.r//f._,       und  rcsp.      -  ^«.^^(/r.^,-.^..,)  (///.., 

"i-i  "»-I 

isniinnit.      Da    ferner    bei    Aufstellung    der    Bedingungsgleichungen 

ß=o,    r-— =z  o    und    (/£',=  o    Grössen   von   der   Ordnung   K 

3rnachlHssigt  worden  sind,  so  kann  man  nicht  allein  die  Gleichung 
4  =  o  damit  combiniren,  sondern  auch  die  Relation  Ä  =  o,  welche 
jf  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  K  exclusive  genau  ist,  zur 
creinfachung  'anwenden.     Damit  ergibt  sich  wegen 

Bjk  =   2(ei«2-  •  **-.i)  -^h  =   —  2(*i^i.  .  f,_i)  (*l*2-  •  **)  ^k 

ilglich  darf  man  schreiben: 
(€^€^..€j,fdn^y^^-[e^^,.,e-^y^yH^-S^^^^ 

n^  *"ä-i.i  "jk-f-«  "i-i  M 

bis  -^=^€.  ,-r^I  -!    ,  Letzteres  wenn  man  für  k  —  i  — i  das  Glied 

5j^^,-.,(^'-*-?,.J^L,     durch     +2'-^€._j7r,..-e,-.)^!-.  ««'^^^l^l; 


er 


—  2 
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Während  die  Coinbination  von  dA  =  o  iiitl  dE  den  Werlh 
mit  den  beiden  letzten  Uliedern 


oder 


-  -i--^/.-,«'.-«v'^-3-^»-3)^^'',-i-  !  Ci^-i>'--^.-i)^'"»-i 


"l-i  '»i-l 


liefert. 


§.  12.   Bedingungsgleichungen  für  drei  und  vier 

Brechungen. 

Für  *  =  3   und  i  =  4  werden  die  Bedingungsgleichungen  xex- 
hältnissniHssig  einfach.     Man  erhält 

für   drei    Brechungen: 


«o 


dA  =  e^S^df^^'^  S^dn 


i 


r —  =  —  ^,^,^+e^r,+  r,  —  2  {->  e.ui.-^-  —  €^^^\ 

ÖTTo  2  l  «  «  «    >        «j  In,    *     *       w,    *     'I 

für  vier   Brechungen: 

4-  n^n'7t^d^'\~  n^n"7r^d^-¥  n^n"'7t^d^ 
d/1  =  ^j^i^\<iW|4-ejS,+  S3f/«3 
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0  /  V  /<!  71^1  7*j 

1  X  •  3 

=  --^e,(7r,-^,(/M4+4e,{8V/'^-^;7r|-ei)^'^}-4«8(^''--e3)rf''3 

Drei  Brechungen  finden  slatt,  wenn  bei  zwei  Linsen  die  Hinler- 
.'he  der  ersteren  mit  der  Vorderniicbe  der  zweiten  zusammenPdllt. 
n  hat  mithin  über  drei  Krümmungshalbmesser  und  das  Verhaltniss 
•  Dicken  zu  verfügen.     Dies  geschieht  durch  die  Gleichungen 

4  '  s 

dA  =  o  ,  dE  =  o 

dass  die  Werthe  von  dB  und  j-—  ausser  Spiel  bleiben  müssen'). 

ö7r^ 

Itei  vier  Brechungen  stossen  im  Allgemeinen  drei  Linsen  von 
>>chiedener  Brechbarkeit  aneinander.  Als  speciellen  Fall  hat  man 
anzusehen,  wenn  zwei  durch  Luft  getrennte  Linsen  das  brechende 
»lern  bilden;  man  hat  dann  einfach  m  =  1712=  m4,  dn^^  o  zu 
een.  Da  jetzt  ein  Krümmungshalbmesser  mehr  zu  bestimmen  ist, 
kann  eine  der  beiden  übrigen  Bedingungsgleichungen,  also  entweder 


dB  =  o         oder 


ÖTTo 


zutreten,  deren  Auswahl  von  dem  Zwecke  des  Apparates  abhängen 


*■  Es  könnte  scheinen;   als  ob  in  denjenigen  Fällen,   in  welchen  von  dem  Stall- 
CD  der  Gleichung  dB  =  o  abstrahirt  werden  muss,  die  Bedingung  dA  :=  o  viel- 

ir  durch  dA  -f-  —  K^d B  =  o  zu  ersetzen  wäre.    Zieht  man  indessen  in  Betrachl, 

4 

^  S.  555  die   ursprüngliche   Form  der  Bedingungsgleichungen 

Az=za^l.  CK^  ,  o  =  Ä  -h  —  CK* 

10  5 

inden  wurde,  so  ergiebt  sich  durch  Ditrerentiation  der  ersteren,  bei  Vernarh- 
igung  von  K*dC  und  unabhängig  von  dem  Werlhe  von  dB,  die  benutzte 
ichung  dA  ^=  o .     (Vgl.   die  Anmerkung  zu  S.  564.) 
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X  =  2*/  —  ta: 

^o     isi    nicht    allein    fx' — fx"=Fx' — ij  ^=  Afx'    von    der    ersten, 
sondern  auch 

Fx' — fj  =  dfx" — dfx' 

^'ou  der  zweiten  Ordnung.     Selzt  man  ferner 

fx'"=  2ill  —  ^^' —  ^^^ 

^^    ergibt  sich  analog   fx" — /\r'"=  Fx" — */  =  dfx" — dfx'    von  der 
"^vveiten  Ordnung  und 

Fx"'-y  =  dfx'"— dfx' 

Von  der  dritten  Ordnung  u.  s.  w.  Allgemein  erhält  man  durch  be- 
liebige Fortsetzung  dieses  Verfahrens  die  Ditferenz  Fa/"^  —  y  von  der 
n^"  Ordnung;  wenn  folglich  Grössen  dieser  Ordnung  vernachlässigt 
Werden  dürfen,  so  ist  a;  =  «r^**^  die  gesuchte  Auflösung  der 
Gleichung  Fx  =  y.  Wesentlich  bei  der  entwickelten  Methode  ist, 
dass  wenn  Fx  und  fx  bekannt  sind,  dfx  nicht  direct  gegeben  zu 
sein  braucht. 

Das  Verfahren  behält  unverändert  seine  Anwendbarkeit  bei  Auf- 
lösung eines  Systems  von  i  Gleichungen  von  der  Form 

wo  wiederum  Fi^^^  fi^+dfi^.  Denn  seien  xlxi..xl  die  Lösungen 
lies  Glcichungensystems  fti^yX^ . .  xl )  =  y^k,  wofür  wir  kürzer  /i' =  y^t 
schreiben  wollen,  so  sind  die  Differenzen  fV — !/k^=  ^fk  von  der 
ersten  Ordnung.     Sei  ferner  für  die  Argumente  x^  x^. .  xl' 

so  erhall  man  genau  wie  früher 

A'-A"=  t'i-y-  =  */■»>        K-yk=  df^'-sn, 

Grössen  resp.  von  der  ersten  und  von  der  zweiten  Ordnung,  u.  s.  w. 
Um  die  vorstehend  charakterisirte  Approximalionsmethode  auf 
den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,  wollen  wir  in  Gemässheit  der 
am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Voraussetzungen  in 
der  ersten  Approximation  von  den  in  rf,  und  /f^  multiplicirten  Gliedern 
absehen,  und  demzufolge  ;r*=.Ti,  t\  =  f ,=  i  setzen.  Dadurch 
vereinfachen  sich  die  zu  behandelnden  Ausdrücke  wesentlich  und 
man  erhält  zur 
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orsluii    A|)|)ro\iiiialioii    fUr   drei   Brecliungen: 

"  —  '\  =  7'i  —  ^)  {('  —  (fi.  +  ("2  —  i;  ((>i  —  <A, 


o  =  i(>  —  (;,  (/ w.  +  ((>,  —  (>.;  (iw,^ 


o  =  -  -!  (^„ — (>;  '^  "1  +  ^  ^  "  —  (^, '/  w , 


"i  "i 


Da  für  r  =  i  2//i/i  luil  Jl  /.usainnienPallU  so  kann  die  Glricliun 
//  =  o  in  der  Form  des  §  10  (Anmerkung  zu  S.  575;  auge\>aDil 
und   durch 

ersetzt  werden. 

Es  bleih(;n  noeh  die  reciproken  Vereinigungs\veil^»n  t'  =  t,  und 
t'=  TT.,  mit   Hülfe  der  Fundamentalgleichungen 

/u  eliminiren.     Man  erhält  sogleich,  wenn 
.m»selzt    werden,  die  WcMlhe 

^i  =  ^"=  -7i^"'+(w,-"i)(f/i+ei;l 
und  damit  wegen 

-h   //^  —  2  nl  4-  2;  r/*  +  (3  nl  —  3  //*  —  4;  ^'"9*-^  o "i+  -  ' 

.Man  hat  rolglich  zuerst  7    und  7.,  aus  den  linearen  GleicIiüUji^ 
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estiiiimen  und  hieraur  die  quadratische  Gleichuug 

(>j  aufzulösen,  wodurch  die  Werthe  der  reeiproken  KrUnimun&ts- 
rnesser  vermöge  der  zwischen  (>  und  (j^ ,  p.^  und  j/.^  bestehenden 
tionen  bekannt  sind.  Für  das  Verhältniss  der  Linsendicken  folgl 
ich 


d^  \nj     ^  —  ^0       ^''i 


Hansen")    schreibt  \or,    die   obige  quadratische  Gleichung  nicht 
tezug  auf  (>j ,  sondern  in  Bezug  auf  die  neue  Unbekannte 


rr  "|"t        /  -  " 


ulüsen.     Durch  Einführung  dieser  Grösse  nehmen  die  Werthe  für 
und  ^2  ^'^  elegante  Form  an 

man  erhält  schliesslich  vermöge 


/i,-h/i. 


P,   =  —  ITT, +  71     ) = -n 

er  ersten  Approximation 

'ie 


Vgl.   die  riioptrische  Abhandlung  Bd.  X,   S.  720. 
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§.  14.   Berechnung  des  Hansen  sehen  Objectivs. 

Der  tiiiinerischeii  Rechtuing,  welche  überliaiipl  hier  uiir  heispiel 
weise  gefuiirl  werden  kann,  wollen  wir  mit  Hansek  die  (iptisclM 
konstanten  der  Glassorten  des  berühmten  Königsberger  llelioiuek' 
objectivs  zu  Urunde  legen.  Tür  welche  Bkssel  -;  nach  Fralmiofer  d 
Zahlen  gibt 

,  ,  (in 

n  =  1. 529130  n  =  1.639121  -j—  =  2.02500 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  diese  VVerthe  in  der  That  den  lidUlt 
Strahlern  des  Speclrums  angehören.  Auch  werden  wir  die  \mk 
Ounbinationen  untersuchen,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  n^  =  n 
//  =  n  und  n.  =  n\  n.,  =  n  anninmit.  Ausserdem  setzen  wi 
a  =  I ,  TT,,  =  o . 

Es  werden  dadurch  vier  verschiedene  übjective  von  rnüÄiigen 
Krümmungen  erhalten. 

Die  Bedingungsgleichungen 

A  +  -UK'=  1  ,  dA  =  o 

4 

li  +  ^CK'  =  o,  '-^  =  0 

nebst 

.1    =  71:'"=     /,^  — i;(^  — ^^.-4-(,/^_,,(^j_^j4.„^7t'/r,(/,-f-w,vr  V. 
d  E  dn^  „,         ,  dn^ 


*     Hessel    in  den   Astronomisclieii   NarhricIUen  No.  415.    so^^ie  in  der  i*^'* 
liihrlichen  l'ntersuchung  ilos  Königsl)ergcr  Objcclivs,   Astronomische  UntersuchiH'P 
Bd.  I,  S.   IUI, 


II 
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rediicirten  sich  in  der  ersten  Approximation  auf 

oder       •'*  •  * 

--7('»»->K9i((>+^).9*-(3.9»-2).9  +  '',9t(.'?i-')} 
,    (In.       ,  ,  ,  rfn. 


n,  «, 


Durch   Siibstilulion   der  niimerisclien  Werthe  erhellt   man   ohne 
Schwierigkeit 

I.  für  »(  ^  n  ,    »«2  :=  n' 

9,  =  +4-683518,  .92  =  "»-2.312848 

i.2i8834«/</— 13.75992.9  +  37.88319  =  o 

iTiithin  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

g'=  +4.760852  ,  v"=  +6.528558 

II.  für  »,  =  n',    n^^  n 

9x  =  —2.312848,  «/.^=  —4.683518 

1. 21883499+ 14.75992.V  +  43.95530  =  o 

nebst  den  beiden  Wurzeln 

g' ^  — 5.281079,  ^"=  —6.828764 

Da  9,   und  — g    mit  einander  vertauscht  werden,  bleibt  der  Coeffi- 
cient  von  g^  ungettnderl,  also  a' ^  a,  wUhrend  zugleich 

fc'+fc  =s  I  ,  c'—c  =  \n^{n^  —  \)g\  —  \n^[n^—\)g'^ 

m 

Für  die  Dimensionen  der  hieraus  entspringenden  vier  Objective 
ergeben  sich  wegen 


*j    In    der   ersten  Approxinintion    darr  man   dem  vorigen  Paragraphen  zufolf^e 
Q^  =r  (Wj — i)g^  —  g  setzen. 
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die  Wertho: 

I.  2.  3.  4. 

Q     =    4-2.400856,       Q     =    -hl. 490041   ,       Q     =    +0.633150,       Q     =   -*•  3037726 

^,  =  —2.282662  ,     ^,  =  -«-3.80288g,     Q^  =  —4.050368,     ^,  =  -i-5-3503;4 

Q^  :=    +0.030186  ,       Q^  =    —0.880629  .       ^^  =    —  1.737520,       Q^  =   +O.667O5Ö 
r/,  =  0.711892^/,   ,       (^^  =  0.716165^/^   ,       (i^  =  7.619781^/^  ,       (^^  =  O.OÖaiQl^rfj 

Bei  den  Objecliven  1.  und  3.  geht  die  Kronglaslinse  voran,  bei  2. 
und  4.  dagegen  die  Flintglaslinse.  Die  Krümmungshalbmesser  der 
ersteren  stimmen  mit  den  von  Hansen  gefundenen  Werthen*)  überein. 
Das  Objectiv  i.  besteht  aus  einer  doppelt  convexen  KronglasliDse 
und  einer  doppelt  concaven  Flintglaslinse;  das  Objectiv  2.  besteht 
aus  einer  convex-concaven  Flintglaslinse  und  einer  doppelt  convexen 
Kronglaslinse;  das  Objectiv  3.  besteht  aus  einer  doppelt  convexen 
Kronglaslinse  und  einer  eoncav-convexen  Flintglaslinse;  das  Ob- 
jectiv 4.  endlich  besteht  aus  einer  convex-concaven  Flinfglasliose 
und  einer  ebensolchen  Kronglaslinse.  Die  Krümmungen  können 
s^mmtlich  als  wohl  ausführbar  gelten,  und  die  Dicken  sind  wie  er- 
forderlich überall  positiv,  obgleich  beim  3.  und  4.  OJbjective  die 
Kronglaslinse  übermässig  dick  werden  würde.  Wir  beschränken  uns 
desshalb  auf  die  weitere  Untersuchung  des  i.  und  2.  Objcctivs. 
welche  auch  geringere  Krümmungen  als  die  beiden  anderen  besitzen. 
Die  vortheilhaftoslen  Krümmungsverhältnisse  bietet  das  von  HA^sE^ 
aufgestellte  Objectiv  i,  während  das  Verhültniss  der  Dicken  sich  bei 
No.  2  günstiger  gestaltet,  sofern  die  doppelt  convexe  Kronglaslinse 
bei  ersterem  von  geringerer,  bei  letzterem  von  grösserer  Dicke  sein 
soll  als  die  anschliessende  Flintglaslinse. 

Da  die  Oeffnung  eines  Objectivs  caeteris  paribus  um  so  grösser 
genommen  werden  darf,  je  kleiner  die  Linsenkrümmungon  sind,  uml 
die  Summe  der  p  bei  No.  i)  4.71,  bei  No.  2)  6.17  betrügt,  so  mau 
bei  1)  /i  =  — ,  bei  2)  A' =  —  gesetzt  werden  *"").  Bei  den  ('onvov 
linsen  sind  die  Minima  der  Dicken  durch  die  Formol 

r-2 


2  >^  '^  I 


•        •        • 


S.  723   dor  »dioptrisclien   Unlorsuoliungon". 
'*     SelbstvtM'slJindllch  ohne  damit   «Host»  Werllii»    für  <lie  Praxis  als    ht»sün«l»TS 
vortheilliaft   präjiidicireri   zu   wtillen. 
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geben.  Diess  würde  für  die  Kronglaslinse  dos  ersten  Objectivs 
=  0.0058544,  beim  zweiten  Objectiv  rf^' =  0.0037468  ergeben, 
ii  Rücksicht  auf  die  S.  602  citirten  Bemerkungen  Repsold's  müssen 
ir  diese  Werthe  auf  e/,  =  0.0066667 ,  (l^  =  0.0053333  erhöhen, 
id  erhalten  die  zugehörigen  Flintglasdicken  in  der  ersten  Approxi- 
ilion  ^2  =  00093648 ,  d,' =  0.0038195  .  hnmerhin  würden  die 
AirNHOFER'schen  Maas.^e  beim   Königsberij:or  Heliometer,  nämlich 

^  =  35  9  (/,  =  6  ,  iLi  =  4 

le  weitere  Vergrösserung  der  DickcMi  indiciren,  beim  ersten  üb- 
tiv  etwa  um  ~ ,  beim  zweiten  um  — .  Eine  Vergrösserung  der 
ntglasdicke  dj^  dürfte  jedoch  beim  ersten  Objectiv  kaum  zulässig 
cheinen,  während  beim  zweiten  Objectiv  dl  auf  0.0047744,  d^  auf 
)o66667  ohne  Bedenken  erhöht  werden  kann.  Wir  werden  dess- 
b  bei  den  Kronglaslinsen  beider  Objective  den  Werth  rf  =  — 
•  weiteren  Rechnung  zu  Grunde  legen.  Endlich  wollen  wir  noch 
;  zweite  Objectiv   2  "^   für  die  Oeffnung  A'  =  —   und  die  Kronglas- 


ke  d  =  —  untersuchen. 
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§.  15.   Zweite  Approximation. 

Wenn  wir  uns  zur  zweiten  Approximation  wenden,  sind  vor 
eni  die  Coefficienten  A  B  C  \n  der  Entwickelung  von  er"  auf- 
uchen.     Durch  die  Berechnung  des  Kettenbnichs 

I    •    I    •    I    •    I    •    I  I 

s^     ^1     ^1     ^      s         A 

M\  was  dasselbe  ist,  des  Gleichungensystems  (vergl.  S.  547) 

n^TT    =    —  Ä,  =s   J-—1 

trr 

71     =   1/2  71 1  —  ^2 

3bon    sich    für   die    beiden    Objectixe   die    reciproken  Werthe    der 
einigungsweiten  der  Axenstrahlen 
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1.  2.  2*. 

n    =  0.8307763       0.5809922       0.5809922 

7t^    =s  0.8354031  0.5826084         0.5830137 

Tt"  =r  0.6261696  0.3509721  0.3514067 

TT,  =  0.6298632  0.3517953  0.3524387 

7r'"s=    1.0131292  1.0039077  1.0048918 

Zur  Controle  rechne  man 

A  =  7r'"=  {n^  —  i)  g^  —  'n,^  —  i)  g^^  +  n^nn^d^-hn^n^d^ 

Für  die  Ableitung  der  Werthe  von  B  und  C,  d.  i. 

bedarf  man  der  früher  eingeführten  Hülfsgrössen 
I  m^m^.  «  — n,— I    , 

—  A,  =  — ^^ [Tt    —  p,    (iw,-l-m7r    — /wo,)  =  — = in    —  Q^\    /k  +  i^   -^. 

Da  C  in  den  Bedingungsgleichungen  nur  in  A'  multiplicirt  vor 
kommt,  haben  wir  bei  der  Entwickelung  des  obigen  Ausdrucks  nich 
allein  B  =  o  gesetzt,  sondern  uns  auch  die  VernachUissigung  de 
Dicken  gestattet.  Wie  leicht  ersichtlich  kann  man  daher  auc' 
schreiben 


^=^{^^9,(9  +  9 -3^.)  + -^^9 


TT"] 


i, [», (e,  +  ß»-  3 ^")  +  :^ ff ''. -  rr"' in" -e,)]\ 


«. I 


*)    Der  vollständige  Ausdruck  für  C  enthält  ausserdem  noch  die  Glieder 


DiOPTRiSCHE  UNTEBSrcIll'NGEN 


589 


Dio  numerische  Rechnung  ergibt 


üich 


I. 

2. 

2*. 

'^f«  ^'  =   0.495771g 

9.8g59557 

9-8959557 

^8^^M=      0.57232397/ 

0.5450885« 

0. 5448523 w 

'^m  ^-"i^     9-7836111 

0.4390635  . 

0.4398328 

Ä  =  -h  0.0301033 

-f-  0.0050896 

-f-  0.0063488 

C   =  —  12.8098 
h 

—  15.6849 

-15.7054 

• 

11 

—  BK*  =          1. 0131480 

1.0039097 

1.0048958 

—  rÄ''=  —0.008326 

—  0.025025 

—  0.040767 

Ferner  erhält  man  die  Werthe 


lg  S,  = 

I12  .s.  = 


0.6726225 
0.3698782/? 


0.3628909« 
0.6721489 


0.3625747« 
0.6725461 


d  damit 
(lA 


(In, 


=     -1-0.0156268 


0.0042620 


0.0053393 


Gehen  wir  zu  den  Strahlen  (iber,    welche   das  Objectiv  in  den 
itfcrnungen  x  =  AA',  x  :=  XK  von  der  Axe  treffen,  wo  wegen 


k  =  0.91921 1 1 
A'=  0.5958618 


IgA  =  9.9634152 
lg^'=  9.7751455 


I. 


2. 


Is»x  =  8.6623852 
Igx  =  8.4741155 


8.5654752 
8.3772055 


8.6623852 
8.474II55 


hat  man   für  a  =  o  die  strengen  Gleichungen  des  §  i 


«,sinc(>    ^  sinw  =  xß 


-w'=  aj 


«^sinc«>"=  /l^  sin  w, 


^,sinw^  =  ^^sin  w"-i-  r/^— ^,o^^/^)sin  la^-hw,— w"=  a,) 


/'/ 


smc(>    =  «2^1^  ^i 


^"•bun^ii.  d.  K.  S.  GoMellsch.  d.  Wissons.h.  XVIII. 
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ff*  "^   • 


Sinai'" 


fflr'"  sin  f  a,  -h  w,  —  «w"'  =  «,) 

oder 


^1         '  "  »f«l  0^1 -»-«^i 


Wenn  (;    sehr  klein  ist^),  so  reclinrl  man  genauer,  indem  man  düir 
Multiplication  der  Formeln 

^ ,  sin  -|  !'a, -I-  w^  cos  J  (a,  —  w,)  =  ^,  sin  ^  (a, -i-  w")  cos  |  •  a,  —  oi" ^iMi^'''* 


Qt    _  2  sin-J^  (of^-t-  ««>t)  cos^  (of,—  ««^'" 


1 


üt'"  sina, 


(>.^  elirainirt,  wodurch 


%  = -T 3-^r7 ^{2sm4a,+  ci/     cos4(a,— w'   —  o.d.sinff, 

nr"       smajCos^ia,— ftf,)  l         ^    '  *^  *  vi  *     « 


Man  erhalt  fUr 


1 


I. 

2. 

2*. 

lü 

= 

6"2o'    6'/663 

3"  8'26'/i83 

3^55' 36:717 

(O' 

= 

4     8   17-37» 

I    54  55.542 

2   23  40.331 

«. 

=: 

2     11     49.292 

I    13  30.641 

I    31   56.386 

'". 

= 

—  8   12  37.822 

4-6  46   58.170 

8   29     2.288 

=; 

—  7  39  22.050 

4-7    16   23.751 

9     5  57-^22 

f'. 

= 

-»-  1   38  33.520 

-f-o  44     5.060 

0  55     1.432 

<^i 

= 

-  1   33  49.875 

-2   34   52.156 

—  3    13  21.37*' 

w'" 

^ 

-2  33  49.98» 

—  3   56   55.361 

—  4   55  52.5Ö1 

«3 

^ 

4-2    38   33  626 

4-2      6     8.265 

4-2   37  32.641 

07'" 

s= 

1.0131345 

1.0038859 

1.0048347 

w     = 

4«   6'    6'/507 

w'   = 

2  40  52.078 

a,    = 

1    25    14.429 

w,   = 

— 

5    18   19.070 

Vi       = 

— 

4   56   54.140 

ü,  = 

+ 

1      3  49.499 

2«   2'    6';899  2"32'39;'7o; 

1    14  29.427  1   33     7.030 

o  47  37.472  o  59  32.677 

4  23  24.814  5   29  11.83g 

4  42   24.137  5   52  57.43^ 

o  28  38.149  o  35  47.080 


*     \.^l.   lhiiis(Mi,   Dioptrisclic  rnlcrsiicliiingeii,   Art.  33. 
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Ccij  =  —  I   O  45.909 

—  I  40  26.080 

—  2     5  25.558 

ai'"=  —  I  39  36.612 

-2  33  36.416 

—  3  II  50.976 

a,  =  -1-  i  42  40.202 

-h  i  21  48.485 

•4-  I  42  12.498 

ot'"=   1.0131513 

1 .0039062 

1. 0048861 

Die  Verification  der  Gleichungen 

ßw"'+ßm"'=  A  +  '  Bh*  Ig/S  =  Q.33 12946« 

4 

i3r"'-^'"=  J^A'*(Ä-hy  CA'*)  Ig|tf  =  0.0843741 

lies  §  10  kann  zur  C.onlrole  dienen.  Will  man  auch  den  Gang  der 
Strahlen  berechnen,  welche  fabgesehen  von  den  Strahlen  in  der 
Nahe  der  A\e^  der  grössten  spliürischen  Abweichung  nach  ErfUlhing 
der  Bedingungsgloicliungen  unterworfen  bleiben,  so  hat  man  nach 
§6  X  =  Ä  und  X  =  A'„  =  Ky—  zu  setzen,  also  die  Werthe  zu 
siibstituiren 

Ä'    8.6989700  8.6020600  8.6989700 

A'„      8.5880456  •     8.4911356  8.5880456 

Die*  L^ngenabweichung  betrügt  ini  ersten  Falle  ^CK  ,  im  zweiten 
—  -CK  ,  wahrend  für  die  Centralstrahlen  tt* — a  =  -CK  Äre- 
funden  wurde*). 


§.  16.  Fortsetzung. 

Die   zu   berechnenden   Gleichungen   der   zweiten  Approximation 
werden  nunmehr 

I.  2.  2*. 

"i"~''.(/i~ !'*i""^  ffi  =  -1-0.9868520   -1-0.9960903  -♦-0.9951042 

(U  —  n*,   *  =  —0.0156268   —0.0042620  —0.0053393 

ag*^hß  -^  r  =   -4-0.008326  -HO. 025025  +0.040767 


'■  Wenn  im  vorigen  Paraj^Taphen  schiitziingsweise  dio  orstc  Potenz  der  Ob- 
jecli\üfrnung  K  der  Siiinine  der  re<i|>roken  Linsenhalbinesser  iinifj^ekehrl  propurlional 
angenommen  wurde,  so  kann  man  bemerken,  dass  bei  den  hier  betracliteten  beiden 
01)jetii\en  vielmehr  die  Werthe  «les  Coeflicienlen  T  jene  Proportion  nahezu  er- 
füllen. Die  Forderung  einer  gleichen  Längenabweichung  würde  folglich  auf  die 
Proportionalität  von   Ä"*  führen. 

39* 
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a  ^ 


'•  =  T  "i  —  i)  "i.'A -  Y '>'. -  • .' "t9*i{9t—  " '"; 


^,  =  --  /f, 


I 

2 


7r    , ■ 


2W,W, 


9 


Q  =  Q^ 


^i  > 


^t 


.9i 


-?^ 


Eine  analoge  Rechnung  wie  in  §  14  liefert 


r/4  =  -1-4.645038 , 
j,  =  -4-2.301564 , 


—  2.314368 , 
-4-677965 , 


nebst  den  quadratischen  Gleichungen  für  g: 

1)  1.203345^*—  13.53697  </  + 36.9623g  =  o, 

2)  1.214365  ff* -I-  14-718643-1-43.78337  =  o, 

2*)        1. 213238  ff*  -h  14.70827  ff  -h  43.73076  =  O  , 

Flieraus  entspringen  die  Objectivdimensionen 


11. 


2.427538 
2.217500 

ü. 084064 
0.66681 6  r/. 


-f-  1.464630 
-H  3.778998 
—  0.898967 

o.  7  3  3444  ^i 


ncb.si  (h^n  Verein igungsvveiten 


7C,    = 
7t"   = 


7r,  = 


0.8400090 
0.8447396 
Ü.6392524 
0.6433040 
1.0008249 


0.5710839 
0.5726832 
0.3420514 
0.3428332 
0.999907 1 


Damit  gehen  die  Werthe  iiervor 


L 


0.5101716 

0.5516460;^ 

9.7086440 

0.6691028 

0.3681604;* 


9-8735448 

o.  5405492 w 
0.4466893 
0.363 1903 w 

0.67I587I 


-2.314757 
—  4.676571 


ff  = 

9  = 
,9  = 


-♦-4.664828 

—  5.240Ö19 

—  5.226og2 


1.455472 
3.770229 
0.906342 
0.740348//, 


0.5675132 

0-5695073 
0.3392780 

0.3402399 

0.9998438 


-    9.8653728 
0.5  386049 /» 
0.4509407 
0.3629558«- 
0.6718220 


folglich,  mit  Berücksichtigung  des  in  7^  mulliplicirten  Gliedes  im  Aus- 
drucke von  (j   'S.  588) : 
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(In, 

0.0000406 

—  0.0000598 

—  0.0000961 

• 

0.123930 

-f-  0.027766 

-h  0.040074 

(.'  =  

1 1.3060 

—  15.1146 

—  14.9472 

?A «  =  + 

1 .0009024 

-h  0.9999182 

-h  0.9998688 

'A*  =  -h 

0.089742 

—  0.001254 

—  0.004768 

Für  die  dritte  Approximation*     sind  denmarh  die  (ileiciumgen 
sen : 


'  .Vi—  "i-J  !U  =  +0.9859496 


0.9901721 


dn 


fh^fU'i       =   —0.0165674  —0.0042022 


Ulf' 


üff-hr  =   —0.081416 


0.026279 


-♦•o.()952354 
—  o.(X)52432 
•4-0.045535 


Berechnung  die  Resultate  ergibt 


!/i  =  -»-4.642203 
f/,  =  -4-2.300628 

1.202279  (/'—  13.50156// 
1.214462  7*-i-  i4.7ioi()  7 
1 .213302  r/*-h  14.698097 


III. 


Q 


2.390055 
2.24^ 148 

o.05747f) 

0.684698  (/^ 


—  2.314409 

—  4.678169 

.36.949^2  =  o, 

"43-75256  =  o, 

—  43.69071   =  o  , 

+  1.460335 

-*-  3-774744 
-0.903425 

o. 735808  c/^ 


2.314822 
4.676898 

ff  =  +4.723144 
(f  =  —  5.248807 

.7  =  -5-234747 
1.448060 
3.7Ö2883 
0.914015 
0.7452  lor/^ 


Die  Vorherciitungen  zur  vierten  Approximation  liefern 


''1  = 


0.8301531 

0.8347731 
0.6282336 

0.6321001 
0.9993523 

0.4947942 
0.5566320?* 

9.7359530 
0.6687896 
0.3677850/? 


0.5694092 
0.5710042 
0.3405578 

0.3413327 
0.9999716 

9.8697183 

0.5396871/? 

0.4493408 

0.3632012/? 

0.6715977 


0.5646233 
0.5666103 
0.3367012 

0.3376485 
0.9999416 

9.8587208 
0.537112211 

0.4554745 
0.3629734/? 

0.6718347 


I    Die  numerische  Ausrühnin^  der  folgenden  Approximationen  verdanke  ii'li  der 
es  Herrn  Hr.  Feddkrse.n. 
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-  -     =    —     0.0008085  —     O.OOOOn5  —     O.OC'0O220 

(in^ 

B  =    -^     0.061697       -h  0.036428       -h  0.0551  IG 

("=—11.7198         —  15.II31         —14.7848 

yi-f-  '  ÄÄ'*  =  -h  0.9993909      -h     0.9999862  ,   -H  0.9999760 
4 

^TH TA*  =  -h  0.025537     -f-  0.007411      -H  0.010757 

wobei  (l(M*  voll.sUindige  Werlli   von   f^'   l>eiiiitzt  wurde.      Diiiiiil   fob^ 
die  Gleicliiiniien 

l"i"~Oü/i~  f'i—  i  .7i  =  -+-(). v)8655H7  -I- o.(*96i859  •4-o.9Q525,4 

5/1  —  .Vi-;/-,-*  =  — 0.0157591  —0.0041887  —0.005221: 

uy*  -^hg-i-c  =i  —0.107955  -♦-0.018868  -1-0.034778 

liebst  den  Lösungen 

9,  =  -1-4.6438609        —2.3144073        —2.3148228 
(ft  =  +2.3010471         —4.6781925        —4.6769430 

1     1.202993  .7*—  13.51004  V-h  37.01268  =  0,      7  =:  -♦-4.74165I 

2        1. 214477  r/*-!-  14.71054  7-1-  4^76126  =  0,  7  =  — 5.2525.'6 

2*        1.213420  7* -h  14.698697+43.70368  =  0  .  7  =   —  5.24CO70 

I.  2.  2*. 

Q     =-»-2.378523  -h  1.461  100  -1-1.148687 

^,  =  —2.265337  -♦-3-775508  -I- 3-7^^510 

^j  =  -1-0.0^5710  —0.(102685  —  o.(»i?4>^ 
^|^  =        o.oo()ö6ö7                <). 0049011  0.0062050 

(1^  =        0.0094468  0.0066667  0.(^083333 

A'  =        0.05  0.04  0.05 

Mit  diesen  Werthen  ergibt  sicli 

n'"  =  -h  0.9994910  -1-0.9999842  +0.9999668 

^  CA' =  —0.0000226  —0.0000116  —0.0000277 

10  ' ' 

Da  die  initgelhiMiten  numerischen  Kesultate  nur  als  IU»chnuni;sl)<M>vi^'* 
dienen  sollen,  so  hal  man  bei  den  Objediven  2.  und  2'.  nicht  fü' 
nothig  gehalten,  eine,  fernere  Approximation  auszuführen.  Üagegt* 
liefert  für  das  erste  Objectiv  die  Controlgleiehung  jt'"  =  1-+ Hl 
eine  viel  zu  grosse  Abweichung,  um  cUeselbe  etwa  den  Glieile 
h()herer  Ordnung  zusclireiben  zu  können.  In  der  fünften  Appro' 
malion  verringert  sicIi  diese  Dilferenz  beträchtlich.  Man  erhült  i 
durch   für  die  Dimensionen  des  ersten  Objectivs: 

Q      =    +2.37724^,  Q^    =    —  2.2O8188,  ^,      =    +0-033377 

(l^=        Ü.0066067  ,        ^'i  =        0.0094146,        /i     =        0.9999272 
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§.17.   Erste  Approximation  für  vier  Brechungen. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Formeln  der  ersten  A|)pro\imation 
fi*«'     ^'ier  Brechungen: 


a 


o  =  7{"i(n.— I'  ?-?i)'''i+"»(n«-i)(C.  — et''''»+"j'."j-»M>,-ß,)'F,| 
o  =  ^;?r,-p)dn,--^{(p-^,)n,rf"i->i-«i.«i<^"t)  +  ^(''"-?»'/", 

I  •  3 

liier   sind   zuvörderst   die  Werthe    von    /?,  S^  T^   zu   entwickeln, 
^a  nach  der  Bezeichnung  auf  S.  575,  für  <;,  =  i ,  jR^  in 

{Qi^-  ^,  P,  =»  (Qi^i-Qi)  {2  y  -  ft-,)*-4-  2  (TT.-  (>.)  V  TT*-  ^*_,+  p,«|P,-  Q^  I 

tibergeht,  und  ^S,  einfach  durch  p^^  —  p.  ersetzt  werden  darf,  so  er- 
halt man 

Eliminirt  man  hier  dn^  mittelst  der  Gleichung  dA  =  o,  so  folgt 
Hebst 

Der  Werth  von  r —  lUsst  eine  Transformation  zu,  wenn   T,  nach 
Analogie  von  L^  in  die  beiden  Theile 

T^  SS    (n^-l)  (TT.-  p.)  [(3«,+  l)  (TT,—  p.!  +  2  TT.]  - 

zerlegt  wird.     Damit  folgt 
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WO  zur  Abkürzung  geschrieben  ist 

Um  die  Werthe  der  t^  resp.  tt'  zu  eliuiiniren.  substituire  man 

Q  =  ^i  +  ''i  '  ?3  =  ^i-»-''i 

Man  erhallt  alsdann 

SO   dass  Ai  und  h^   als    lineare  Kunc^tionen   der  Differenz   [}^ — {/.^    an. 
gesehen  werden  können.     Ferner 

'*jVj=    ("3+2)^,—     (2/*3—  //j— 4    //^-+.4    //j-hl     .7"'    ^4  + 

+  {"3  —  «2  /?3  -H  2)  Ä,  -h  (3  /<3  —  3  //3-  4:  7f *'A^+   3  ''3"+-  2  '-y*'/'" 


so  wie 

w,T,  =  (3/»*-.3;,,— 4)/,^— 4(/j^4-ijß^+2(3fj,-h2  iT^ 

^'jT,  =  =:3"I-3"3-4;/'i-4('i3-»-i;?4+2(3w,-H2, 7i''' 

Die    vorstehenden    Gleichungen    vereinfachen    sich    durch   Kin- 
fuhrung  neuer  Variabein  A  und  //'  mittelst  der  Gleichungen 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  Formeln 
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2 

nithin 

".'^i  =  (i+f)(^'-Ä)'-(3A,-27r,)(Ä'-Ä)+nA(^-7rJ 

Hjf,  =  (i-*-  -.)A''+/»*+i(n,-i)A,-i-(«,-i.A4+7r„+7inA' 


T3  =  4(i+{)(/''+/'j-K+3./'*+2// 


Betrachtol   man   veriiiöi^e  der  Gleichungen 


,  und  //.  als  lineare  Functionen  von  // ,  so  werden  T,  r  T  linear 
'  Bezug  aul*  die  beiden  llnlx^kannlen  h  und  //',  wlihrend  V^,  ^/*\  ^h .^ 
»^selben  in  der  zweiten   Diini^nsion  (»nthalUMi. 

Die  Gleichungen   für  B  und   ^^ —  werden   nunuK^hr 

Hier  bietet  sich  für  die  letztere  Formel  eine  weitere  Reduction  dar. 
Schreibt  man  nämlich  wegen 

'*« 
Jie  Ausdrücke  für  T  in  der  Form 


IV 

TT 


T,  =  4(1+  ^  )(/''+/';  -  2:;«,+  i)Ä,+  (n,-i;/',+  -^  (",-')  A  +"0+  ^' 


IV 
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so    zerstören    sich    die   in    n^ — i,    n^ — i    und    w, —  i    multiplicirten 
Glieder  gegensoitig  und  niun  erhHil 

Die  Gleichung  für  die  Linsondicken  aber  niinint  jel^rt  die  Gestalt  an 

Kehren  wir  endlicii  zur  Gleichung  dB  =  o  zurück,  und  schreiben 
dieselbe  in  der  Form 

SO  sind  nach  dem  Früheren  die  Aggregate 

X,  =  (71 '- ß*-  //,- (>,)*- Y (^ - ^;) ^ - ^.-4- ^,) 

zu  entwickeln.     Eine  leichte  Rechnung  ergibt 

X.=       -^(A'-A-».*.)*— ^:A'+A)*+(|A.  +  i-A)fA'-(i-fV'-«,A.-''.l 

'\=-:^.(Ä'+A-''3''*^*+-,^(/''-A)*-(T*.-^'^)f*'+('-^;)*-"A-^''l 

Auch   diese   Grössen   enthalten   die    Unbekannten    h    und   A'   in  A('y 
zweiten  Dimension. 

Uebrigens  kann  man  die  für  dB  und  - —  gefundenen  Ausdrückt' 
durch  Differentiation  verificiren,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

^    -  A  ^    _  ^'     = 

d/f'^  2/?  d/t'*  ,  OTT      ^ 

Es  handelt  sich  nunmehr  darum,  aus  der  Gleichung 
li    zu  eliminiren.     Diess  hat  entweder  mitlelst  der  Gleichung 


}ih 

öw, 

""" 

0  , 

U' 

f 

ö/i, 

— " 

''. . 

OTT 

^ 

K< 
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5r  mittelst  der  Acconimodationsgleichung  r^—  =  o    zu   geschehen, 

nach  dem  Früheren  beide  Gleichungen  gleichzeitig  sich  nicht  wohl 
illen  lassen.  Bezeichnet  man  durch  «,  6,  6\  ganze  Functionen  i*^®" 
des  in  Ä,  so  sind  im  ersteren  Falle  zwei  Gleichungen  von  der 
m 

aji'  -H«i//-f-</,  =  o         und         b^h'  -^b^h'-hb^  =  o 

einander  zu  comhiniren,  während  im  letzteren  Falle  die  zweite 
ichung  durch  c^h  +  c^=  o  zu  ersetzen  ist.  Nach  den  bekannlen 
;eln  der  Elimination  steigen  die  bezüglichen  Resultanten 


«1 

«i 

«• 

O 

o 

«1 

"i 

«3 

ft. 

b. 

^ 

O 

o 

K 

** 

b» 

=  o 


und 


«i 

«i 

^'» 

^•l 

c. 

o 

o 

^•l 

<^i 

=  o 


Bezug  auf  h  resp.  auf  den  achten  und  den  fünftem  Grad. 

In  si)eciellen  Fällen  erniedrigt  sich  der  Grad  dieser  Gleichungen. 

SS  und  Hansen  haben  gezeigt,  dass  die  Auflösung  von  Gleichungen 

vierten  Grades  ausreicht,  wenn  m  =  ni^  und  wenn  m^  =  m^  ge- 

st    wird.      Diese   beiden   Fülle   sollen   im    Folgenden   etwas   näher 

ersucht  werden. 


§.  18.   System  zweier  getrennten  Linsen. 

Das  Gauss'sche  Objectiv. 

Der  Fall  m  =  m^  oder  n^  =  i  tritt  ein,  wie  bereits  erwähnt, 
nn  das  Objectiv  aus  zwei  durch  Lufl  getrennten  Linsen  besteht; 
ichzeitig  verschwindet  dn^.     Alsdann  erhält  man 


a  —  TT^  = 


0 

o 
o 
o 
o 
o 


=  («1-0 TA-  (^'3-0 TA 


n 


n 
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Aus   den    beiden   ersten   Gleichungen    ergeben    sich   die  Werlhe  v« 
Aj  und  Ä^;  zur  Beslinnnung  von  //,  und  (>,  setzen  wir 


Qi  =  ''o+  "i-i;''i  — ^  ^ 


?t=  ^«'"'-»-/'a— '.^-v' 


wo 


»/ 


f»r 


.7  =  ^  "Qi—  "i  -'i-  ^ 


Damit  tbigt 


1   » 


.7    =  ^^—^*  =  "a   ''     -?i 


3 

in  Verbindung*'  enlvvediM-  mit  der  Gleichung   X^-i-X   =o,  d.  i- 

('  +  -^).V»  +  2{("|-1  --^)/'i+'fo/.'/-*.{'".-2;''i  +  «.!  = 

f  /  j  /  ff  j 

uder  mit  der  IlERSciiELscIion  Bedingung 

I  3 

bn    erslen    Falle    liiinmMi    (olglicli    r/  und  ij     r<>s|).   o^   uiiil  j/,  vu 

der  Auriösuui^    einer    Gleicliuni^    vierlen  (Irades"  .    im    zweiten  nii 

Non  einer  quadralischeu  (ileichung  ab.  Die  Gleichung  für  dK  ood 
lieh  lässt  sich  in  der  Gestalt  schreiben 

Ks  ist  vielleicht   ni(!ht  ohne  Interesse,    die    in  einem  BricIV  Nor 


*     Srlbstvorsl'aiidlioh   k;inn   man  auch   hier  <li(»  (lirocto  DitVerenlialioii  zur  W'P- 
lication    dor  (ileicliuni^oii    für    if  U    und    -c^ —    benutzen    und    zu    «Hesem  Belnif«*  «''^ 


Wertlie  der   partiellen   f)iirerenlial(|UOtienlen 

ö/?,         (^//^  dn^  •  '  ö«3         ö«3 

(^  ;/,,  OTT 


0  ^'"^0 


substituiren. 

*"     Clan  SS  in  der  Lindenau-Bohnenberger' sehen  Zeitschrift   für  A^tioiiomit''  • 
Dec.  1817    (Werke  Bd.  V,   p.  507). 
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an    ScHLMACHER    ((I.  (I.  25.  Jiifii  18 10)    in   erster  Approximation 
hrten  Werthe 

—  = +0.0556255— 0.0276427  tgy    =Q 

=     -h  0.0083843  -1-0.0276427  lg  y       =     —Q^ 

.,    =    -1-0.0129083—0.03398938009)  =   Q^ 

—  =    —0.0498917  -1-0.03398938009)  =    —  (>, 

n  zu  Grunde  gelegten  Daten*) 

/ro  =  o,  n,  =  1.5157,  /i,  =  1.6109 

7r'^=  —  ,  dn^  =  0.0052  ,  rfn,  =  0.0090 

ten.     Zunächst  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

^  =  0.5157/1,-0.6109/», 

O    =   0.0052  Ä4  —  0.0090Ä, 

irthe 

h^  =  -H  0.00640098  ,  Äj  =  +0.0369834 

pichung  ß  =  o  wird 

[8.884042]  g(j  —  2  [7.500982]  g  -H  [6.31 1751]  = 
=  :8.704524]^y—2[7.oo7754]^'-H  [5.553391] 

nicht  schwer,  diese  Gleichung  auf  die  Form  zu  bringen 


('■?'-)■- ('^r 


r  durch  die  Ausdrücke 

}  geleistet  wird.      Hieraus  entspringen  die  Werthe 

(j  =  -f- ü. 041 3942 -f- 0.0276427  lg  9) 

7'=  -h  0.0201016 -1-0.0339893  SOCf/> 


Gaiiss-Schumaclier  Briefwechsel,   Bd.  F,   S.  44/45.     Daselbst  stehen    durch 
der   die   Werthe    (^n^  =  0.0051     und    0.0339803  seci^- .      Uebrigens   setzt 
hinzu :     »Diese   Form   ist   n)ir  ei^enthümlich  und   wie  ich  glaube,   die  zier- 
die  man  iinden  kann.« 
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welche  unmittelbar  zu  den  GALss'schen  Formeln  für  die  Krüminuiig&- 
halbiuesser  führen. 

Gauss  lässt  a.  a.  0.  den  Winkel  (p  beliebig  (»der  Winkel  (/  kann 
nach    Gefiillen    angenommen    werden«) ;     fügt    man    die    Bedioguns; 

rf/i  =  o  q^ler  : —  =  o  hinzu,  so  erhält  man  zu  seiner  Bestimmumj 

eine  Gleichung  vierten  resp.  zweiten  Grades,  wenn  man 

setzt.  Bei  der  strengen  Berechnung  des  Objeclivs  für  Repsolh  führt 
dann  Gauss  die  Werthe  (/,  =  0.21  ,  rf^  =  o.  11  ,  A'  =  2.5  ein  und 
tindet 

=     26.202    ,  =     —  42.972    ,  -..      =     —   39.985    ,  -     =     +  100.84? 

^  ^1  (>i  ^3 

1  1 

[folglich  </.^  =  —1i  (^, —  {y^  =  o.(X)54]  >»Ich  habe«,  sagt  er,  ^ein 
System  von  Werthen  auf  das  Schärfste  berechnet,  wodurch  die 
äusseren  Farben  bei  den  sehr  nahe  an  der  Axe ,  und  zugleich  die 
mittleren  bei  den  in  einem  Abstände  von  2  Zoll  von  der  Axe  auf- 
fallenden Strahlen,]  genau  in  einen  Punkt  zusammengebracht  werden, 
und  mir  dabei  die  Bedingung  vorgeschrieben,  dass  die  zweile  uod 
dritte  Flüche*  nicht  viel  verschieden  sein  sollen.«* 

Im  Jahre  1817  endlich  verölfentlichte  Gauss  die  Maasse  eine> 
Objectivs,  bei  welchem  zugleich  die  rothen  und  die  violetten  Rand- 
und  (lentralslrahlen  zur  Vereinigung  gebracht  werden.  Die  Krüm- 
mungshalbmesser sind 


*)    Historisch   füj^cii  wir  noch   folgende  Notiz  hinzu.     Repsold   halto  jiofonl»n, 
(lass  die  dritte   Flache  einen   kleineren   Halbmesser  erhielte,    als  die  zweite,    ilainii 
die   Känder  der  beiden   Linsen   dicht  aufeinander  zu    liefen    kämen.      Doch  fand  tr 
nach   Schumachers    Bericht    (S.  33)    die   \on   Gauss    gewählten    Dicken  für  Jie 
praktische  Atisführun.ü;,    wej^en    der    eintretenden    Durchbiegung    beim    Poliren  «ier 
(jläser,  zu  klein  und  wünschte  desshalb  für  A'  =  2.28  die  Minimalwerthe  «/,  =  o.;v 
(/.,  =  0.216.       Gauss    erklart   sich   S.    54   bereit,    die   Rechnung  noch   einmal  fi>r 
eine  etwas  gnissere  Dicke  der  (iliiser  zu  wiederholen    (6.  Od.,,    worauf  dann  S.  5S 
am    19.  \o\br.    vergl.  p.  V:    Schumacher  an  Gauss  schreibt:     »BepsoM  l»-^^ 
j(?t/.t   nach   ihren  Formeln  ein  zweites  Objectis    \ollendet,    das  ohiierachtet  das  GU^ 
Streifen   hat,    Nortrellliche  Wirkung  thul.«      S.  70  bittet    Gauss,    ihm  die  Diuiou- 
^ioncn    des    neuen   ObjectiNS  wieder    milzutheilen,    da    er  Non    im^hreren   Pei>c»uen 
darum  angegangen  sei  und  die  Papiere  nicht  wieder  finden  könne.      Puhlicirl  scheint 
darüber  Nichts  zu   sein. 
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•ner 


4"  =  -♦-34I5-287  , 
Q 

—  =  -♦- 10133.007 

—  =  -♦-4207.421  , 

—  =  -♦-  2807.320 
^3 

A'  Ä  1083.687  ,       ftf^ 

s= 

0 

,^  =  28293.3 

7r 

d^  =  200  ,  d^  =  50  ,  d^  =  80 

•  die  rolhen  Strahlen:         w,  =  1.504348,         n^  =  i. 58181 

*  die  viüleUeii  Sirahlen:     n^  =  1.525976^         n,  =  i. 62173 

glich  in)  Mittel 

=  1.515162,         dn^  =  0.010814  ,         ^s  =  1.60177,         (in,  =  0.01996 

e  Ausfuhrung  der  Rechnung  nach  den  strengen  Formeln  ergibt  für 
=  o  und  &  =  18^30'  bei  beiden  Strahlengattungen  genau  w^^  =  7i'\ 
ihrend  für  *  =  13°  die  rothen  Strahlen  die  Vereinigungsweite 
289.3 ,  die  violetten  dagegen  28290.0  besitzen.  Die  gegen  die 
chtigkeit  der  GAtss'schon  Resultate  von  Santini  u.  A.*)  geäusserten 
^eifel  sind  hiernach  unbegründet. 


19.  System  von  drei  aneinanderstossenden  Linsen. 

Wenden  wir  uns  zu  dem  Falle  ».  ^  n, ,    in  welchem  die  erste 
d  die  dritte  Linse  aus  der  nämlichen  Glassorte  bestehen.     Dann  wird 

können  mithin  die  Differenzen    q  —  q^   und   p^ — p.^   in  der   ersten 
»proximation  als  bekannt  angesehen  werden. 

Zur    Aufstellung    der    Gleichung    für    B  z=z  o    gehen    wir    mit 
nsen'*:   von  den  Ausdrücken 


*j   Santini,    Teorica   degli  Siroinenti    ottici,    Bd.    I,   p.  182;    Brandes  in 
hler's   Wörterbuch,    Bd.  VI,   S.  420.     Vgl.   W.  Schmidt   a.  a.   0.  S.  115. 
grössten  Brechungswinkel  werden  den  obigen  Werthen  entsprechend 

c.,"=  i9"33'i4"79.  i9"3i'25"76,  •3°44'4"i4 .     I3°42'57"35- 

•^    Hansen,   Dioptrische  Untersuchungen,   S.  749. 


604  W.    SCHEIRNKR,  fii 


wj,m, 


IW^TW, 


m^m^ 


m  [m^-^m]  r     /  iv        x  .  iv^   iv  i 


/Wj/Wj 


aus  und  setzen  darin 

''i 

Zunächst  ergeben  sich  hiermit  die  Werthe 

^3  =  tt'^-  ä  -  A,  ,  ^,  =  ^--  i- { (n, - 1)  (t  +  Ä- J  +  ti, (A-'+  Äv} 


/// 


—  (/:^-hA,:  =  "l^  -J!^)./-   ';/;,4.2/J.  AT-2(w,-i)ÄA'+n,(rr"4.;r..)r+«/;] 


m  *    •        '  n^n^  '  \ 


2        ""      '^        ■  ''i 


Da  ferner 
so  nehriu^n  (li(^  Gleichungen  A  =  a  und  (/i4  =  o  die  Gosliill  an 

o  =  h^dn^-^  h\  n , d n^  —  n^d n , ) 
während   (Um*  Auschuck  fiir   ß,   unter  Einführung  (Um-   Be/jMcluumi; 

IV     .  I\  ^    » 

auf  di(»  Form  gebracht   \v(M'den   kann 

n  =  -i^-^  I (3 A, -+.  // ,  r/'  AV  2  « ,  ^ A,A  +  lA^  +  ?/ , 7' "  A*| 

»i_    *_   *..*/,{  ;•,/-!.  2//,  A'A'— 2  /r  — I,  AA'-4- 2//,(/A'+/^Ä-j 
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man  hier 

1 
n  =  —  . 

vWMi  man 

ein  *  (/w, 


V'=  -.n-i)Ä-,-*-(n'-i)/.', 
o  =  h\du  —  Äy//*' 

Ä  =  -  M-i)  [(3^'A,-i-9')äV29/.',ä  +  (wÄ',  +  9')äJJ 

Die  weiteren  Gleichungen    für   dB   und   r —   lassen   sich    durch 

He  Differentiation    ableiten,    wenn  man  sich  dazu  der  leicht  be- 
baren Werthe  der  partiellen  Differentialquotienten  bedient: 

y_  _  d^'  __  ÖA   _  ÖA,  _  _  A^  W_  _k^k,  bk^  _ 

"""""""  *  bn   ^      n'     ^  bn  " 

bjc^  _  A',-A'^  bk^  _ 

bn'  "      n'      '        dn'  "■  ^ 

(HA'         n  öA, 

OTTo        n  d^o 

r  Berücksichtigung  der  Gleichung  k^dn  =  fc^c//*'    heben  sich  alle 
en  vorstehenden  Ausdrücken  mit  k^  und  k^  multiplicirten  Glieder 
so  dass  man  bei  der  Berechnung  von  d(nB)  einfach 

^  -  A-         ^  -  -  ^*' 

ön   ""  ;«' '  bn'  ^        n* 

m  darf.     Damit  erhiilt  man 

H*—  2/j  —  2)  A,-»-9']A*-*-  2  7(nA^— 5»')  A-4-  [n(3n  —  2j  A,-4-(2n  — 1)9']  A*  = 
n' V  2;  A/'A'^  2  [(»' -  i)  [3  n'H-  2) A,-  w'7']  A A'h-  2 n'g A,A'h- n'(3  n'-  2) A^AJ 

Endlich  ergibt  sich  die  Accommodationsgleichung  in  der  Gestalt 


^         bn        bn 

öw               /*  ' 

i         bq'        bk 
n*  ■"  bn    "  bn' 

= 

bk,  _  A, 
bn'  "   n  ' 

f         bk 

'0  ""  ö/r^,  "      ' 

öo'        bk, 

*j   Auch    ist   es  nicht  schwer,    sich  von  der  Identität  der  obigen  Formel  mit 
Gleichung 

n      *        n      ' 
'   711  überzeugen. 

bandl.  d.  K.  S.  OeaelUch.  d.  WUHeuücb.  XVJU.  40 
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wahrend  die  Gleichung  für  dE  zur  Bestimmung  der  Dicken 

oder 

[(k  -  A-,)  d,  +  (Ä-  -♦-  ÄJ  r7,l  «W w  =  (l^ '  (*'-  A-,)  (/n'-  (Ä-  -  k,)(ln^ 
folglich 

geschrieben  werden  kann. 

Bestimmt  man  demnach  die  Werlhe  von  k  und  fe'  durch  die 
Gleichungen  H  =  o  und  t/Ä  =  o,  so  hat  man  wiederum  eine 
Gleichung  vierten  Grades  aufzulösen,   wogegen    die  Anwendung  von 

--==  o  nur  auf  eine  quadratische  Gleichung  fuhrt. 

Hansen  ist  bei  seiner  in  den  Artt.  53  und  54  der  »dioptrischen 
Untersuchungen«  enthaltenen  Berechnung  der  betreffenden  Objeclive 
auf  Gleichungen  ohne  reelle  Wurzeln  geführt  worden.  Um  zu  prüfen, 
ob  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  die  entwickelten 
Gleichungen  reellen  Linsonkrümmungen  entsprechen  oder  nicht,  setzen 
wir  mit  Hansen 

i)      7l^  =  //j,  =   1.52913  ,  n^  —    1.63912  ,  flu^:  dn^  =  2.0250 

2)      n^  =  n.^  =:  1.63912  ,  ''*=   1-52913  ,  d n^:  d n^^z  2.0250 

nebst 

;f  jj  =  o  ,  r/  =  I     oder     q  =:  q'  =  — 

Alsdann  ergibt  die  Rechnung  mit  fünfstelligen  Logarithmen  in 
den  beiden  Füllen,  in  denen  entweder  die  Flintglaslinse  oder  die 
Kronglaslinse  in  der  Mitte  liegen  soll: 

I.  2. 

//   =  065397  n   =  0.61008 

;/'  =  1.07193  //'  =  0.93290 

k^  =  -h  1.68540  h\  =  4-  1.68540 

Ä-4  =  —  1. 15649  h-^  =  -+- 2.34185 

und  weiter  für  das  erste  übjectiv: 
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-h  [0.58055]** -4-  [0.22671]*-*-  [0.65814]   = 

=  [0.08305]  A-'Ä'- [9. 43578]**'-*- [9. 59564]  *;h- [9.75209] 
p,  -^8.47367]*«  + [9.77975]*-*- [9.50253]  = 

=  [0.72488]  *'*'-  [0.28777I  **'-*-  [0.25688]  *'h-  [0.46802] 

— I  [0.88744]*—  [0.13954]  *'-*-!    =    O 

er  nach  leichter  Umformung 

**H- 0.44275*4- 1.047 17  =  0.31805*'*'— o.o7i65**'h-o. 10354*' 
**'h-o.3i689*  =  2. 7378*'*'h-o.93I92*'-*- 1.33294 
*  — o.i7869*'-*-o. 12958  =s  o 

rc-li  Elimination  von  k  aus  B  und  dB  folgt  hiermit 

+  7-3736*'*-*- 6. 1388*''-!- 10. 0300*'*H- 3.8888  *'h-2. 0688  =  o 

»vie  mit  Benutzung  der  HERsrHEt'schen  Gleichung 

-I-  2.55906*'*'-*- 1.00482*'-*- 1.37718  =  o 

Für  das  zweite  Objectiv  erhlilt  man  analog 

+  [0.5 5445]**-*- [0.2 26701*-!-  [0.63760]  = 

=  [0.25715]*'*'- [9.68186]**'-*- [9. 78985]  *'-<- [0.49880] 

—  [9.72920]**-*- [9.72282]*— [9.26278]  = 

=   [0.68462]*'*'-  [0.38763]**'-*-  '0. 19653]  *'H-  [0.83802] 
~|  [0.92760]*—  [0.38562]*'+!    aas    O 

er 

** -4-0. 47i07*-*-o. 33129  Ä  0.50431*'*'— o.i3409**'-4-o.i7i95*' 
**'-*- 0.3 1046*  =  2.0324*'*'-!- 0.66228*'-*- 2.7424 

*  — 0.28709*'-4-O.Il8l4   aa  o 

^  Elimination  von  k  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  gibt 

-*-  3.8989*'*-*.  3.3359^*''-*-  12.7654*''+  5.3219*'+  7.9532  =  o 

i   Accommodalionsgleichung   dagegen    führt    auf   die    quadratische 
iciiung 

+  1.74943*'*'+ 0.69241*'+ 2.78498  ■■  o 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  beiden  gefundenen  biquadratischen 
chunf^en   reelle   Wurzeln    nicht    zulassen.      Dieses   Resultat   steht 
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in  Uebereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  der  Artt.  53  und  54  von 
Hansen's  «dioptrischen  Untersuchungen«*).  Die  beiden  quadratiscbon 
Gleichungen   besitzen  gleichfalls  keine  reellen  Auflösungen. 


§•  20,    l  ntersuclumg  eines  dialytischen  Objectivs 

mit  sechs  Brechungen. 

Schliesslich  soll  noch  der  Fall  eines  sogenannten  dialytischeu 
Objectivs  der  näheren  Untersuchung  unterworfen  werden,  bei  weichet^ 
zwei    Linsensyslerae   durch    einen    grösseren    Zwischenraum    getrenn 
sind.    Alsdann  kann  die  Dicke  des  mittleren  Mediums  bei  der  erstc?^' 
Approximation  nicht  mehr  als  kleine  Grösse  betrachtet,  sondern  mus 
gleich   den  Krümmungshalbmessern  von  vorn   herein   als  Unbekannte 
(los    Problems    eingeführt    werden.      Wollte    man    nun    einfach   zvve 
dialytisch   getrennte  Glaslinsen   combiniren,   so   würde   es   nach   <lei 
bereits   citirten    Bemerkung    von   Gauss  (S.  569)    nicht   möglich  sein, 
bei   vier   Brechungen   der    Bedingungsgleichung   für    dE    Genüge    zu 
leisten**),  weil  vermöge  derselben  die  Dicke  d,  als  ein  Aggregat  von 
Gliedern  gefunden  wird,    welche    in  die  kleinen  Grössen    J,    und  J^ 
multiplicirt   sind.      Folglich    könnte    die    Dicke    d^    nur    dann    eioeu 
grösseren  Werth  erhalten,  wenn  sie  in  der  Gleichung  für  dE  zufällig 
nut  einem  kleinen  Coefficienten  behaftet  wäre,  der  etwa  von  gleicher 
Ordnung  mit    d^    und   d.^   gelten   könnte.     Diess  ist  jedoch  bei   vier 
Brechungen  im  Allgemeinen    nicht  der  Fall.     Dagegen  lässt  sich  die 
erwähnte  Bedingung  bei  sechs  Brechungen  leicht  erfüllen,  wenn 


*)  Dem  in  Nr.  2049  der  Astronomischen  Nachrichten  mit  überraschender 
Sicherheit  erhobenen  Einwände,  dass  »über  die  Möglichkeit  oder  Unmiiglichkeil 
dieser  Constructionen  nicht  nach  solchen  Näherungsformeln  abgeurtheilt  werden 
Icönne« ,  dass  »man  im  Gcgentheil  hoflen  dürfe ,  dass  nach  Ergänzung  der  an- 
gewandten Formehl  durch  die  Glieder  höherer  Ordnung  ein  ausführbares  Kesultat 
zu  Tage  gefördert  werde«  —  kann  eine  ernsthafte  Bedeutung  nicht  beigelegt 
werden,  da  die  oben  gefundenen  biquadratischen  Gleichungen,  ebenso  wie  die  von 
Hansen  gegebenen,  nichl  zu  denen  gehören,  deren  Wurzeln  durch  eine  geringe 
Aenderung  der  Coefficienten  ins  Reelle  übergehen.  Bekanntlich  müsste  dazu  vor 
Allem  die  Discriminante  von  gleicher  Ordnung  mit  den  in  der  ersten  Annäherung 
vemachrässigten  Grössen  sein. 

**)  Natürlich  unbeschadet  der  weiteren  Bemerkung  von  Gauss  a.  a.  0.,  der- 
zufolge  der  alsdann  eintretende  Mangel  an  Achromasie  des  Objectivs  durch  eioe 
geeignete  Kiiirichtung  des  Oculars  romponsiit  werden  kann. 
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man  das  ObjecUv  aus  zwei  Linsensystemen  von  je  drei  Brechungen 
ronstruirt.  welche  die  nilmlichen  BrechungsverhJil Inisse  und  Krüm- 
mungshalbmesser, aber  in  entgegengesetzter  Lage,  besitzen^'. 

Wir  setzen  demgemllss 

m  ^  m^  ^  m^  y  w,  =  w, ,  w,  =  m^ 

umi  betrachten  d^  neben  (>  (f^  und  (>^  als  vierte  L-nl)ekannto.  Da  ein 
in  X  auffallender  Strahl  im  Abstände 'x,=  f/,  .  .  fx  austritt,  so  er- 
hält  man  die  OeH'nung  des  zweiten  Systems,  wenn  man  die  des 
ersten  mit  dem  Factor  e^e^  .  .  f^  multiplicirt,  wofür  approximativ  f, 
geschrieben  werden  darf.  Es  werden  dem  entsprechend  die  Dicken 
d  und  d^  zu  bestimmen  und  etwa  d,  =  d\d^ ,  d.  =s  dd-  zu  setzen 
sein,  wo  z.  B.  A\=s:A^=z  +e^  angenommen  werden  kann.  Wenn 
alle  Dimensionen,  also  ausser  dem  Oelfnungshalbmessor  K  auch  die 
Krümmungsradien  sich  in  dem  angegebenen  Verhältnisse  änderten, 
so  würde  die  gemachte^  Annahme  otVenbar  die  einzig  rationelle  sein; 
da  jenes  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache, 
dass  bei  dieser  Bestimmung  eine  gewisse  Willkür  sich  nicht  ver- 
meiden lässt**i. 

Die    Fundamentalgleichungen    nehmen    jetzt    die    folgende    (le- 
statt  an: 


*;   Für  den  VenusdurchgariK  des  Jahres   1874  haben  Steinheil  Sohne    in 
München  ein  derartiges  photographisclies  Ohjccti>   angefertigt. 

**)    Für  eine  Linse,   deren  Oelfnung  durch  die  Durchschnitte  der  sphärischen 

Oberflächen  begrenzt  wird,   ist  die  Dicke  d  ^  — ^''fp  —  ^,) ,   also  von  der  zweiten 

Ordnung,  so  dass  der  Factor  «![  hinzutreten  würde,  wenn  x  in  x,  übergeht. 
Häufig  aber  wird  man  aus  praktischen  Gründen  die  Dicke  nicht  so  klein  wählen 
dürfen.  Versucht  man  die  Factoren  d  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass  die 
durch  die  Axen  geführten  Querschnitte  Q  der  entsprechenden  Linsen  sich  wie 
I  :  ^J  verhalten  sollen,   so  erhält  man  die  Werthe 

also  für  (/'^  Ü^J,  ^  =  ^j ,  wenn  die  in  A'*  mulliplicirlen  Glieder  \ernachlässigt 
werden   können.      Setzt    man    daj^egen    (/  =  — /i'((;  —  (>^;  ,    so    ist   Leiztorcs   nicht 

mehr  erlaubt,   und  man  bekommt  ^  =  — f,  [/,-§- 2)  . 
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1        ^       ^ 

TT            //. 

1           ^          * 

7t             >T^ 

öj  =      ... 

I 

e 

—  « 

''3 

tu 
TT 

+  'r, 

assung   des   Index 

('  : 

= 

^3 
7t 

und   ^  =  '       firescl 

''8 

ist.  Diese  Grössen  können  folglich  die  Stelle  der  Unbekannten  rf^ 
vertreten. 

Durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  erhält  man  sofort 

woraus  erhellt,  dass  bei  Vernachlässigung  der  Glasdicken 

TC      -^  7C^  =^    TT     '^  7t^ 

gesetzt  werden  darf.     Die  Gleichung 

lehrt  ferner,  dass  bei  Fernrohrobjectiven,  oder  Linscnsyslenion  iwil 
der  Bedingung  ;r'''+;ro>o,  e>6  sein  muss,  also  entweder  e  oder 
—  6  >  I .  Im  letzteren  Falle  würden  die  Dimensionen  des  zweiten 
Linsensystems  die  des  ersten  übersteigen.  Für  die  Lichtstärke  ij^t 
es  aber  vortheilhafl,  wenn  das  erste  System  die  grössere  Oeffnunir 
besitzt,  so  dass  wir 

substituiren  können,  wahrend  der  Winkel  yj  im  ersten  Quadranten 
liegt.  Bei  Mikroskopen  oder  Linsensvstcmen  mit  der  Bedingung 
n^+7r^<io  hat  man  dagegen  6  oder  — «>!  zu  setzen,  wobei  i/' 
resp.  den  vierten  und  zweiten  Quadranten  durchläuft. 
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Die  FuDdamentalgleichungen  ergeben  ferner 

jlich   für 

rch  Ditlerentiation  folgt  weiter 

hin 

nn  zur  Abkürzung  geschrieben  wird 

!/i  =  >i-*-^ei+''^4  ^i^4-(V4)*(«i-*-«i^i— ^'V'^' 
Für  die  Linsendicken  ergibt  sich  die  Gleichung 

+  j  -  y  ('''1  -  ^i^t ;  -*-  (^^^  -♦-  J7'  ^i^4''*)  -S  -  -J;^  ^t  ('^ -»-  ^i^i) )  c^  "t 
das  in  t/^  multiplicirte  Glied  auch  in  der  Form 

\^^\  1^1-»-  M  +  ^C»—  ''^)  >^'^/^}  ^^n,-'d.,oe\  |f/,-  (o,^  £,(»,-  /r";  iiUi^dn^ 

chricbcui  werden  kann.      Die»,  Vorhindung  der  Werlhe  von  d\  und 
lieferl,  wenn  man  allenthalben  ^j  ehminirt: 
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=  (l^d/^e^(Q-he,Q  -  7rJ  7r,-f.  f^  -fr-  €^0  -fr-  71')  7t"d}^  r//j, 
-fr.  r/,f/,eje  { (^,-fr-  €,^,-  /r")  // "+  (^^-fr-  e,Q^-^  7rJ  71 ,(!,}  dn^ 

-  -^  I  +  ^'^4*^')  {>''i-  ^iQi-*-  ('^''+  ^ei)«**}  ^'"f 

-  ^  A-  c^i«*;  ((»■*-  ^t^i'^  J  9%-^  ^4 ^'  \+  ^"^if  dn^ 

WO  auch  in  den  beiden  letzten  Gliedern  bei  der  Kntwirkeluni,'  «, 
sich  weghebt.  Dieselben  sind  übrigens,  wie  man  leicht  sieht,  von 
der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  die  Linsendicken. 


§.21.    Fortsetzimg. 

In    der    ersten  Approximation    darf  man    die    höheren   PoUn/.eii 
von  rf,  und  rf,  vernachlHssigen  und  bekommt  folglich  nicht  allein 

nebst  dA  11^ 

sondern  auch  für  die  Linsendicken 

o  =  d^d^eU2Q''n^)n^'h[2Q'h7r^]n:''^^dn^ -{i-^(^^)in^'- q -h  {n-hQ]i}^d 

-fr-  d^d,e { (2^,-7r")7r"-fr- (2(»,-fr-7rJrr,d,}c/w,  -  —  (i-^e*)  {^^-^4+  (^''"+^i)<'i| 

eine  Gleichung,  in  welcher  sämmtliche  Glieder  kleine  Grössen  von 
derselben  Ordnung  geworden  sind.  Durch  Elimination  von  .t^  tt"  i^  V 
erhält  man  hieraus  ohne  Scliwierigkeit 

o  =  ~f/n,  |((«,+  I Q  +  Tr"")  («,-  I  Q  -  Tt")  rfjH-  (2Q  -fr-  n'-  7r,)  e){i-S,]  -h 
+  -|^^'^'i{[(w!-Vei^3+2^Jii-d,;-fr-:VV7r,) 


". 


iln, 
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r  d^  ==  fJ^  =  I    wird  sehr  einfach 

Wenden    wir    uns   zu    den  Werihrn    von   Ä    und    seinen    Diffe- 
itialon.     F'iir  s(»rhs  Brechungen  wird  streng 

^  =  2m  * '^^''^''^^  * {  ''•  ^'-  ^^  "*" '« ^« "*■  ^'*'  *''■*■  •  ^^^"^  ** ^*"*'  ^* **  ^^«^  *' I 


/j,   -  •      -  '  n^   '     -I 


£,€,«,£,)  c  r/;i,  |y  «,+  2  --•"-«, (/r,+  o^A  j 


w,         *       "i  "i  r?,         '*l 

In  der  ersten  Approximation  folgt  hieraus  für  c/i  =  (/^  =  o 

+  Y{fi/+  s,T/+r3+r,-  4^/3^-^3'ij'K 


ö/r^ 


m  (7r^'-4-  yr^) 


pri:7»(^-^-^^«-^^' -  •^3+/^4+^.)} 


*J   Da 
>  bnn  man  unter  Benulziing  der  Gleichung  Ä  =  o  dem  obigen  Terme  die  Form  geben 

,  ,6  *{«iffs)"  «■— lf,44-  4,       .,v  /,        .       4,       .       44,     ,1 

-2^.7,  =  — pi-5— .^j^|(c,e,I  +  e,L,+  L,)  -(L,+  ^L,+  ^,fjL,!| 
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Wegen 

'^'.  =  'S  —  Ux  ^  S^^  S^=:  —  g^ 

geht    die   Gleichung    dB  =  o    nach    Division   durch    ü/|rfw,  =  j/jfl». 
Über  in 

^P.-I\  +  7'.U'«=   l>,-l>,+  r;:€» 

SU  dass  noch  die  Werl  ho  von  L  T  und  P  zu  substiluiren  sind. 

Wir  werden  uns  im  Folgenden  der  nachstehenden  BezeichnungeD 
bedienen : 

VI 


TT  ■-♦-/ro  =  2q  ,  y.= r-j V r-r- 

n  '-71-   =  zq  ,  y,  = — j ^^ tt" 

milhin  auch  (^N"~Oyi— '■''«  — iTi  =  ^ 

2mS  =  A  +  7.,+  /.^-h  /.»-♦-  /.^+  /-5  ,         2/w?'=  !-♦-  L,-+-  L,—  /.j,— A,— Lj 

2i  =  7-f-  r,-h  7,4-73+  T.-hT, ,         21'=  r+7j-»-r,-  73-7,-7. 

2$R  =  P,-|>^+7,+  l>^-P^+7,  ,  29i'=  p,_-l>^-,-r,-l\+P,-7, 

Dann  kann  nuin  die  Gleichungen  der  ersten  Approximation  Schreiber 

2/y  =  v^v*+€*  +v'  /'*—€*; 

oder    nach    Vornahme    einiger    leichlcm    lUuluctionen,     unter    Himiu' 
sichtiirims:  der  bald  zu  erweisenden  Relation  l^   ==  q'Z'. 

B  cos*  xp  =  ( I  +  sin*  ?//  i'  -h  2  sin  ?/;  ? ' 

-     -; =    I  +  sin*  \!r  3i  -t-  2  sin  r/'  9{ 

I  — sin?/'  (i  +  sin*jM  =    i-f-sin*i''  I -h  2sin  »/•(  1 -h -^  ous*  j'»i  I' 
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Um    die    Werihe    der    S  9{    und  Z    auszudrucken ,    setze    man 

ii,W,  =  (1+  1)99- {39t- 2fr"')!l-*-'h9i{Ht-^"') 


ff 


nau  ebenso  erhält  man  durch  Vornahme   der  erforderlichen  Buch- 
benvertauschungen 

hin 

f//     .  VI     . 

=   TT      +  /fj  =   yT    -^  7r^^=i   2q 

Es  isl  nun  leicht,  die  Relationen 

verificiren,  aus  denen  unter  Berücksichtigung  von 

oben  behauptete  Gleichung 
vorfi^eht. 
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§.  22.  Schluss. 


Wir  setzen  ferner 


0  —  0  =  2f 


folglich 

ff  =  9  —  f    y  9  —9    ==  49/^ 

Khenso  nrirehen  si(^h  aus 

die  Werthe 

/»'"=  7'i-tgiiM  =  q^q'^f 

Damit  bekommt  man 

7«,;'^,+n^  =  l'+^lrr- .  3^,-2)/+ ag']r+ 

+  n,y,  >,—  !)/■*  +  «,y,?7  +  (s  +  7)  l' 
i«,  «F.-'F;:  =  9(4(1+  -iy'-y„^+iy-2.f-2q'] 

folglich 

+  |"i:"i-i)/'?-"»'"i-'i/'I]97+[M".-^)j'i-2(«t-4-)/'»+'J''i 

i''=  29/-(4(„.--i)y.-(«,-i-v.]r-[:;«t-,:.y:-(«:-i)y;- ;]/•-?'! 

Weiter  berechnet  man  ohne  Schwierigkeit 


DlOPTRlSrjlE    llNTKRSUCIIt.XiKN.  617 

r+r,-4-r,  =  (n,-i)((?-^,)T,-hK-i)(^,-(>,)T, 

=       (Wi-0?J(3^H-i)(2^,-^-ei)-*-2/r,l- 

J  durch  Einführung  der  Werthe 

icn  schliesslich  die  Ausdrucke  hervor: 


/r. 


/r. 


-(y,-y.)/"[Ky.+y,)/'-r-9'l 


'*4  "t 


)St 
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Z  =  (n,-r.9/3n,-h2){7r,-h/r,)-(M,— i)^,(3n,-l-2)(7r,-|.7rj 

Uebrigens   kann    man    wiederum   die   Gleichungen    für   - —   und 


d/f. 


dß  durch  direcle  Differentiation  finden,  wenn  man  die  Werlbe 

bf  br  .  bUt        fsini/' 

07;;  =  »"         4'""*'^''''     d^;;'"!-*' 

bf  bf                     ,               bW             esinift 

dw,            ^'^ '  öw,           '*       ^              bn^                 q     ^* 

bq  bq          bq' 

brr^  ^  *               bn^         bn^          ^*        ^ 

d(y'  ,                     ÖQ          dflf' 

subsiituirt,  denen  noch  die  Ausdrücke 

hinzugefügt  werden  können.   Wenn  man  al)er  die  Relation  (f^(^n^  =  y^dn^ 
berücksichtigt,  so  erhellt,  dass  bei  der  Ableitung  von  d  ß  man  einfach 

¥:_!_.  iT  -  ±  /• 

setzen  und  alles  IJebrige  ausser  den  Brechungsex|)onenlen  n^  und  i\ 
als  constant  betrachten  darf. 

Die  Gleichungen  für  ß  und  dß  nehmen  nunmehr  die  Gestall  an 
wiihrend  die  Gleichuns:  für  r —  in  der  linearen  Form 

geschrieben  werden  kann.  Die  Indices  der  Coefficienten  bezeichnen 
den  Grad  derselben  als  Polynome  in  /*  oder  in  tg^v».  Indessen 
können  die  beiden  ersten  Gleichungen  zu 
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)inirt  werden,  oder  mit  Weglassiing  des  Factors  2qf*) 


«3  =    O 


Elimination  von  f  ergibt  die  Eliminationsresultanten 


o 

O 

o 


a. 


a. 


a 
a 


o 


o 


^'3 
o 

o 


=  o 


und 


ö«      «6      «« 


^•5     e,     o 


o      c^     r. 


=  o 


he  in  Bezug  auf  f  resp.  vom  18.  und  16.  Grade  sind.  Da  man 
ine  directe  Auflösung  dieser  Gleichungen  nicht  denken  wird,  so 

man  sich  etwa  dadurch  helfen,  dass  man  für  eine  Anzahl 
listanter  VVerthe  des  Winkels  1/;  die  zugehörigen  Werthe  von 
q — q^%\^>  berechnet  und  alsdann  die  betreffenden  Gleichungen 

f  auflöst.  Dabei  hat  man  zu  bemerken,  dass  bei  Fernröhren 
I  ersten  Quadranten  liegen  muss,  wenn  d3>o,  e>i  sein  soll, 
end  bei  Mikroskopobjectiven  oder  Linsensystemen  mit  der  Be- 
mg  tt'^h- ;rjj<o,  nach  den  Erörterungen  in  §  20,  1/;  den  zweiten 

vierten  Quadranten  durchläuft. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der   besonderen  Bemerkung,    dass  wenn 

von   der   Erfüllung   der   Bedingungsgleichungen    dÄ  =  o    oder 

=  0  a  b  s  t  r  a  h  i  r  e  n  will,  der  Abstand  J^  der  beiden  Linsen- 
me  beliebig  gewählt  werden  kann.  Alsdann  sind  e  e  f  und  1/; 
egebene  Grössen  anzusehen,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  in 
jrsten  Approximation  auf  die  Gleichungen 

r/^  =  /,/',  7,  =  yj      und       o  =  (i-h  sin*i/')8-f- 2  sini/;8' 

ISS  die  Krümmungen  wie  beim  einfachen  HANSEw'schen  Objective 
ler  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  üj'f'+  ^^J  +  ^',.  =  o 
Igen.  Ausserdem  ist  das  Verhällniss  der  Dicken  (/, :  d^  durch 
ileichung  dE  =^  o  bestimmt.  Es  wird  sich  in  diesem  Falle 
n    handeln ,    durch    die    Wahl    von   d,    etwa    die   Werthe    der 


Für  /"  =  o  reducirl  sich  diese  Gleichung  auf 


(^-^)(rH-.v/r-,*)=o 


Gii)  W.     ScillllBNER,     DlOPTHISCHE    IJ.NTERSt'CHr.NOKN. 

KrUinmnni^shalbmesser  zu  vergrössern,  um  dadurch  ein  günstigere>\ 
hiiltniss  zwischen  A'  und  rf,H — ~,  d.  i.  zwischen  OefTnunt^  umlU 

71 

resp.  Ocularabsland)   des  Aj)parates  herbeizuführen. 

Zum    Schhisse    möge   noch   die   Brennweile  0   des  diahlis 
Objectivs,    im  Sinne   des  §  4,   berechnet    und    gezeigt  werden, 

während  bei  Vernachlassifftmü:  der  Dicken   0  =  —. ist,  im 

hegenden  Falle,  wo  d^  nicht  vernachlässigt  werden  darf,  in  der  i 
Approximation 

Tl       VI  14 

7€    71     —  e  TTq 

erhalten  wird.     Wir  fanden  für  1/1=1.  1  =:  6 

0  =  ^ja!- L 

wo  fl^^  den  Nenner  des  Keltenbruchs 
bezeichnet.     Da 


so  folgt 


mithin 


a>  = 


woraus  nach  Substitution  von 

d(*r  oben  angeführte»  Werlh  hervorgeht.      Für  /r^^  =  o,    ,t"  =  1 
sich  einfach   0  :=  c. 
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Durch  die  in  den  letzten  Jahren  im  Gebiete  der  Elektrodynamik 
;geführten  Arbeilen  dürfte  das  Weber'sche  Grundgesetz  mehr  als  je 
festigt  sein.  Denn  jene  Arbeiten  lassen  deutlich  erkennen,  dass 
3  anderen  zur  Erklärung  der  elektrischen  Erscheinungen  bisher 
lernommenen  Versuche  entweder  den  experimentellen  Thatsacben 
jenüber  unhaltbar  sind,  oder  aber  der  Weber'schen  Theorie  wenigstens 
ofern  nachstehen,  als  sie  eines  bestimmten  einheitlichen  Grund- 
Netzes  entbehren.  Und  mahnender  als  je  tritt  daher  die  Aufforderung 
uns  heran,  das  von  Webei'  Begonnene  weiter  fortzuführen,  ein 
ktändiges  System  der  Elektromechanik  zu  construiren.  und  ins- 
5ondere  auch  jene  (so  lange  schon  gesuchten)  Differentialgleichungen 
fzuslellen,  von  denen  die  Be^vegung  der  Elektricität  in  leitenden 
rpern  abhi^ngt. 

Doch  wird  noch  mancher  Zeitraum  verfliessen,  ehe  wir  an  diese 
)sse  und  vielumfassende  Aufgabe  mit  irgend  welcher  Aussicht  auf 
folg  uns  heranwagen  dürfen. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  die  zu  überwindenden  Schwierig- 

ten  (welche  hauptsächlich  in  der  ünvollkommenheit  unserer  physi- 

ischen  Einsichten  und  Vorstellungen  bestehen)  sorgfältig  ins  Auge 

sen,    und  dieselben  durch  geeignete  Vorarbeiten  zu   beseitigen  resp. 

vermindern  suchen. 

Auf  einige  der  in  Rede  stehenden  Schwierigkeiten  habe  ich 
reits  bei  einer  früheren  Gelegenheit  (nämlich  bei  Besprechung  der 
rchhoff sehen  Differentialgleichungen)  hingedeutet.  Es  mag  mir 
»tatlet  sein,  hier  auf  zwei  weitere  Schwierigkeiten  aufmerksam  zu 
chen.  Die  eine  betrifft  die  Frage,  ob  die  in  der  Elektro«to(i/^ 
iche  Vorstellung  unendlich  dünner  elektrischer  Schichten  auch  noch 
issig   sei   in  der  Elektro(/j/wamift ;   die   andere   die  Frage,   ob    wir 
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bei  Anwendung  des  WVfcpr  sehen  Gesetzes  der  gewöhnlichen  dtialiili- 
scheii  oder  der  ii:elegentlich  von  mir  firoponirlen  vnilarUchen  Ai- 
schaiinngsweise  uns  anzuschliessen  haben. 


Um  auf  die  erste  Fraise  nllher  einzugehen ,  erinnere  ich  an  die 
bekannten  Gleichungen 


bt  du 

dl  57 


b  w 

5T' 


v(i  +  wy 


Die  erste  bezieht  sich  auf  irgend  einen  Punkt  x^  ;/,  z  im  Aiiifn 
des  betrachteten  Conductors;  w,  r,  w  rej)rüsentiren  die  dort  vor 
handenen  elektrischen  Strömungen,  und  ^  die  Dichtigkeit  der  daselbst 
befindlichen  freien  Elektricitilt.  Andererseits  bezieht  sich  die  zweite 
Gleichung  auf  die  Oberfläche  des  Conductors,  denn  edo  bezeichaei 
die  auf  einem  Element  do  dieser  Fläche  angehäufte  freie  ElektricitH, 
und  fe,  (i^  y  sind  die  Richtungseosinus  der  auf  do  errichteten  ianen 
Normale.  Uebrigens  ist  bei  der  zweiten  Formel  vorausgesetzt,  das 
der  betrachtete  Conductor  umgeben  sei  von  einem  isolirenden  Medimi. 
Denken  wir  uns  nun  eine  isolirt  und  fest  aufgestellte  MetaV- 
kugel,  um  welche  ein  elektrischer  Massenpunkt  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit im  Kreise  herumlauft,  so  wird  im  Innern  der  Melall- 
kugel  allmahlig  ein  stationärer  Zustand  eintreten.  Zur  Zeit' dieses 
Stationaren  Zustandes  ist  die  Strömung  u^  v^  w  in  solchen  Punkten 
der  Kugel,  die  dicht  an  der  Oberflache  liegen,  oflenbar  tangenüd 
also  senkrecht  zur  Normale  «,/:?,/.     Somit  folgt  aus  der  Formel  D. 


[|.  i. 


n  =  » 


unabhängig  von  der  Zeit. 


I)i(»s  aber  ist  unmöglich;  denn  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  die 
elektrisclu»  l)i(*hligkeil  e  an  einer  gegebenen  Stelle  der  Kugelfläche 
in  Folge»  (l(*r  Bewegung  des  elektrischen  Massenpunktes  fortwährend 
;und  /.war  ptMiodisch)   variirl. 

Ilirntus  fohfL  dass  die  Gleichtniij    II. •   unhaltbar  ist:  und  /nVruw 
dihflr    zu    schliessefi    seifi ,    dass    die    bei   Ableitung    dieser    Gleuhf^ 
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ntachie  einnähme  einer  unendlich  dünnen  elektrischen  Schicht 
^zulässiy  sei.  —  Doch  ist  es  nicht  meine  Absicht,  auf  diesen 
^genstand  schon  jetzt  ausführlicher  einzugehen. 


* 


Was  die  zweite  Frage  betrifft,  so  habe  ich  vor  einiger  Zeit 
ehgewiesen,  dass  das  Weber  scho  Gesetz  in  seiner  Anwendung  auf 
Mcbförmige  lineare  Slrönie  —  mögen  dieselben  nun  mit  Gleitslellen 
haftet  sein  oder  nicht  —  unter  Zugrundelegung  der  gewöhnlichen 
aluftischen  Anschauungsweise  zu  Resultaten  fuhrt,  die  mit  den  ex- 
riinentell  constatirten  Integralgesetzen  (namentlich  auch  mit  dem 
gemeinen  Princip  meines  Vaters)  im  vollkommensten  Einklang  stehen. 
ISS  Gleiches  auch  stattiindc^n  werde  bei  Zugrundelegung  der  unita- 
fcAeii  Anschauungsweise,  war  im  höchsten  Grade  unwahrscheinlich; 
pil  die  Elementargesetze  (oder  wenigstens  das  eine  derselben)  je 
ich  Annahme  der  dualistischen  oder  unitarischen  Vorstellungsweise 
hr  verschieden  ausfallen.  —  Somit  schien  Aussicht  vorhanden, 
irch  ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Punkt  zwischen  jenen  beiden 
>rstellungs weisen  zu  einer  bestimmten  Entscheidung  zu  gelangen. 

Zu  meiner  nicht  geringen  Ueberraschung  habe  ich  indessen  ge- 
nden,  dass  die  resultirenden  Integralgesetze  für  gleichförmige  lineare 
röme  in  allen  Fallen,  selbst  dann,  wenn  die  Ströme  mit  Gleitstellen 
^haftet  sind,  von  der  zu  Grunde  gelegten  Vorstell ungsweisa  ututb- 
tngiy  sind,  —  dass  sie  also  yefiau  dieselbe  Gestalt  besitzen,  einerlei  ob 
an  der  dualistischen  oder  der  unitarischen  Annahme  sich  anschliesst; 
dass  wir  also  vorlauiig  keine  experimentellen  Thatsachen  besitzen, 
\t  deren  Hülfe  man  zwischen  jenen  beiden  Vorstellungsweisen  zu 
Ischeiden  im  Stande  wUre. 

Die  Darlegung  dieser  Untersuchungen  ist  der  Zweck  der  folgen- 
3  Abhandlung. 
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Präliminarien. 
Die  unitarische  und  dualistische  Ansicht  —  Ein  lioearer 

I^eiter  sei  von  einem  elektrischen  Strome  durchflössen.  Wir  bezeichneB 
irgend  ein  Element  des  Leiters  mit  oDs  (nämh'ch  mit  o  deo  Quer- 
schnitt und  mit  Ds  die  Länge).  Ferner  bezeichnen  wir  die  io  dieses 
Element  enthaltenen  Quantitäten  positiver  und  negativer  ElektricitSt  mit 

(1.)  e  =  EoDs  und  —e=—EoDx, 

wo  alsdann  E  die  Dichtigkeit  vorstellt.     Endlich  bezeichnen  wir  die 
Geschwindigkeiten   dieser  Quantitäten   nach  ein   und   derselben  Rich- 
tung 8  respective  mit: 
(2.)  »'  und  S'. 

Setzt  man  iS'=  — «',  so  bewegen  sich  beide  Materien  ni 
gleicher  Schnelligkeit  in  entgegengesetzten  Richtungen;  dies  ist  die 
gewöhnliche  dualistische  Anschauungsweise. 

Setzt  man  hingegen  S'  =  0 ,  so  wird  die  negative  Materie  ab 
fest  verbunden  betrachtet  mit  der  ponderablen  Masse;  diese  letztere 
Vorstellungsweise  mag  kurzweg  die  unitarische  hcissen''). 

Wir  wollen  im  Folgendon  beide  Vorstellungen  neben  einander 
zu  verfolgen  suchen,  indem  wir  dabei  folgende  Annahmen  zu  Grunde 
legen : 

Unilarische  Ansicht.  Dualistische  Ansicht. 

Erste  Voraussetzung.  —  Bei  einem  Erste  Voraussetzung.  —  Bei  einefli 
elektrischen  Strom  ist  die  negative  |  elektrischen  Strom  bewegen  sich 
Elektricität  stets  in  Huhe,  nämlich  i  stets  gleiche  Quanta  positiver  und 
mit  der  ponderablen  Masse  des '  negativer  Elektricilät  mit  glenher 
Leiters  unlöslich  verbunden.  Geschwindigkeit  in  entgegeugeseU- 

ten  Richtungen. 

Zweite  Voraussetzung.  —  Die  Dich- ,  Zweite  Vorau.sset:ung.  —  Die  Dich- 
tigkeit E  der  strömenden  positiven  ligkeit  E  der  strömenden  Eleklrici- 
Elektricität  ist  stets  ebensoi<ross  wie  ,  tat  ist  nicht  nur  ein   und  dieselbe 


*;  Diese  Namen  rechtfertigen  sicli  dadurch,  dass  bei  der  einen  Anschauuivg>- 
weise  beide  Elektricitäten  beweghch  sind,  bei  der  andern  hin^egon  nur  eine.  \S'iT 
haben  also  in   einem   Falle  zivei  Fluida,   im  andern  nur  ein  Fluidum, 
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icjeiiigc  der  ruhenden  negativen, 
s  ist  mithin  dieses  E  eine  der 
ibstanz  des  Leiters  eigenthümliche 
instante. 


Dritte  Voramselziuuj,  —  Wirken 
if  die  in  einem  Leiterelement  ent- 
iltenen  ElektricitUtsmengen  e  und 
-e  in  gegebener  Richtung  zwei 
räfte  ein: 

R,       und       R 

)  ist  die  ponderomotorische  Wir- 
ing  dieser  KrSifle: 

Qd  andrerseits  ihre  elektromotori- 
3he  Wirkung 


—e  9 


^.) 


e 


für  beide  Eleklricilülen .  sondern 
auch  ein  und  dieselbe  an  allen  Stel- 
len des  Conductors  und  zu  allen 
Zeiten,  —  mithin  eine  der  Substanz 
des  Leiters  eigenthümliche  Con- 
sUinle. 

Dritte  Yorausselzumj.  —  Wirken 
auf  die  in  einem  Leilerelement  ent- 
haltenen Elektricitütsujengen  e  und 
—  e  in  gegebener  Richtung  zwei 
Kräfte  ein: 

R,       und       R 

so  ist  die  [)onderomotorische  Wir- 
kung dieser  Kräfte: 

und  andrerseits  ihre  elektromotori- 
sche Wirkung 


'— « 9 


'— « ' 


2e 


Bemerkung,  t —  Dies  sind  die  bekannten 
Voraussetzungen,  wie  sie  bei  den  hier  be- 
trachteten gleichförmigen  und  linearen  Strö- 
men z.  B.  auch  von  Weber  gemacht  sind. 


Bemerkung.  —  Man  kann  dieser  letzten 
oraussetzung  einen  theoretischen  Unter- 
aiu  dadurch  geben,  dass  man  annimmt, 
IS  positiv  elektrische  Fluidum  sei  im  In- 
em  der  ponderablen  Masse  mit  einer  ge- 
issen  Reibung  beweglich,  deren  Stärke 
n)portional  ist  der  relativen  Geschwindig- 
dit,  und  ferner  annimmt,  die  Trägheit  der 
lektrischen  Materie  sei  gegenüber  der 
rägheit  der  ponderablen  Masse  eine  ver- 
^hwindend  kleine.  Vergl.  meinen  Auf- 
ilz  in  den  Abh.  d.  Kgl.  Ges.  d.  Wiss. 
874.    Seite  151  —  188. 


Die  Stromstärke«  —  Verstehen  wir  unter  der  Stromstärke 
e  Summe  aller  elektrischen  Theilchen ,  welche  in  der  gegebenen 
Ichtung  s  während  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  gehen,  so  ist: 


J  =  Eos' , 
;o  weil  E,  0  Constante  sind: 


J'=  Eos"; 


J  =  ^Eos  , 
also  weil  £,  0  Conslante  sind: 
J'=  iEos"; 


rauä  folgt  mit  Rücksicht  auf  (I.;  ;hiüraiis  folgt  mit  Kucksicht  auf  \\.) : 
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(?•) 

J                 »' 

0    —    Dl' 

y        tt" 

oder 

was  dasselbe  ist: 

oder  was  dasselbe  ist: 

(8.) 

JDs  =  cä', 

JD8  =  %es\ 

/'Z)s  =  es". 

J'Ds  =  2es", 

Uebeiall    sollen    hier    die   Accente    DiflFerentialionen    nach    der 
andeuten. 

CoUectiyformelll.  —  wir  können  die  vorstehenden  For 
auf  gemeinschaftliche  Gestalt  bringen  unter  Einführung  einer  h 
welche  =  1  oder  =  2  ist,  jenachdeiu  die  unitarische  oder  dualist 
Ansicht  gelten  soll.  Bei  Anwendung  einer  solchen  Zahl  fi  er 
sich  zunächst  aus  den  bei   (1.),  (2.)  gemachten  Bemerkungen: 

^    €  =z  EoDs  , 

S'=  (1 — n)«' ; 

woraus  folgt: 

8  —  o  =  n«  , 
»'+S'=  (2  —  n)s  ; 

ferner  folgt  aus  (5.),   (6.)   und   (8.): 

J  =  nEos\ 
J'=  nEos'\ 


(9.a) 


(9.b) 


(9.C) 


und : 

(9.(1) 


(10.) 


J Ds  =  nes' , 
J'Ds  =  nen" 

Endlich  folgt  aus   -  3.),   (4.) : 


«-,, 


ne  ' 


falls  man  nHmlich  unter  /{  die  ponderoniolorische,  unter  3t  die  ele 
motorische  Einwirkung  versteht. 


Das  Weber'sgue  Gesetz.  629 


§2. 

Die  Elementargesetze. 

Es  seien  zwei  Stronielemente  Ds  und  Da  gegeben.  Führen 
wir  bei  Do  analoge  Bezeichnungen  ein  wie  bei  Ds,  so  ist  nach 
(9.a,  b,  c,  (1): 

(ll.a)  e  =i  EoDs ,  7i^=i/J(oDa^ 

«'+S'=  (2  —  «)»', 


(M.b) 


{/  V»'  '  ' 

a'+2"=  (2-»)a', 


J'=  w£;o«",  1/'=  w/ywa", 


JD«  =  we^', 


r  JUS  =  we^  , 
(j  /;«  =  lies  , 


/Da  =  iuja\ 
/'Da  =  npio". 

Um  die  ponderomotorische  und  elektroniotorisclie  Wirkung  des 
Elementes  Da  auf  das  Element  Ds  zu  bestimmen,  haben  wir  zu- 
nächst die  Kräfte 

zu  berechnen,  mit  welchen  die  in  Do  enthaltenen  Massen  +//,  — // 
auf  die  in  Ds  enthaltenen  H-e,  — e  einwirken.  Nun  ist  nach  dem 
Wcfter'schen  Gesetz: 

wo  y  =  —  und  \p  =  Vr  ist,  und  r  selber  die  gegenseitige  Ent- 
fernung von  «,  ?/  oder  (was  dasselbe)  von  Ds,  Do  vorstellt.  Ausser- 
dem bezeichnet  l  die  Zeit;  und  endlich  ist  A^  =  -^ ,  wo  c  die 
We6er'sche  Constante. 

Um  möglichst  allgemein  zu  verfahren,  wollen  wir  annehmen, 
dass  die  beiden  Strombahnen  (Metalldrähte)  in  beliebigen  Bewegungen 
begriffen  sind.  Die  relative  Lage  der  beiden  Strombahnen  zu  einander 
wird  alsdann  von  Augenblick  zu  Augenblick  eine  andere  werden; 
sie  wird  als  abhängig  angesehen  werden  können  von  einem  einzigen 
Parameter,  der  seinerseits  eine  Function  der  Zeil  ist. 

Demgemdss  wird  die  gegenseitige  Entfernung  r  der  beiden  Massen 
e^  t]  aus  dreifachem  Grunde  sich  ändern,  einmal,  weil  die  Masse  e 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  in  ihrer  Strombahn  entlang  geht, 
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zweitens,    weil  Analoges  von  /y  j;ill,  und  drittens,    weil  die  relative 
Lage    der   beiden  Stronibahnen    von    Augenblick    zu  Augenblick  sie 
ilnderl.     Es  wird  daher: 


und  desgleichen: 


dr  iS r  ds  ^r  da         ^r  dp 

Tt  Hs  dt  "*"   ($a  r//  "*"  57  rfT  ' 


r/i/'  «^  1/'  ds         tS  1''  d  a         ^i''  dp 

dt  ^7  d7  So  7/  "*"   iSJi  dl  • 


oder  kürzer  geschrieben : 

in  diji  b  V»       ,     _     «^  1'»        ,     _     fS  1'»       , 

,  1  O.  — -     :=    V  -   .S    H-  T    H-   X      U    . 

■         '  dt  OS  oa  op  * 

Ebenso  ergiebi  sich: 

dsda  osop    ^  da  dp     * 


ö.v  (^a  dp  ' 

WO  überall  die  Accenle  Oitl'erenlialionen  nach  der  Zeil  andeuten. 
Durch  Substitution  des  Ausdruckes  (li.;  in  ili.    folgt: 

und  ebenso  erhellt   uian : 

I  .,       I»    ,  ___  [         dff  i   i»r/i''  /(Um'm'IIk'  Allstiruck  w'w  oImmi.  »uril 

It).    n^   '  —   — VI.  y —  —  -h  ■*-'*";/,.  |iil)fi-all  J',  -2"  stall  n',  a"ges»'lzl|J  * 

Bt»zeichnet  man  die  U(»sullanltMlies(»r  beiden  KriUle  mit   II,,  so  loliil: 

/{^  =  /{;'  -h  «r' , 

oder  mit  Hucksicht  auf    15.;.  v'^^;* 

0  a-  0  .V  ()  a  \ 

oder  mit   Kücksicht  auf     ll.b): 

I,  K-^>^^  —  "  'n>  "+ ^  >    ins  a 
.18.      /f,  =  r/,  .  iA--,  ^.  •    ,  I  • 

^         dpoa        '  oa 

l)i(»s  isl   die   Wirkung  des  .Massen|)aar(\>;  /^ ,   — /^   auf  t?. 

In    analoger  \V(ms(»    können  wir  die  W  irkung  dessi^lben  Massen 
paares  auf  — c.  d.  i.   die  Kraft 


Das  W£ber's€U£  Gesetz.  631 

berechnen.  Doch  ist  eine  neue  Rechnung  oflenbar  überflüssig.  Viel- 
mehr können  wir  den  Werth  dieser  Kraft  unmittelbar  niederschreiben 
nach  Analogie  der  Formel  (18.),  indem  wir  die  Grössen  «,  s  re- 
spective  mit  — 6',  S\  d.  i.  mit  — c,  (1 — n)s'  vertauschen  [vergl. 
(O.a)].     Somit  folgt: 

Uepräsentiren    nun    R    und    9t   die    von   Do   auf  Üs   ausgeübte 
ponderomotorische  und  elektromotorische  Wirkung,  so  ist  nach  (10.): 


■20  i 


ne  ne 


ff 


somit  folgt  aus  (18.),  (19.): 

l  +  M-i  2  "/"'■*■  77"° 

Diese   Formeln   gewinnen   mit   Rücksicht   auf  (1 1  .d)    die   etwas  ein- 
fachere Gestalt: 

dr  OsOa    ' 

In  der  letzten  Formel  kann  man  schliesslich  statt  a  ,  «'  die  aus  (1 1  .c) 
entspringenden  Werthe 

, _/_  . _i_ 

"   —  nJIto  '  *   —  nE'o 

substituiren,  und  erhalt  alsdann: 

dr  ösOa  ^ 

23  )  ( ^^y^"^  Jl  .4.  ^*^VL  üirJL'  '^L  1 

Wir  sehen:    R  ist  unabhängig  von  w,  91   aber  nicht.     Die  pondero- 
motorische Kraft  y{  ist  daher  ein  und  dieselbe,  einerlei  ob  man  die 


63i  Carl  Nkumann, 

unitarische  oder  dualistische  Ansicht   zu  Grunde  legt,    wahrend  bei 
der  elektromotorischen  Kraft  9t  ein  Unterschied  stattflndet. 

Zngmndelegung  der  dnallstischen  Ansicht  —  Bei 

dieser  ist  n  ^2.     Somit  folgt  aus  [i'i.) : 

(24-)  ,, 

Dies   sind   die    respective   \on  Ampere   und  Weber  aufgestellten  Ele- 
nientargesetze. 

ff 

Zugrundelegung  der  unitarischen  Ansicht.  —  Bei  die^r 

ist  N=  I.     Koklich  erhült  iiiaii  aus  i23i: 

^^     ''  dr  \0o-  y/w  OsOa  Eof 

WO   vv'f  •   \\'W  '    die  in  \^ii.    angegebenen  Wertho  repräsentiren ,  also 
diejenigen,  welche  der  dualistischen  Ansicht  entsprechen. 


§3. 

Die  Wirkung  der  Gleitstellen. 

Der  Worlh  eines  hestininiten  Integrales  bleibt  bei  Fortlassuug 
einer  endlichen  Anzahl  von  GliediMU  ungeilndert,  falls  nicht  etwa 
diese  (llieder  von  ungewöhnlich  hohem  Betrage»  sind.  Will  man 
also  die  Wirkung:  eiiuvs  mit  Gleitstellen  behafliMen  Stronuiimes  o  auf 
ein  einzelnes  KlektricitiUstheilchen  e  -das  irgendwo  im  Räume  i;«*- 
gc»ben  ist)  berechnen,  so  würde  man  diejenigen  s|)eciellen  Krüft<\ 
wel(*he  herrilhriui  von  den  Kiementen  in  der  y/ihe  der  Gleitdellni, 
iAmo  \Veit(»res  fortlassen  dürfen,  falls  sie  mit  den  KriUTen  der  übriurii 
Klementi»  von  ^ItMcher  Ordnung:  warcMi.  Das  aber  ist  nicht  der  Fidl. 
Vielmehr  sind  jene  sptriellen  KriUle  von  ungewöhnlich  hohem  Bo- 
trag, und  erheis(*hen  daluM*  B(»achtung  und  besondere  Untersuchung. 

Diese  rnlersuchung  ist  \on  mir  bei  Zugrundelegung  der  dm- 
lislisvhen  Ansicht  bereits  früher*)  ausi-eführt.  Ich  will  die  damals 
erhaltenen  K(»sultate  zunächst  kurz  zusammenst(»llen,   und  sodann  die 

'     Hericlilo  ilcr  Kgl.   Siichs.    (ich.   d.  Wiss.     9.   Januar    1875.     p.    16. 
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analoge  Unlersncbung  für  die  unilarische  Anscliainiugswoise  folgen 
lassen. 

Dualistische  Ansicht.  —  Der  Stromring  a  I)estehe  aus  be- 
liebig vielen  linearen  Leitern  .</i,  yl^^  ^/a, ,  von  denen  je  z.wei 

darch  eine  Gleitslelle  zusannnenhiingen.    Wir  betrachlen  die  Gieitstelle 
(^1 ,  jJ^   und  bezeichnen  mit  (i/)   alle  diejenigen  in  der  Nähe  dieser 
Gleitstelle   befindlichen  Elektrici- 
mtstheilchen,  welche  während  der 
Zeit    dt   plötzliche    Geschwindig- 
keitsUnderungen   erleiden.     Diese 
Theilchen  (iy)  sind  es,  welche  auf 
das    gegebene    Elektricitätstheil- 
chen  e  eine   Kraft  RJ^^   von   un- 
gewöhnlich   hohem  Befrage  aus- 
üben.    Sind  aj  und  02  die  auf  jix  und  y/^  gemessenen  Bogenlängen, 
und   sind    ferner   z/a,    und  .^n^   diejenigen   Kiemente    dieser   Leiter 
welche   an  der  betrachteten  Gleitstelle  während  der  Zeit  dl  in  den 
Ring  neu  eintreteii"^) ^  so  besitzt  die  Kraft  R^J'^  den  Werth: 

(26.)  ii<.=  e.8^-^t^(J^4?-|.||4?)/. 

Dabei  ist  keinerlei  Voraussetzung  gemacht  über  den  Bewegungs- 
zustand ^*)  des  Theilchens  e,  jedoch  angenommen,  dass  der  im 
Hinge  o  fliessende  Strom  /  ein  gleichförmiger'^'*^)  sei. 

Mit  Hülfe  dieser  Fundamentalformel  (26.)  ist  es  nun  leicht,  die 
ponderomotorische  und  elektromotorische  Einwirkung  der  betrachteten 
Gleitstelle  {fj)  auf  ein  irgendwo  im  Räume  gegebenes  Slromelemetil  Ds 
zu  bestimmen.  Sind  e  und  — e  die  in  Ds  enthaltenen  Elektricitäts- 
mengen,  so  ist  nach  (26) : 


*)   Dabei  sei  bemerkt,  dass  Jtr  nicht  blos  ein  eintretendes,  sondern  auch 
ein  ausscheidendes  Element  sein  kann.      Es  repr'asentirt  nämlich  jedes  positive  J (f 
die  mit  (+1)   multiplicirte  Länge  eines    eintretenden,    und   jedes   negative  Ja    die 
mit  I  —  \.   multiplicirte  Länge  eines  ausscheidenden  Elementes. 
♦*)    1.  c.    p.  18. 
***y   Vergl.   die  Randnote,   1.  c.  p.  t . 


/ 


^ 
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Bezeichnen  wir  nun  die  |)onderomotorische  und  elektromorische  Kn^ 
welche  die  Gleilslelle  (//)   auf  das  Element  Ds  ausübt,  respective 

R""  und  91"'',  so  ist  nach   (3.),  (4.): 

Z  ' 

Somit  folgt: 

i?"  =  0  , 

dr  \hax  dt  50^  dt  } 

UuitariHChe  Ansicht.  —  Von  dieser  Ansicht  ausgehend, 
findet  man  an  Stelle  der  Formel  (26.)  eine  etwas  complicirtere,  die 
so  lautet"): 

('28 )  R^'^  =i  e'         ^^  •  ^*  ^^  '^  ^^ ' 


hier  haben  //,  o)  die  früher  (ll.a,  b,  c,  d)  angegebene  Bedeutung  *), 
und  zwar  sollen  //, ,  coj  und  //2,  «2  die  Werthe  dieser  Grössen  für 
die  Leiter  y/,  und  y/2  bezeichnen. 

Auch  bei  dieser  Formel  (28.)  ist  [ebenso  wie  bei  (26.)]  keinerlei 
Voraussetzung  gemacht  über  den  Bewegungszustand  des  Theilchens  <*, 
jedoch  angenommen,  dass  der  in  o  fliessende  Strom  /  gleichförmig  sei. 

Bezeichnen  wir  die  Formel  (28.)  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung mit 

SO  sind 

Rl[  =  -ef 

diejenigen    Kräfte,    welche    die   Gleitstelle   (yy)    auf   die    im    Stroin- 
element  Ds  enthaltenen  ElektricitUtsmengen  e  und  — e  ausübt.     Be- 


I 


*)  Die  Hcrleitung  der  Foniicl  [28.:  hier  in  extenso  inittheilen  zu  wollen, 
würde  viel  Kaum  erfordern,  und  doch  im  Ganzen  ziemlich  überflüssig  sein.  Denn 
es  ist  dieselbe  vollkommen  analog  mit  der  Herleitung  der  Formel  (26.);  und  diese 
letztere  ündet  man  in  dem  mehrfach  erwähnten  Aufsatz;   1.  c.  p.  4  6. 

**)    Es  ist  nämlicli  01   der  QucrschniU  des  linearen  Leiters ,   und   //  die  Dich- 
tigkeit der  strömenden  Elektricität. 
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leichnen  wir  .nun  mit  /P'^^  und  W^  die  von  der  Gleitstelle  {i^)  auf 
das  Element  Ds  ausgeübte  ponderomotorische  und  elektromotorische 
Wirkung,  so  ist  nach  (3.),  (4.): 

hieraus  folgt  durch  Substitution  der  obigen  Werthe: 

R^^^  =  0  , 
9l^'>  =  f , 
oder  falls  wir  für  f  seine  eigentliche  Bedeutung  substituiron : 

ß^^^  =  0  , 

«}(';)  -^  }  dr\oo\  dt  öcTo  dt  j  \ 

^  dr  \o  02  //2  Wo         ö  Ol  lii  üti  I       ' 

Die  Formeln  können  wir  schliesslich  so  darstellen: 

wo  alsdann  ((Ä^'^O)'  (C^^'^^j)  ^'»^  Ausdrücke  (27.),  nUmlich  diejenigen 
Werthe  repräsentiren,  welche  diese  Kräfte  besitzen  bei  Zugrunde- 
legung der  dualistischen  Ansicht. 


Das  ponderomotorische  Integralgesetz. 

Es  seien  gegeben  zwei  in  beliebigen  Bewegungen  begriffene  mit 
Gleitstellen  versehene  Ringe  s  und  o,  durchflössen  von  den  gleich- 
förmigen Strömen  /  und  /.  Denken  wir  uns  die  Configuration  des 
ganzen  Systemes  s ,  o  abhangig  von  einem  mit  der  Zeit  sich  ändern- 
den Parameter  p ,  so  wird  die  ponderomotorische  Arbeit  dL,  welche 
die  beiden  Ringe  wUhrend  der  Zeit  dt  auf  einander  ausüben,  sich 
darstellen  durch 

(30.)  dL={dp).^^s[R%), 

die    Summation   ausgedehnt   über  siümmtliche    zwischen    den    Ringen 
thatige  ponderomotorische  Kräfte  R, 
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Dualistische  Ansicht.  —  Bei  Zugrundelegung  dieser  Ansicht 
findet  man,  wie  ich  früher*)  gezeigt  habe: 

(31.;  dL  =  ^JldQ, 

wo  Q  das  über  beide  Ringe  ausgedehnte  Integral  bezeichnet: 

(32.;;  0=4A^2'v(|^|j/),Do); 

man  nennt  dieses  Q  das  Potential  der  beiden  Ringe  auf  einander, 
bezogen  auf  die  Stromeinheiten. 

Unitarische  Ansicht  —  Bei  dieser  ist  nach  (25.),  (29.;: 

d.  h.  die  ponderomotorischen  Wirkungen  sind  genau  dieselben  wie 
bei  der  dualistischen  Anschauungsweise.  Folglich  wird  auch  das 
Resultat  dasselbe  sein;  man  wird  also  wiederum  erhalten: 

(33.;  dL  =  ^  JIdQ, 

Zusammenfassung.  —  Möiien  wir  also  dk  dualistische  oder 
uuiiarische  Ansicht  zu  Grunde  legen^  immer  wird  die  panderomotamke 
Arbeit,  welche  zwei  in  beliebigen  Bewegungen  begriffene  mit  GleitateM 
behaftete  Stromringe  wahrend  der  Zeit  dt  auf  einander  attsüben. 
den  Werth 
(33.;  —JIdQ 

haben ^    wo    J.    !  die    Siromsidrken   sind,    und  Q   das   auf  die    Strom- 
einheiten bezogene   Potential  bezeichnet. 


§5. 

Das  elektromotorische  Integralgesetz. 

Die  elektromotorische  Kraft  JS,  welche  der  Ring  a  w^ährend  der 
Zeit  dt  im  Ringe  ä  inducirt,  drückt  sich  aus  durch 

(35.)  (/6  =  ((//). -^'v(9l^'fl«), 

die   Summalion    ausgedehnt    über    alle   elektromotorischen    Kräfte  9i, 
welche  o  auf  s  ausübt. 

•;  I.  c.  p.  21. 
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Dualistische  Ansicht  —  Bei  Zugnindelegiing  dieser  Ansicht 
lel  mau,  wie  ich  früher*)  gezeigt  habe: 

i.;  t/e  =  +d(iQ), 

I  Q  (Jas  Potential  (32.)  bezeichnet. 

Unitarische  Ansicht.  —  Bei  dieser  ist  nach   (20.;;,    29.): 

jstitiiirt  man  diese  Werlhe  in   (35.),  so  folgt: 

■f-tA'dt,.  y^-'j:  ip^  -'— -pi  ,±-\  n  D, . 

((c/'S))  den  der  dualistischen  Ansicht  entsprechenden  Werlh,  also 
i  Werth  (36.)  repräsent irt.  Dabei  ist  zu  bemerken ,  dass  die 
iimation  ^*^'  in  der  oberen  Zeile  sich  bezieht  auf  alle  Elemente 
,  ÜG  der  beiden  Ringe,  wahrend  die  Summation  i'-i'  in  der 
eren  Zeile  einerseits  über  alle  D^,  andererseits  über  sUnuntliche 
ntstellen  [A^^  ^2)  des  Ringes  a  auszudehnen  ist. 
iNun  ist  identisch: 

^  hsT&^  ~  ^da\hsTiJ~b~s\d7]    —^5^""  "57' 
Tsbs  da  Jä\^J  da   ' 

(/,  V,  W  zur  augenblicklichen  Abkürzung  dienen  sollen.  Durch 
istitution  dieser  Werthe  nimmt  das  obere  IiUegral  in  (37.)  —  das 
I  heissen  das  in  37.)  in  der  oberen  Zeile  stehende  Integral  — 
;ende  Gestalt  an: 

,     Oberes  Integral  =  i-i[(^- l|i)iL  +  *-Jf]/,.D», 
3r,  was  dasselbe  ist,  folgende: 

Oberes  Integral  =  Py(y'^„^]Ds-iP^'(y'^lh)'l!}, 

Integrale  y^-l)s  und  y^^-lta  liaben  aber  olVenbar  den  Werth 
f/.      Somit  folgt : 

*i  I.  c.  p.  26. 

ibfaaudl.  d.  K.  S.  GebeÜBch.  d.  Wisaensch.  XVIII.  41 


638  Carl  Neuma^x, 

{y.)      Oberes  Integral  i=  Py  (i  ^',^,)  Ds . 

Vom  Integrale  -iV-^kaim  man  nichl  sagen,  dass  es  Null  sei;  denn 
die  Constanten  //,  ro  haben  im  Alkemeinen  ftir  die  auf  einander 
folgenden  Leiter  y/, ,  y/j  ?  -^3  ^  •  •  verschiedene  Werthe.  Doch 
können  wir  dasselbe  unmittelbar  ausführen  längs  jedes  einzelnen 
Leiters,  und  erhalten  alsdann  durch  geeignete  Zusammenfassung  der 
so  sich  ergeluMulen  llesultatc : 

Hier  bezieht  ^ich  der  rechts  unter  dem  Summenzeichen  stehend" 
Ausdruck  auf  die  Gleitstelle  (./, ,  .Z^),  und  jenes  Summenzeichen 
deutet  an,  dass  analoge  Ausdrücke  für  alle  übrigen  Gleitpunkte  zu 
bilden,  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  summiren  sind.  Substiluiren 
wir  für  U  seine  eigentliche  Bedeutung,  so  gewinnt  die  letzte  Formel 
folgendes  Aussehen : 

^^  da  Hot  ^^  bs  \ o<t[ //i  r»>i         oao  II2M2J  ' 

und  hierdurch  geht  (7.)  über  in: 

(r).;  Oberes  Integral  =  P.  ^2^^-."^-  H'-  j^ t^  -^)  Ds . 

Substiluiren  wir  endlich  diesen  Werth  des  oberen  Integrales  in  37.'. 
so  tritt  vollstJindige  Zerstörung  ein  zwischen  dievsem  und  dem  unleren 
Integral;  so  dass  wir  erhalten: 

(38.)  rfe  =  ((t/e.)) . 

Diese  Formel  sagt  aus,  dass  d^  denselben  Werfh  hat  wie  bei  der 
dualistischen  Anschauungsweise. 

ZU8aUimenfa88Ung.  —  Mögen  wir  also  die  dualistische  oder 
die  unitarische  Ansicht  zu  Grunde  letjcn,  immer  wird  die  vom  Hnaje  n 
im  Hinge  s  während  der  Zeit  dt  inducirte  elektromotorische  Kraß  den 
Werth 

(39.)  d{!Q) 

besitzen^    wo    I   die    Stromstärke   des    Indncenten    und   Q   das   auf  die 
Stromeinheiten  bezogene   Potential  bezeichnet. 

#  *  *  ^- 
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Die  Haupiresultate  der  angestelllen  Untersuchung  sind  zusammen- 
gefasst  in  den  Sätzen  (33.)  und  (39.).  Die  eleVivodynamuchen  Er- 
scheinungen sind  also  (wenigstens  so  weit  sie  die  gleichförmigen 
linearen  Ströme  betreffen)  zur  Entscheidung  zwischen  der  dualisti- 
schen und  unitarischen  Anschauungsweise  unzureichend.  Es  würde 
noch  übrig  bleiben,  zu  untersuchen,  ob  eine  solche  Entscheidung 
vielleicht  durch  elckUostalische  Erscheinungen,  z.  B.  durch  die  in 
einem  ungeschlossenen  Leiter  durch  einen  elektrischen  Strom  in- 
ducirte  Vertheilung  herbeigei'Uhit  werden  kann.  Dass  hier  ein  Unter- 
schied sich  bemerkbar  mache,  dürfte  bei  der  sehr  verschiedenen 
Form  der  betretFenden  Elementargesetze  [vgl.  (24.),  (25.)]  in  der 
That  zu  erwarten  sein. 
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dersollM^n.  indem  es  behauplot,  der  »kinetische  Theil  dieser  Function 
(derjenij^e  Theil  derselben,  welcher  von  der  Geschwindigkeit  abhängt 
müsse  Siels  positiv  sein«. 

llie/.u  bemerkt  Neu  mann  noch:  »Es  unterliegt  keinem  Zweifel. 
dass  die  ph\sikalischen  Principien  ihrer  Natur  nach  dehnbar  und  bi^- 
sam  sinii.  Das  P  r  i  n  c  i  p  li  e  r  lebendigen  Kraft  hat  sich  allmählig 
zuu>  Prinoip  der  Knergie  ausgedehnt,  und  ist  möglicherweise 
einer  noch  weiteivn  Ausdehnung  fiihig«. 

Wirklich  liegt  es  ganz  im  Wesen  und  Gange  experimenteller 
F  o  r  s  c  h  u  n  g ,  sich  eines  solchen  Princips  als  Leitfadens  auch  dann 
schon  /u  bediemnu  wenn  die  definitive  FormuHruag  noch  fehlt  und 
erst  später  aus  den  Resultaten  der  Forschung  gewonnen  werden  kann; 
da  aber  einleuchtet«  dass  das  Princip,  um  als  Leitfaden  der  Forschung 
zu  dienen.  diH^h  formulirt  werden  müs.se,  was  also  nur  versuchs- 
weise gt^schehen  könne;  so  ergiebt  sich  als  selbstverstündlich,  dass  ein 
solches  IVincip  wlihrend  dieser  Forschung  wirklich  dehnbar  und 
bi einsam  sei. 

Wenn  Heimholt z  hienach  berechtigt  war,  das  Princip  der  Enei^e 
versuchsweise  in  der  Art  zu  formuliren,  da.ss  mein  von  ihm  ver- 
worfenes iirundp'sel/  damit  in  Widerspruch  gerielhe:  so  i.^t  offen- 
bar das  iiegontheil  ebenso  berechtigt,  niimlicli  dasselbe  Princip  \er- 
suchswei>e  m»  /u  foimuliren,  dass  es  nicht  allein  in  Lebeiein- 
stiuniuin^:  unl  jonemiirundijeselze  siehe,  sondern  dass  letzteres  sosar 
als  nolhwendi::e  Koke  dt*sselben  sich  iM^ebe.  indem  bewiesen  werde, 
dass  alle  ele  k  t  nul )  na  m  i>c  heu  Gi»st»lze,  zu  deniMi  jenes  Gruml- 
gesel/  iieliiuL  milleUl  dt*>  \tMsuchsweise  aufgeslolUt»n  Princips  aus  den 
elelv  t  ros  t  a  l  isc  heu  Geset/en   abijeleilel   werden  k{>nnen.     l)ie>  zu 

\ ersuchen  isl  iler  Zwei'k  der  \orliesenden  Abhandluni;.  wodurch  >lalt 

^.  • 

lies  in  der  ersten  Abhandlung:  aufi^estelllen  alkemeineu  Grundsesolze." 
der  elektrischen  Wirkung,  welches  Elektrostatik  und  ElektHH 
duunnik  zugleich  uuUasste,  das  Princip  der  Krhaltuug  der  Ener- 
gie an  dit'  Spil/i'  i:t»slelll  wird,  woraus  dann  in  Vorbinduni:  mit  dorn 
st  atisehen  Grundgesel/e  der  Wechselwirkung  zweier  Theilcht-n  ir- 
stens  jemvs  Grunilgesetz  der  elektrischen  Wirkung,  zweitens  die 
Existenz  «»iner  Ene  rgief  un  et  ion  für  jedes  Theilchenpaar.  aus  der 
die  Geltung  des  gewohulirhen  Princips  der  Energie  folgt,  wie  ♦> 
von  Neu  mann  ausgesprochen  worden  isl.  deducirt  werden  scdl. 
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1. 

Leitfaden  der  experimentellen  Forschung  in  der  Elektrodynamik. 

Nach  der  durch  die  allgenieinen  Bewegungsgesetze  der 
KOrper  gewonnenen  Grundlage  blieben  in  der  Physik  wesentlich  nur 
die  Gesetze  der  Wechsel  wi  rkungen  der  Körper  zu  erforschen 
übrig;  denn  ohne  Wechselwirkungen  würden  alle  Körper  im  Zustande 
der  Ruhe  oder  Bewegung,  in  dem  sie  sich  befmden,  immer  ver- 
harren. Alle  Veränderungen  dieser  Zustünde  und  alle  davon  abhän- 
gigen Erscheinungen  sind  daher  Folgen  ihrer  Wechselwirkungen. 

Solche  Wechselwirkungen  üben  nun  aber  die  Körper  sowohl  in 
Berührung  mit  einander,  als  auch  aus  der  Ferne  aus,  und  es  ergab 
sich  leicht,  dass  mit  der  Erforschung  der  letztern  begonnen  werden 
müsse,  um  einen  Leitfaden  zur  Erforschung  der  erstem  zu  gewinnen, 
welcher  besonders  nöthig  wird,  wenn  die  räumlichen  Verhältnisse  der 
Körper  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen,  wie  es  bei  den 
Wechselwirkungen  sich  berührender  Körper  der  Fall  ist.  Auch  ist  dies 
wirklich  geschehen,*  indem  mit  der  Erforschung  der  Wechselwirkungen 
der  Weltkörper,  d.  i.  mit  den  Gravitationswirkungen  be- 
gonnen wurde. 

An  dieses  erste  Gebiet  erfolgreicher  Erforschung  der  Wechsel- 
wirkungen der  Körper,  nämlich  der  Gravitationswirkungen,  hat 
sich  sodann  zunächst  die  Erforschung  der  elektrischen  und  mag- 
netischen Wechselwirkungen  angeschlossen,  weil  auss(3r  den 
Gravitationswirkungen  diese  Wirkungen  die  einzigen  waren,  welche 
von  einem  Körper  auf  den  andern  aus  messbarer  Entfernung 
ausgeübt  wurden  und  selbst  durch  Messung  bestimmbar  waren. 

Lange  Zeit  hat  nun  fast  allen  theoretischen  Untersuchungen  über 
E I  e  k  t  r  i  c  i  t  ä  t  und  M  a  g  n  o  t  i  s  m  u  s ,  insbesondere  denen  von  Cou- 
lomb und  P  o  i  s  s  o  n ,  die  Newton'  sehe  Gravit^tionslehre  als  Leit- 
faden zu  Grunde  gelegen,  bis  endlich  in  Folge  von  Oersted's  und 
Ampere's  Entdeckungen  in  der  Aequivalenz  geschlossener 
Ströme  und  Magnete  ein  ganz  neuer  Leitfaden  gewonnen 
wurde,  welcher  erstens  auf  die  Zurück  führ  ung  aller  mag- 
netischen Wirkungen  auf  elektrische  Stromwirkungen 
leitete,  und  zweitens  zur  Aufstellung  eines  Grundgesetzes  der 
Wechselwirkung  je  zweier  Stromelemente  führte. 


6i6  Wilhelm  Webbb, 

Als  ein  dritter  Leitfaden  hat  sodann  die  allgemeine  Idee  von 
der  ZurUckführung  der  Wechselwirkungen  aller  Körper  untereioander 
auf  blosse  Wechselwirkungen  je  zweier  gedient,  wonach  also 
auch  die  Wechselwirkungen  von  Stromelementen  auf  blosse 
Wechselwirkungen  je  zweier  elektrischen  Theilchen  zurückführ- 
bar  sein  sollten.  Diese  Idee  konnte  im  Allgemeinen,  ganz  abgesehen 
davon,  dass  das  Gegentheil  (nämlich  Wechselwirkungen  dreier  oder 
mehrerer  Körper,  die  nicht  auf  Wechselwirkungen  je  zweier  zurück- 
fuhrbar  waren)  zu  unendlichen  Verwickelungen  führen  würde,  erfah- 
rungsmässig  schon  in  weitem  Kreise  als  fest  begründet  und  bestätigt 
angesehen  werden. 

Die  bei  Wechselwirkung  zweier  Stromelemente  wesentlich  in  Be- 
tracht kommenden  Körpertheilchen  waren  nun  ein  positiv  und  ein  ne- 
gativ elektrisches  Theilchen  in  jedem  Stromelemente,  zwischen  denen  l 
von  einander  unabhängige  Wechselwirkungen  je  zweier  Theilchen 
unterschieden  werden  konnten.  Zur  Bestimmung  dieser  4  Wechsel- 
wirkungen bot  sich  das  (^oulomb-Poisson' sehe  (dem  Gravilalions- 
gesetze  nachgebildete)  Grundgesetz  dar,  welches  sich  im  ganzen  Gebiete 
der  Elektrostatik  bewährt  hatte;  die  hienach  bestimmten  4  Wechsel- 
wirkungen ergeben  aber  keine  Gesammtwirkung,  sondern  alle  einzelnen 
Wirkungen  heben  einander  vollkommen  auf,  wonach  also  das  Ampere- 
sche  Grundgesetz  der  Fernwirkungen  elektrischer  Stromelemente  nicbl 
zurückführbar  war  auf  das  Coulomb-Poisson'sche  Grundgesetz  der 
Wechselwirkung  je  zweier  elektrischen  Theilchen. 

Das  C.oulomb-Poisson'sche  Grundgesetz  der  Wechselwirkung 
je  zweier  elektrischen  Theilchen  war  aber  nur  für  je  zwei  in  relativer 
Ruhe  belindli(^he  Theilchen  aufgestellt  worden,  oder  konnte  wenii;- 
stens  nur  für  solche  Theilchen  als  erfahrungsmössig  begründet  gellen. 
Die  4  elektrischen  Theilchen  in  zwei  Stromelementen  bilden  dagegen 
4  Paare  von  Theilchen,  die  nicht  in  relativer  Ruhe,  sondern  in  relati- 
ver Bewegung  sich  befinden,  und  es  lag  daher  die  Vermuthung  sehr 
nahe,  dass  das  Coulonib-Poisson'sche  Grundgesetz  der  Wechsel- 
wirkung je  zweier  (elektrischen  Theilchen,  wenn  diese  Theilchen 
in  relativer  Bewegung  sich  befinden,  noch  einer  C o r rec- 
t  i  o  n  bedürfe ,  welche  mit  x  bezeichnet  werden  möge.  Unterscheidet 
man  dann  die  (lorroctioncn  der  obigen  4  Wechselwirkungen  von  ein- 
ander der  Reihe  nach  mit  Xi,  Xi^  0^3,  0.4;  so  niüsste  die  Summe  derselben 
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von  Null  verschieden  und  der  durch  Ampere's  Gesetz  bestimmten 
Kraft  gleich  sein. 

Auf  diese  Weise  wurde  nun  gefunden,  dass,  —  wenn  man  zwei 
beliebige  elektrische  Theilchen  nach  absolutem  Maasse  mit  ß,  e  und  ihre 

relative  Entfernung,  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  mit  r,  —  und 

-^  bezeichnet,  und  diese  Werthe  für  die  4  in  zwei  Stromelementen  be- 

trachteten  Paare  durch  die  Indices  1,  2,  3,  4  unterscheidet,  —  die 
durch  das  Ampere'sche  Gesetz  bestimmte  Abstossungskraft  zweier 
Stroinelcmente,  nämlich 

(3  cos  Ö  cos  (I  —  2  cos  f ) , 


O«  II 


rr 


(wo  «,f/ die  Längen,  t,t'  dieStromintensitaten  der  beiden  Stromelemente, 
r  ihre  Entfernung  von  einander,  Ö,  b'  die  Winkel,  welche  a  und  u  mit  r 
bilden,  und  t  den  Winkel  bezeichnet,  den  «  und  u  mit  einander  bilden), 
durch  die  Summe 

X\  +  X^i  +  J?3  +  j;4 

wirklich  dargestellt  werde,  wenn 

gesetzt  wird,  worin  c  eine  bestimmte  Constante  bezeichnet,  nämlich 
diejenige  relative  Geschwindigkeit  zweier  elektrischen  Theilchen,  bei 
welcher,  während  sie  unverändert  bleibt,  keine  Wechselwirkung  statt- 
findet. 

Um  dies  zu  beweisen  ist  nur  erforderlich,  die  auf  die  Strom- 
elemente sich  beziehenden  Grössen  «,«',/,*'  und  die  Winkel  0,6^  und  f 

durch  dieGrössenwerthe  von  e,  t^',r,  t^,  ^,  bezogen  auf  die  4  einzelnen 

Theilchenpaare,  auszudrucken. 

Diese  Correction  ist  also  der  durch  das  Coulomb-Poisson- 
sche  Grundgesetz  bestimmten  Abstossungskraft  noch  hinzuzufügen, 
wenn  es  für  elektrische  Theilchenpaare  nicht  blos  in  relativer  Ruhe, 
sondern  auch  bei  solchen  Bewegungen  gelten  soll,  die  in  Stromelemen- 
ien  stattfinden,  für  welche  das  Ampere'sche  Gesetz  gilt. 

Es  leuchtet  aber  ein,  dass  jene  4  elektrischen  Theilchen  auch  noch 
in  niannichfaltige  andere  relative  Bewegungen  gebracht 
werden  können ,  als  diejenigen ,  welche  in  zwei  Stromelementen ,  für 
welche  das  Ampere'sche  Gesetz  gilt,  stattfinden.  Es  lassen  sich  näm- 
lich leicht  Einrichtungen  treffen,  wonach  die  beiden  in  einem  Strom- 
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elemente  befindlichen  Theilchen  positiver  und  negativer  Eiektricität, 
statt  sich  mit  gleicher  und  constanter  Geschwindigkeit  in 
entgegengesetzten  Richtungen  zu  bewegen  (wie  Ampere 
voraussetzt),  sich  entweder  mit  gleicher  aber  veränderlicher  Ge- 
schwindigkeit in  entgegengesetzten  Richtungen,  oder  mit  ungleicher 
Geschwindigkeit  in  Richtungen  bewegen,  die  einen  beliebigen 
Winkel  mit  einander  bilden.  Alle  diese  verschiedenen  Fälle  lassen 
sich  leicht  darstellen,  theils  indem  man  den  im  einen  Leiter  vorhande- 
nen Strom,  durch  Oeffnen  und  Schliessen  der  Stromkette,  bald  ver- 
schwinden  bald  wieder  entstehen  lässt,  theils  indem  man  den  im 
Leiter  entgegengesetzt  strömenden  Elektricitaten  noch  eine  gemein- 
same Bewegung  mit  ihrem  Leiter  ertheilt. 

Gilt  nun  das  corrigirte  Coulomb-Poisson'sche  Gesetz 
wirklich  allgemein  von  zwei  elektrischen  Theilchen  nicht  blos  in  rela- 
tiver Ruhe,  oder  wenn  sie  constanten  Strömen  in  ruhenden  Leitern  an- 
gehören, sondern  auch  bei  allen  ihren  andern  Bewegungen;  so  muss 
daraus  die  Wirkung  von  Stromelementen,  wie  von  einzelnen  Theilchen, 
auch  in  den  soeben  angeführten,  wie  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  das 
Ampere'sche  Gesetz  nicht  gilt  (die  lange  Zeit  unbeachtet  und  unbeob- 
achtet geblieben  waren)  vorausgesagt  und  vorausbestimmt  werden 
können,  was  zur  Prüfung  und  Bestätigung  der  allgemeinen  Gültigkeit 
jenes  Gesetzes  dient.  Es  sind  auf  diese  Weise  wirklich  alle  Gesetze 
der  Voltainduct  ion,  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  den 
von  Farad ay  enidockten  Erscheinungen,  (gefunden  und  durch  die 
mannichfaltigsttm  Beobachtungen  und  Messimgen  allseitig  besUitigt 
worden. 

An  dieses  allgemeine  Grundgesetz  der  Wechselwirkung  zweier 
elektrischen  Theilchen  lassen  sich  nun  noch  weitere  Betrachtungen  über 
das  Wesen  der  Wechselwirkung  knüpfen. 

Bei  allen  Veränderungen  in  der  Körperwelt  bleiben  die  Massen 
der  Körper  immer  unverändert,  und  auch  die  lebendigen  Kräfte 
der  Körper  würden,  wenn  keine  Wechselwirkung  stattfände,  dem 
Trägheitsgesetze  gemäss,  unverändert  bleiben.  Wechselwirkungen 
ergeben  sich  (leu)nach  als  Grund  aller  Veränderungen  lebendiger  Kräfte, 
und  es  liegt  daher  die  Frage  sehr  nahe,  ob  nicht  ebenso  umgekehrt  der 
Grund  aller  Veränderungen  der  Wechselwirkungen  in  den  lebendi- 
gen Kräften  zu  suchen  sei,  sodass  Verstärkung  der  Wechselwirkung 
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nur  gewonnen  werde,  wenn  l(4)enciige  Krall  verloren  geht ,  und  dass 
umgekehrt  lebendige  Krafl  nur  gewonnen  werde,  wenn  die  Wechsel- 
wirkung eine  Verminderung  erleidet.  Wechselwirkung  der  Körper 
wäre  dann  das  Aequivalent  für  die  verloren  gegangene  lebendige 
Krafl,  und  lebendige  Kraft  das  Aequivalent  für  verloren  ge- 
gangene Wechselwirkung,  wodurch  die  Grössen  wer thc  der  Wech- 
selwirkungen und  lebendigen  KrJiflo  in  bestimmte  Abhängigkeit  von 
einander  gebracht  würd(»n. 

Das  oben  angeführte  allgemeine  Grundgesetz  der  elektrischen  Wir- 
kuüg  entspricht  dieser  Vorstellung  dadurch,  dass  von  ihm  die  Abhängig- 
keit der  aus  der  Wechselwirkung  resultirenden  Kraft  von  der  lebendigen 
Kraft  der  Körper  festgestellt  wird,  im  Gegensatz  zum  Coulomb-Pois- 
^on'schen  Gesetze,  nach  welchem  eine  solche  Abhängigkeit  nicht 
^^lallfindet. 

Wird  nun  die  Grösse  der  Wechselwirkung  zweier  Theilchen  ihre 
^V echsel Wirkungsenergie,  und  ebenso  die  Grösse  der  relativen 
■^bendigen  Krafl  zweier  Theilchen  ihre  Bewegungsenergie  ge- 
kannt; so  liegt  die  Vermulhung  sehr  nahe,  dass  bei  Zunahme  der 
^inen  Energie  und  gleichzeitiger  Abnahme  der  andern,  der  Gewinn 
Hn  einer  Energie  auch  quantitativ  einen  Ersatz  für  den  Verlust  an 
^ler  andern  Energie  gewähre,  was  die  Homogeneität  beider  Energie- 
^rössen  voraussetzt,  und  so  viel  heisst,  als  dass  ihre  Summe  con- 
^tant  sei.  Bezeichnet  man  also  mit  Q  die  relative  lebendige  Kraft 
i5vveier  Theilchen,  und  mit  P  die  Knergie  ihrer  W(*chselwirkung;  so 
Avürde  hiernach 

zu  setzen  sein  ,  wo  a  eine  jedem  T  h  e  i  I  c  h  e  n  p  a  a  r  e  zukommende 
(konstante  wäre,  ebenso  wie  die  Masse  eine  jedem  einzelnen  Theil- 
chen zukommende  (konstante  ist. 

Es  würde  dadurch  bestimmt  werden,  was  in  der  Wechsel- 
wirkung zweier  Theilchen  durch  gegenseitige  Bewe- 
gung geändert  wird,  wodurch  ein  Fundament  für  Ableitung  der 
dynamischen  aus  den  statischen  Gesetzen  gewonnen  würde. 

Die  constante  Knergiesumme  n  wäre  zugleich  der  Grenzwerth, 
welcher  von  der  Energie  P  nicht  überschritten  werden  könnte,  weil 
nämlich  die  Energie  Q  (d.  i.  die  lebendige  Kraft  der  Theilchen)  keinen 
kleineren  Werth  als  Null  haben  kann. 
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Die  hier  ausgesprochene  Verrauthung  hat  nun  uianeherlei  Mo- 
diricationen  erhlten,  und  hat  demgemdss  verschiedenen  Ausdruck 
in  den  versuchsweise  gegebenen  Aussprüchen  von  dem  Princip  der 
Erhaltung  der  Energie  gefunden,  welches  der  Lei t faden  vie- 
ler Forschungen  in  neuester  Zeil,  vorzüglich  im  Gebiete  der  Wärme- 
lehre und  Elektricit^itslehre,  geworden  isl*).     Bei  der  Wichtigkeil  und 


*)  Die  Bezeichnung  der  Summe  der  lebendigen  Kraft  und  Wärme  eines 
Körpersy Sterns  nebst  der  durch  sein  Potential  bestimmten  Arbeit  mit  dem  Namen 
seiner  mechanischen  Energie,  oder  kurz  seiner  Energie,  rührt  von  Thomas 
Young  und  W.  Thomson  her,  und  ist  sodann  von  Clausius  als  sehr  zweckmässig 
gewählt  anerkannt  und  angenommen  worden. 

Thomas  Young,  Lectures  on  Natural  Philosophy,  London  1807,  Leclure  VIII, 
sagt  Seite  78  :  The  lerm  energy  may  be  applied,  with  great  propriely,  to  the  produc! 
of  the  mass  or  wcight  of  a  body,  into  the  square  of  the  number  expressing  its  velo- 
city.  —  Young  bezeichnet  hiemach  blos  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  (eigent- 
lich ihren  doppelten  Werlh)  mit  dem  Namen  energy,  jedoch  ohne  ausdrücklich  hinzu- 
zufügen ,  dass  der  Körper  nur  diese  und  keine  andere  Energie  besitze.  Vielmehr  da 
er  auf  der  folgenden  Seite  für  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  die  vollständigere 
Bezeichnung  energy  of  its  motion  gebraucht,  so  scheint  dadurch  angedeutet  zu  sein. 
dass  einem  Körper,  abgesehen  von  seiner  Bewegung,  noch  eine  andere  Energie  zu- 
kommen könne. 

\V.  Thomson  im  Phil.  Magazin  and  Journal  of  Science,  IV.  Series  9.  London 
1855  pa^.  523,  sagt:  A  body  which  is  eilher  emilling  heat,  or  altering  his  dimen- 
sions  a^jiinsl  resisting  forres,  is  doing  work  upon  maller  exlernal  lo  il.  The  meclian- 
ical  elloct  of  Ihis  work  in  ono  case  is  Ihe  excilalion  of  thermal  moli(»ns,  and  in  llu' 
ollier  llio  overconiing  of  rrsislances.  The  body  inusl  ilsolf  be  alloring  in  il>  circnin- 
slances,  so  as  lo  ronlain  a  less  slore  of  work  wilhiii  il  by  an  amount  prccisely  e«|u;il 
lo  Ihe  iij^grogale  value  of  the  mechariical  eirecls  produced  ;  and  conversely  ihc  airpre- 
galc  value  of  Ihe  rnechanical  effecls  produced  musl  depend  solely  oo  Ihe  initial  ami 
final  slales  of  Ihe  body,  and  is  Iherefore  Ihe  same  whalever  be  the  interniediatf 
slales  Ihrough  which  Ihe  body  passes,  provided  Ihe  initial  and  final  slates  be  t!ic 
same.  —  The  total  rnechanical  energy  of  a  body  nnght  be  deüned  as  the  rnnhaii- 
ical  \aluo  of  all  Ihe  elfect  it  would  produce  in  lieal  emitled  and  in  resistanre^*^  over- 
come ,  if  il  were  coolcd  to  the  ulmosl ,  and  aliowed  to  cotitract  indotinitely  or  l" 
expand  iiidetinilely ,  according  as  Ihe  forces  belween  ils  parlicles  are  attractive  or 
ropulsi\e,  when  the  thermal  molions  wilhin  il  are  all  slopped. 

Es  ist  hierin  von  W.  Thomson  mit  dem  Namen  der  Energie  ziigleit'l» 
auch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  ausgesprochen  worden;  denn  ^^;•'' 
ein  Körpersvslem  an  seinem  Vorrath  an  Energie  verliert,  gewinnt  ein  anderes  Körper- 
syslem,  hieraus  folgt  olfenbar  die  Erhaltung  der  Energie  in  allen  KÖrpers\slemeu 
zusainmcngenommeii.  —  Dasselbe  Princip  ist  im  Wesentlichen,  nur  unter  anderem 
Namen,  schon  früher  ausgesprochen  worden,  namentlich  von  Helmholtz  unter  dem 
Nanjeu  des  Princips  der  Erhallung  der  Kraft. 
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tecleutung,  die  dieser  neue  Leitfaden  gewonnen,  verdienen  einige 
i^erschiedenheilen  der  Ansichten  und  Meinungen,  die  dabei  hervor- 
jetrelen  sind,  besondere  Beachtung. 

Der  oben  versuchsweise  gegebene  Ausspruch  vom  Princip  der 
:^rhallung  der  Energie  ist  nümlich  wesentlich  verschieden,  und 
(Onnte  leicht  im  Widerspruch  zu  stehen  scheinen  (was  näher  betrachtet 
licht  der  Fall  ist)  mit  dem  Ausspruch  des  »gewöhnlichen  Prin- 
zips der  Energie«,  von  w elchem  C.  N e u m a n  n  im  XI.  Bande  der 
Mathematischen  Annajen  S.  3!20  sagt:  »Dieses  Princip  verlangt,  dass 
für  jedes  materielle  System  eine  Energiefunction  existire,  d.  i. 
eine  vom  augenblicklichen  Zustande  des  Systems  abhängende  Function, 
welche  die  Eigenschaft  lial,  in  jedem  Zeitraum  um  ebensoviel  anzu- 
wachsen, als  die  dem  Svsteme  während  dieses  Zeitraums  von  Aussen 
ziigefuhrte  Arbeit  beträgt.  Zugleich  erkennen  wir,  dass  diese  Energie- 
function (welche  man  kurzweg  die  Energie  des  Systems  zu  nennen 
pflegt)  bei  Zugrundelegung  des  Web  er 'sehen  Gesetzes  [womit  Neu- 
mann das  oben  angeführte  corrigirte  Coulomb-Poisson' sehe  Ge- 
setz bezeichnet^  durch  die  Summe  von  lebendiger  Kraft  und  Potential 
dargestellt  ist Helmholtz  indessen  nimmt  dieser  Frage  gegen- 
über eine  etwas  andere  Stellung  ein nämlich  in  dem  Aufsatze 

(Monatsber.  d.  Berl.  Akad.  18.  April  1872)  heisst  es: 

»Man  hat  sich  bei  den  Untersuchungen  darüber,  ob  das  Gesetz 
der  Erhaltung  der  Energie  für  gewisse  Naturprocesse  gültig  sei 
oder  nicht,  meist  damit  begnügt,  zu  untersuchen,  ob,  wenn  ich  das 
analytische  Resultat  praktisch  ausdrücken  darf,  ein  immer  wieder- 
holter Cirkelprocess  in  das  Unendliche  Arbeit  ei-zeugen  oder  zer- 
stören kann.  —  In  diesem  Sinne  nun  verletzt  die  We herrsche 
Annahme  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie  nicht;  aber  sie 

thut  es  in  einem  andern  Sinne « 

»Der  nun  folgende  Einwand«,  Pdhrt  Neumann  weiter  fort,  »betrifft  in- 
dessen nicht  mehr  das  gewöhnliche  Princip  der  Energie,  sondern  ein 
vollkonmien  neues,  hier  zum  ersten  Mal  ausgesprochenes  Princip. 
Während  nämlich  das  gewöhnliche  Princip  der  Hlnergie  fiir  jedes  male- 
lielle  System  die  Existenz  einer  filnergiefunction,  d.  i.  die  Hlxistenz  einer 
Function  verlangt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  in  jedem  Zeitraum  um 
ebensoviel  anzuwachsen,  als  die  dem  Svstem  während  dieses  Zeitraums 
zugeführte  Arbeit  beträgt,  —  verlangt  jenes  neue  Princip  nicht  allein 
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die  Existenz  einer  solchen  Function,  sondern  zugleich  eine  gewisse 
specielle  Beschaffenheit  derselben,  indem  es  behauptet,  der  kino- 
tische Theil  (lieser  Function  (derjenige  Theil  derselben,  welcher  von 
der  Geschwindigkeit  abhJingt)  müsse  stets  positiv  sein.« 

Neu  mann  fügt  in  einer  Note  noch  folgende,  bereits  oben  citiile 
Bemerkung  hinzu:  »Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  die  physikali- 
schen Principien  einer  festen  Formulirung  unfähig,  mithin  ihrer  Natur 
nach  dehnbar  und  biegsam  sind.  Das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  hat  sich  allmShlig  zum  Princip  der  Energie  ausgedehnt, 
und  ist  möglicher  Weise  einer  noch  weiteren  Ausdehnung  Rihig.  — 
Üemgem^ss  ist  es  a  priori  keineswegs  unmöglich,  dass  dieses  Princip 
der  Energie  sich  allmählig  zu  jenem  neuen  Hei  mholtz'scben 
Princip  erweitere.  Nur  scheint  es  mir  zweckmässig,  vorUlufig  we- 
nigstens, die  beiden  Principien  mit  verschiedenen  Namen  zu  be 
zeichnen.«  — 

Diese  letzte  Bemerkung  gilt  nun  nicht  blos  von  dem  neuen  Heim- 
holtz'schen  Princip,  sondern  auch  von  dem  oben  aufgestellten,  wel- 
ches ebenfalls  von  dem  gewöhnlichen  abweicht,  weshalb  zu  seiner 
besseren  Unterscheidung  schon  bisher  der  Name  des  Princips  der  Er- 
halt u  ng  der  Energie  gebraucht  worden  ist,  weil  darnach  die  ganze 
Eneri^Me,    nltmiich  die  der  Bewegung   und  der  Wechselwirkung  in 
Snnuna,  wirklich  unverändert  erhallen  wird,  wUhrend  nach  dem  go- 
wöhnlichen    Energieprincip    blos    eine    E  n  e  r  g  i  e  f  u  n  c  t  i  o  n    exislirl. 
(IcMcn  (irösse  keineswegs  unveriin(l(Ml  erhalten  wird,  sondern  dieEig(Mi- 
schall  hat,  in  jedem  Zeiträume  um  (il)(».nsoviel  anzuwachsen,  als  die  ^lem 
SystiMuc»   während   dieses  Zeitraums    von  Aussen  zugefiilirte  Arbeil 
betragt.     Nur  in  zwei  besondern  Füllen  kann  das  gewöhnliclH'  Prinri|» 
(»henl'alls  als  ein  Princip  der  Erhallung  der  Energie  betrachtet  wer- 
den, niimlich  in  dem  Falle,  wo  das  betrachtete  materielle  Svsteni  all»' 
Kör|)er  in  der  Welt  umfasst,  und  ferner  in  dem  Falle,  wo  das  betracli- 
tele  System  als  v  o  1 1  k  o  m  m  (;  n  i  s  o  I  i  r  t  anzusehen  ist,  weil  es  niimliVli 
in  di(\sen  beiden  Füllen  gar  keine  äusseren  Einwirkungen  giebt. 

Dass  nun  aber  bei  dieser  Verschiedenheit  doch  kein  WiHer- 
s  [)  r  u  c  h  stattfinde  zwischen  obigem  Principe  der  Erhaltung  der 
Energie  und  dem  gewöhnlichen  Energieprincip,  wie  es  von  Neu- 
mann  detinirt  worden  ist,  nuiss  bewiesen  werden,  wozu  es.  wie 
man  leicht  sieht,  nur  der  Nachweisung  bedarf,  dass  die  Energie  der 
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Wechselwirkung  P  in  jedem  Zoitrauin  um  ob(^nsoviel  waclise,  als  für 
diesen  Zeitraum  die  Difl'erenz  des  Wachsthums  des  Potentials  V,  und 
der  dem  Theilchenpaare  von  Aussen  zugoführten  Arbeit  S  beträgt,  d.  h. 

«lass  rfP=  dV — dS  sei,  was  mit  Zuziehung  der  durch  das  Princip  der 

• 

Erhaltung  der  Energie  gegebenen  Gleichung,  nämlich  P-|-(J  =  a,  wd  a 
eine   Constante  bezeichnet ,    zum    gewöhnlichen    Energieprincipe 

nihrt,  ndmlich 

d{Q+V)=dS, 

wo  ((?  +  V)  die  N e u m a n n ' sehe  Energiefunction  bezeichnet.  — 
Diesen  Beweis  zu  geben  wird  unten  im  4.  Artikel  versucht  werden. 

Das  Ziel,  welches  durch  diesen  neuen,  sowohl  von  dem  gewöhn- 
liehen als  auch  von  dem  von  H  e  I  m  h  o  1 1  z  aufgestellten  verschiedenen 
Ausspruch  des  Energieprincips  erreicht  werden  soll ,  besteht  aber  we- 
sentlich darin, 

ein  P r i n c i p  zu  gewinnen,  wodurch  bestimmt  werde, 

was  in  d e r  W e c h s ö l w i r k u n g  d e r  K ö r p e r  d u r c h  ihre 

Bewegung  verändert  wird. 

Wechselwirkung  ßndet  nur  zwischen  je  zwei  Körpern  statt  und 

erleidet  n  u  r  durch  die  relative  lebendige  Kraft  ihrer  Bewegung  eine 

Voränderung.     Dies  vorausgesetzt;  und  ferner  vorausgesetzt,  dass  diese 

^Vftchsel  wi  rkung  zweier  Körper  oder  Körpertheilchen   eine   nut 

ihrer  relativen  lebendigen  Kraft  homogene  Grösse  sei,  welche  mit  der 

G'^Jsse  dieser  Kraft  die  constante  Energiesumme  a  bilde;  so  be- 

<'putet  a  offenbar  die  Grösse  der  Wechselwirkung  der  beiden  ruhen- 

"^n  Theilchen,  d.i.  ihre  statische  Wechselwirkung,  und  das  Princip 

"^''  Krhaltung  der  Energie  ist  dann  das  Gesetz,  wodurch  bestimmt  wird, 

dass;   diese  s  t  a  I  i  s  c  h  e  Wechselwirkung,  in  Folge  irgend  einer  durch 

die  lebendige  Kraft  0  ihrer  Grösse  nach  gegebenen  relativen  Bewe- 

8"»^  g,  um  Q  vermindert  werde. 

Das  allgemeine  Grundgesetz  der  elektrischen  Wir- 

Kiin  g  würde  als  solches  alsdann  durch  das  Princip  der  Erhaltung 

^^^     Energie  vollkommen  ersetzt   und  in  ein  Theorem   verwandelt 

werden,  welches  aus  dem  elektrostatischen  Grundgesetze,  mit- 

^'^t  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie,  abgeleitet  und 
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2. 

Die  Energie  der  Wechselwirkung  auf  absolutes  Maass  zurflck- 

geffthrt. 

Es  leuchtet  ein,  class  aus  der  im  vorhergehenden  Artikel  aufgeslell- 
len  Gleichung,  in  welcher  versuchsweise  das  Princip  der  Erhaltung  der 
Energie  ausgesprochen  worden  ist,  nämhch 

die  Energie  der  Bewegung  0  bestimmt  werden  kann,  wenn  die 
Energie  der  Wechselwirkung  P  gegeben  ist,  und  umgekehrt, 
zugleich  leuchtet  aber  ein ,  dass  der  Sinn  der  Gleichung,  als  Ausspruch 
eines  Princips,  auf  der  physikalischen  Bedeutung  beruht,  welche 
mit  dem  Begritf  jeder  einzelnen  Energie  zu  verbinden  ist,  aus  wel- 
cher die  Möglichkeit  der  Grössenbestimmung  jeder  Energie  unabhängig 
von  der  andern  einleuchten  muss.  Für  die  Bewegungsenergie  ist 
eine  solche  Bestimmung  bekanntlich  langst  gegeben ;  es  handelt  sich 
daher  nur  um  eine  ebensolche  Bestimmung  ftlr  die  Energie  der 
Wechselwirkung. 

Die  Wechselwirkung  zweier  Theilchen  wahrend  einer  Entfernungs- 
Underung  besieht  in  A  r  b  e  i  t.  Ohne  Entfernungsünderung  findet  zwar 
W(M!hselwirkung  aber  keine  Arbeit  statt;  doch  besitzt  das  Theilchcn- 
paar  stets  ein  Arbeitsvermögen,  d.  i.  die  filigenschait,  bei  EntlVr- 
nungscinderungen  Arbeit  leisten  zu  können.  Aus  diesem  Arbeits- 
vermögen wird  die  Wechselwirkung  erkannt  und  seine  Grösse  siM 
den  Maassstal)  (ur  die  Energie  der  Wechselwirkung. 

Ein(»(iröss(»nbeslimmung  des  Arbeitsvermögens  muss  auf  Arheils- 
messung  gegründet  werden.  Nim  besteht  aber  Arbeil  entweder 
in  A  u  t*  h  e  b  u  n  g  entgegengesetzter  Ai-beit,  oder  in  Erzeugung  resp. 
Vernichtung;  von  lebendiger  Kraft.  Arbeiten,  die  einander  auf- 
heben, (»ntziehen  sich  directer  Messung;  dagegen  ist  Zunahme  oder  Ab- 
nahme der  lebendigen  Kraft  unter  geeigneten  Verhtiltnissen  ein  Gei^'en- 
stand  directer  Beobachtung  und  Messung,  worauf  in  letzter  Instanz  alle 
A  r  heil  s  m  e  s  s  u  n  g  zurückzuführen  ist. 

Ist  hiernach  Arbeit  bestimmbar  aus  der  messbaren  lebendigen 
Kraft,  welclie  von  ihr  erz(iugt  wird,  wenn  sie  von  keiner  entgegen- 
gesetzten Arbeit  aufgehoben  wird;  so  genügt  für  das  Arbeitsvermö- 
gen eines  Theilchenpaares  die  Bestimmung  der  Arbeitsgrösse,  welche 
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rch  Wechselwirkung  der  Theilchen  während  einer  gewissen  noch 
ler  zu  bestimmenden  Entfernungsänderung  geleistet  werden  würde, 
diese  Arbeitsgrösse  positiv  oder  negativ  ist ,  kommt  dabei  nicht  in 
tracht,  und  es  dient  daher  der  absolute  Werth*)  dieser  Arbeit- 
>sse  als  Maass  des  Arbeitsvermögens. 

Dagegen  muss,  nach  dem  aufgestellten  Princip  der  Erhaltung  der 

ergie,  beim  Arbeitsvermögen  die  Geschwindigkeit  j^  in  Betracht  ge- 

5en  werden,  mit  welcher  die  Entfernungsänderung  erfolgt,  weil  mit 
jser  Geschwindigkeit  die  Bewegungsenergie  0,  und  folglich  nach  dem 
geführten  Principe  auch  die  Wechselwirkungsenergie  P  sich  ändert, 
leuchtet  daraus  ein,  dass  die  Energie  P,  d.  i.  das  Arbeitsvermögen 
les   Theilchenpaars,  nur  für  einen  gegebenen   Werth  der  Ge- 

d  r 

b  windigkeit  -^^  genau  bestimmbar  ist,  und  dass  dieser  Werth  wäh- 

id  der  betreffenden  Entfernungsänderung  als  constant  angenommen 
^rden  müsse. 

dr 

Da  aber  bei  constantem  Werthe  von   -rz  keine  Zunahme  oder  Ab- 

at 

hme  der  lebendigen  Kraft  stattfindet,  welche  zu  directer  Arbeits- 
^ssung  dienen  könnte;  so  muss  zur  Bestimmung  des  Arbeitsvermögens 
le  indirecte  Methode  der  Arbeitsmessung  gesucht  werden.  Soll  nun 
khrend  einer  Entfernungsänderung  keine  Aenderung  der  relativen 
schwindigkeit  durch  Wechselwirkung  hervorgebracht  werden;  so 
ISS  die  während  der  Entfernungsänderung  durch  Wechselwir- 
ng  geleistete  Arbeit  von  der  durch  äussere  Einwirkung  geleisteten 
fgehoben  werden,  und  diese  letztere  kann,  wenn  sie  aus  bekannten 
Sachen  stammt,  z.  B.  wenn  sie  von  bekannten  Gewichten  herrührt, 
;lche  während  der  Entfernungsänderung  auf  die  Theilchen  wirken, 
d  dadurch  genau  bestimmt  ist,  zur  indirecten  Messung  der  durch 
3chselwirkung  geleisteten  Arbeit  benutzt  werden. 

Die  durch  Wechselwirkung  der  beiden  Theilchen  e  und  e  während 
r  Entfernungsänderung  dr  geleistete  Arbeit  wird  nun  ihrem  absoluten 


*)   Hieraus  folgt,   dass  die  Gültigkeil  des  Princips  P-h  0^  a  bescliriinkt  ist  auf 

Fälle,  wo  Q  dea  Werth  von  a  nicht  überschreitet.    Alle  lebendigen  KrUfte  Q  der 

;  bekannten  Körper  sind  jedoch  nur  so  kleine  Bruchtheile  von  a,   dass  höchstwahr- 

einlich  der  Fall  0  >  a  gar  nicht  vorkornnil.    Nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  wür- 

nämlich  dazu  zwei  Körper  mit  einer  relativen  Geschwindigkeit  >  439450  -r^ -r- 

*  960(1  DQC 

»rderlich  sein. 
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Werllie  nach  ilurcli  Hh  ^7^'''')   (larij;est(^lll,  wo  V  das  Potential  des 

Theilchenpaars  [»ezoichnot,  und  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilL 
je  nachdem  das  Product.r'f''  positiv  oder  negativ  ist.  Die  während  einer 
grösseren  EntfernungsHnderunö;  von  ()'  bis  (;"  geleistete  Arbeit  wird  auf 

ähnliche  Weise  durch  -f^  I  5-^-  ilr  dargestellt.    Die  Aufgabe,  die  Energie 

der  Wechselwirkung  zweier  Theilchen  e  und  e  auf  absolutes  Maass  zu- 
rückzuführen, d.  i.  die  Bestimmung  ihres  Arbeitsvermögens  nach  abso- 
lutem  .Maass(^    ist    hienach   auf  die   Bestimmung    des   Integralwerths 


e 


—  Id7'^'   zurückgeführt,  worin  nur  die  Integrationsgrenzen  (>' und  (> 

noch  der  ncUiern  Bestimmung  bedürfen. 

Da  unter  A  r  b  (» i  t  s  v  e  r  m  ()  g  (?  n  ch^r  Grössenwerlli  der  durch 
Wechselwirkung  wJihr(»nd  einer  genau  zu  bestimnienden  Enlfer- 
n u  n gs ü nd e r  u n g  geleisteten  Arbeit  v^Mstanden  wird  ;   so  leuchtet  ein, 

dass  die  Entfernungsgrenzen  (/  und  q"  im  Ausdrucke  +  lyj:«'''  genau 

bestimmte   und  constante   Wertlie    erhalten    müssen,   woraus 


folgt,   dass  diese  Grenzen   nicht  dieselben  wie  die  des  Potentials 


^    dr  sein  können,  von  denen  eine,  nümlich  i\  variabel  ist. 


OD 

Da  es  sich  ferner  um  die  Bestinnnung  des  ganzen,  dem  betrach- 
teten Theilchen|)aare  vermöge  der  Wechselwirkung  seiner  Theilchen 
zukonnnenden  Arbeits verm()gens  handelt,  so  leuchtet  ein,  dass 
diese  Grenzen  möglich>t  weit  auseinander  zu  rücken  sind,  so  weit  als  es 
geschehen  kann,  ohne  dadurch  in  Widerspruch  mit  dem  Princip  der 
Erhaltung  der  Energie  zu  gerathen,  nach  welchem  die  dem  .Theilchen- 
|)aare  zugehörige  Energiesumme  eine  Constante  a  sein  soll,  und 
diese  Ojnstante  zugleich  der  Grenzwerth  sein  soll,  welchen  die  Ener- 
gie der  Wechselwirkung  nicht  überschreiten  darf,  und  nur  dann 
erreichen  soll,  wenn  die  Bewegungsenergie  Null  ist. 

*i    Das  Zeichen  der  partiellen  DifTerentialion  ist  hier  gewählt    worden,  ui« 

dr 
aiiszudrüokon,  dass  hei  dieser  Differentiation  --  als  const^int  helrachlet  werden  soll. 

dt 
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Hieraus  crgiebt  sich  zunUchst  die  Bestimmung  der  einen  Grenze 
(»'  =cx>;  was  dagegen  die  andere  Grenze  (j"  betrifft,  so  darf  ihr  Wcrth 

r" 

nicht  kleiner  sein  als  derjenige,  für  welchen  +  l^{/r  =  a  sein  würde. 

•'00 

Der  hienach  bestimmte  Werth  von  q"  soll  mit  ()  bezeichnet  werden. 

Zur  Grössenbestimmung  der  mit  P  bezeichneten  Energie  der 
Wechselwirkung  zweier  Theilchen  e  und  e\  deren  Massen  mit  e 

und  6  bezeichnet  worden,  und  deren  Bewegungsenergie  0  =  i  -^^  •  ^s 
ist,  wird  dann  folgende  Gleichung  erhalten: 

V 


J  CO 


00 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  erstens  wUhrend  der  Entfernungsünderung 
ausser  der  Wechselwirkung  eine  äussere  Einwirkung  auf  das  Theil- 

chenpaar  stattfinden  soll,  durch  welche  der  gegebene  Werth  von  ^  in  V 

eonstant  erhalten  wird;  femer  dass  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  je  nachdem  das  Product  ee  positiv  oder  negativ  ist;  und  endlich 
dass  P=a  ist  für  0=0,  was  zur  Bestimmung  von  p  dient. 

Diese  Formel  für  P  kann  noch  auf  folgende  Weise  transformirt 
werden.  Man  kann  P=  +  |y^  dr  in  zwei  Theile  zerlegen,  nämlich: 

Ja 


00 


Jao  J  r 


wovon  der  erstere  Theil  der  absolute  Werth  des  Potentials  V  ist, 
worin  die  gewöhnlichen  Differentialzeichen  gesetzt  sind,  weil  es  gleich- 

gültig  ist,  ob  darin  ^  variabel  gesetzt  wird  oder  nicht.  Bei  dem  ietz- 
lern  Theile  bleibt  aber  zu  beachten,  dass  der  gegebene  Werth  der 
Geschwindigkeit  ^-  wUhrend  der  Entfernungsilnderung  von  r  bis  (j  eon- 
stant anzunehmen  ist. 

Bezeichnet  dann  s  die  wahrend  der  EntfernungsUnderung  von  r  bis 
Q  durch  Uussere  Einwirkung  geleistete  Arbeit,  so  muss  noth wendig, 

um  TT  eonstant  zu  erhallen, 

Abbandl.  d.  K.  S.  Gesollsth.  <\.  WiHHensdi.  XVIII.  ^* 
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. 


9 


sein,  woraus  zur  Bestimmung  der  Energie  P  folgende  Formel  orhalteo 
wird:  P= +  V — «, 

wo  y  d^s  Potential  der  Theilchen  e  und  e  bezeichnet,  und  s  die  Ar- 
beit, welche  während  der  Enlfernungsänderung  von  r  bis  p  durch 
äussere  Einwirkung  geleistet  werden  niuss^  damit  der  für  r  gege- 

bene  Werlh  der  relativen  Geschwindigkeit  tt  unverändert  bleibe. 


3. 

Ableitnng  des  elektrodynamischen  ans  dem  elektrostatischen 
Potentialgesetze  mittelst  des  Energieprineips. 

Nach  gegebener  Definition  der  beiden  Energieen  eines  elektrischen 
Theilchenpaars  e  und  e\  deren  Massen  mit  e  \md  t\  und  deren  Entfer- 
nung mit  r  bezeichnet  worden,  nämlich 

der  Energie  der  Bewegung  0=  |-y-^, '  dl«     '  "^^ 
derEnergie  der  Wechselwirkung  P      

WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt ,  je  nachdem  das  Produef e^ 
positiv  oder  negativ  ist,  und  der  mit  der  Grösse  Q  gegebene  Werth  der 

relativen  Geschwindigkeit  ^  während  der  Entfemungsänderung  con- 

stant  und  dem  für  Q  gültigen  gleich  anzunehmen  ist,  —  ergiebt  sich 


y  ^J 


*)  Bezeichnen  a,  ß  die  Geschwindigkeiten  der  Masse  i  in  der  Richtung  r  ud<1 

senkrecht  darauf,  «',  /^  dieselben  Geschwindigkeiten  für  *',  wonach  a  —  «'  =  — ■  die 

relative  Geschwindigkeit  beider  Theilchen  ist ;  so  ist  ^*  (aa  +  fiß)  4-  ^*'  (a'a'  +  tf'/j 
die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft.     Setzt  man  nun 

...           £«  +  «'«'       e' («  —  «')      „.       ,    ««  +  £'«'       e{a—a') 
für  a,    r-  -*•  — ^ r-  ;  für  a  ,  ; t-  : 

'  C  +  fi'  ß  +  6  '         6  +  fi'  C+6' 

so  erhält  man  die  ganze  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen   als  Summe  zweier 
Theile,  =  J  ^-^  •  -^  +  .q>— __^  +fßß+(ßß'y   wovon  der  erstere. 

nämlich   i  :  •  t:?   die  relative  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  isl, 

welche  oben  mit  Q  bezeichnet  worden.  — Siehe  Abhandlungen  d.  K.  Sachs.  Gesellscb. 
d.  Wiss.  Bd.  X.  S.  it. 
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rt.  1    ausgesprochenen  Energieprincipe,  wonach  P+Qsssa 
tanle  Summe  bildet,  folgende  Gleichung  zwischen  den  beiden 
a  und  Q  und  den  beiden  Variabein  Q  und  V,  nämlich 

^^'  dr  =  a  —  Q,  (1.) 


I 


ich  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik  für  0=0  das 

^=y^  gegeben.  Setzt  man  diese  Weithe  der  Variabein  0  und 

hung  (1.),  so  erhält  man  folgende  Gleichung  zwischen  den 
nstanten  a  und  (>,  wodurch  sie  auf  einander  zurückgeführt 
Imlich 

.9    . 


■■'-■ 


•  Werlh  der  Conslanteo  q  gefunden  vvii-d 

C=±T-  (2-) 

man  nun  diesen  Werth  von  q  in  die  Gleichung  (1 .),  so  ergiebt 
ide  Gleichung  blos  zwischen  einer  Constanten,  nUmlich  o, 
\  gegebenen  Werthc  der  Variabein  Q  und  dem  gesuchten 
r  Variabein  F,  nUmlich 


i 


'  a 


-.-.dv     ,  f.  (3.) 

ai  bestimmen  ist. 

sieht  leicht  ein,  dass  dieser  Gleichung  (3.)  durch  folgende 

g  von  V 

v="'('-S) 

de;  denn  substituirt  man  diesen  Werth  im  ersten  Gliede  der 
3.),  und  berücksichtigt,  dass,  nach  der  Art.  2  gegebenen 

in  der  Formel  P  =  +  1 1^  </r  der  gegebene  Werth  der  rela- 


windigkeit^,  folglich  auch  Q=^z^^'/ii'>  während  der 
sänderung  Consta n  t  anzunehmen  ist;  so  findet  man  für  den 
Äwerth,  r=  +^,  den  Werth  von  V=  +  a  11 — ^j,  und  für 

44» 
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den  andern  Grenzwerlh  r  =  oo  den  Werlh  V=  0;  folglich  die  Differenz 
dieser  Werlhe 


a 

OD 

folglich 


I 


+*i 


L,;r  =  +«(<- 2); 


+  *J. 


±H^'''-«0-2)=— 0. 


00 

ganz  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (3.). 

Diese  aus  dem  Grundgesetze  der  Elektrostatik  mit  Hülfe  des 
Energieprincips  abgeleitete  Formel  des  elektrodynamischen 
Potentialgesetzes,  nämlich 

lässt  sich  nun  noch  auf  folgende  Weise  umgestalten. 

Die  constante  Energiesumme  a  ist  nach  dem  EnergiepriDci[)e 

der  Grenzwerth  der  Bewegungsenergie  0  =  i^  ^-^  •  ^  für  abnehmende 

Werthe  der  Energie  der  Wechselwirkung  P,  d.  h.  es  ist  Q  s=  a  für  P=0. 

Bezeichnet  man  daher  die  relative  Geschwindigkeit    -  der  beiden  Tlieil- 

chen  für  diesen  Grenzwerth  der  Bewegungsenergie  a  mit  r,  so  er- 
giebl  sich 


2  ~ 


a  =  J  -^^^  •  cc. 


bb'      dr^         1  ,     eb' 


Substituirt  man  nun  diese  Werthe  von  0  =  J 7-  v.«  und  a  =  1 rcc 

in  Gleichung  (4.),  so  erhült  man  für  das  elektrodynamische  Polenlial- 
gesetz  folgenden  Ausdruck: 

r     \  cc     drj 

Zwischen  den  drei  in  dieser  Ableitung  des  elektrodynamischen  Polenlial- 
gesetzes  vorkommenden  Co ns tauten  a,  p,  c  eines  elektrischen  Theil- 
chenpaars  e,  e\  dem  die  Massen  6  und  6  zugehören,  finden  endlicli  fol- 
gende Beziehungen  statt,  wonach  jede  derselben  aus  jeder  von  den 
beiden  andern  bestinunt  werden  kann,  nlimlich 


■_  ^*  1    ^^ 


Für  (las  elektrodynamische  Potential    V"  erhalt  man  durch  Ver- 
lansclnm;^  dieser  Constanten  folgende  Formeln : 
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r\  0/         r    \  cc     dr  I  ^  r  ^^ 

WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  das  Prodiict  ee 
positiv  oder  negativ  ist. 


4. 

Ableitung  des  gewöhnlichen  Princips  der  Energie  ans  dem  Princip 

der  Erhaltung  der  Energie. 

Das  gewöhnliche  Energieprincip ,  wie  es  Neu  mann  ausge- 
sprochen hat,  verlangt,  dass  für  jedes  materielle  System  eine  Energie- 
function  existire,  d.  i.  eine  nur  vom  augenblicklichen  Zustande  des 
Systems  abhängende  Function,  welche  die  Eigenschaft  hat,  in  jedem 
Zeiträume  um  ebensoviel  anzuwachsen,  als  die  dem  System  während 
dieses  Zeitraums  von  Aussen  zugeführte  Arbeit  beträgt.  Diese  EncM  gie- 
function  hat  man  oft  kurzweg  die  Energie  genannt. 

Im  Falle  eines  Systems  von  zwei  Theilchen  in  der  Entfernung  r 
von  einander,  auf  welches  während  der  Entfernungsänderung  dr  durch 
Wechselwirkung  die  innere  Arbeit  Rdr^  und  durch  äussere  Einwir- 
kung die  äussere  Arbeit  dS  ausgeübt  wird,  ist  nach  einem  bekannten 
allgemeinen  Satze  der  Mechanik  die  Zunahme  dör  lebendigen 
Kraft  Q  eben  so  gross,  wie  die  Summe  aller  auf  das  System  ausgeübten 
innern  und  äussern  Arbeiten,  nämlich 

dQ  =  Rdr  +  dS. 

Giebt  es  also  eine  vom  augenblicklichen  Zustande  des  Theilchenpaars 
abhängende  Function,  welche  die  Eigenschaft  hat,  während  der  Entfer- 
nungsänderung dr  nm  dQ  —  Rdr  ^si  dS  anzuwachsen,  so  gilt  für  ein 
solches  Theilchenpaar  das  gewöhnliche  Energieprincip. 

Da  nun  für  ein  elektrisches  Theilchenpaar  e,  e  durch  das,  unter 
Voraussetzung  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie,  im  vorigen 
Artikel  entwickelte  Potentialgesetz  bewiesen  ist,  dass  die  innere 

Arbeit  Rdr  das  vollständige  Differential  der  Function  —  —  II  —  ^j^l  ist, 

welche  ebenso  wie  Q  nur  vom  augenblicklichen  Zustande  des  Theilchen- 
paars abhängt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Differenz  beider  Grössen, 
welche  ebenfalls  nur  vom  augenblicklichen  Zustand  des  Theilchenpaars 
abhängt,  nämlich 
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die  KigoDschafl  hat,  wührend  der  Entfernungsänderung  dr  kmi 
(IQ  —  ltdr=idS  anzuwachsen,  wonach  also  für  ein  solches  Theilch^u 
paar  nicht  allein  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie,  sondorc 
auch  das  gewöhnliche  Energieprincip  gilt,  und 

seine  Energiefunction  ist. 

Die  gleichzeitige  Geltung  beider  Principien,  nämlich  des  Princips 
der  Erhaltung  der  Energie,  wonach  P+Q  =  a  ist,  und  des  ge- 
wöhnlichen Energieprincips,  wonach  d{Q+  V)  =^dS  ist,  wo  S  die 
durch  äussere  Einwirkung  geleistete  Arbeit  bezeichnet,  setzt  vorauü, 
wie  schon  am  Schlüsse  von  Art.  1  bemerkt  worden,  dass 

dP=dV-dS, 
oder,  da  nach  Art.  2   P=  +  F —  s^  folglich 

dP=±dV—d8 

war,  dass  +dV —  ds=idV —  d Äf  sei,  was  mit  Hülfe  der  Art.  2  und  3 
gefundenen  Gleichungen : 


i 


-^^  dr 

r 


Q 


V=±l{ä-Q),  (1) 

und  mit  Hülfe  der  als  Ausspruch  des  gewöhnlichen  Energieprincips 
dienenden,  schon  Art.  1  angeführten,  Gleichung 

dS=d[Q  +  V)  (3.) 

leicht  bewiesen  werden  kann.    Nämlich  aus  (1)  und  (2)  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

.=  >_C>)(f-l), 

woraus  folgt  +  rf  V  —  ds=i  —  dQ. 

Nun  ist  aber  nach  (3)  auch    dV —  dN  =  —  dQ, 

folglich  ist  +  rf  V —  ds=idV —  d  S,  was  zu  beweisen  war. 
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5. 

Das  allgemeine  Gesetz  der  elektrischen  Kraft. 

Das  Potential  zweier  elektrischen  Theilchen  e  und  e  in  der  Ent- 
Qung  r  ist  Art.  3  gefunden  worden 

runter  die  Arbeit  verstanden  wird,  welche  durch  Wechselwir- 
ng  der  beiden,  die  relative  lebendige  Kraft  0  besitzenden,  Theilchen 
md  e  geleistet  werden  würde,  wenn  sie  aus  unendlicher  Entfernung 

die  Entfernung  r  versetzt  würden.    Der  Differentialquotient  —  be- 

chnet  alsdann  die  von  den  Theilchen  in  der  Entfernung  r  durch 
3chsclwirkung  aufeinander  ausgeübte  Kraft,  und  zwar,  je  nachdem 
positiv  oder  negativ  ist,  eine  Anziehungskraft  oder  Abstossungskrail. 
Die  relative  lebendige  Kraft  Q  beider  Theilchen,  deren  Massen  mit 
nd  «'  bezeichnet  werden,  wird  durch 

0  =  4--^.^ 
gestellt,  woraus  erhellt,  dass  Q  eine  Function  der  Zeit  t  ist  (ausge- 

dr 

imen  wenn  ^  ausdrücklich  als  constant  angenommen  wird),  ebenso 

t  r,  und  dass  folglich  auch  jede  von  diesen  beiden  Yariabelen  r  und 
Is  Function  der  andern  betrachtet  werden  kann. 
Es  ergiebt  sich  hiemach  dieAbstossungskraft 

dQ 

dV «V/. £\_.    ?«'      Jfl. 

dr"^  rr\  af         ar  '    dr    ^ 

dt 

5r,  wenn  man  hierin  die  Werthe 
slituirt,  woraus 

dp  ___    ffi'        dr      ddr 2a      dr      ddr 

TT        e+  £'  '  dt    '   dl*         cc"  '   d7  '   d?" 

;t,  ergiebt  sich  die  Abstossungskraft 

dV ee^I. 4      dr*        %r    ddr\ 

dr"^  rr  \  cc    dt*         cc     dt*  j  ' 

Nun  ist  aber  die  relative  Beschleunigung  -j^  aus  zwei  Theilen 

Bmmengesetzt,  nämlich  aus  dem  von  der  Wechselwirkung  beider 
ilchen  abhängigen,  und  aus  dem  davon  unabhängigen  Theile. 

letztere  werde  mit  /*  bezeichnet;    der  erstere  giebt  mit -^^, 
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mulliplicirt  die  Abstossungskrafl  — ^,    und  kann  also  durch  den  Quo- 
tienten  —  ^-^  •  Y-  dargestellt  werden.    Es  ist  also 


ddr n       £•¥•  s'   dV 


dt*        I  66'      dr 

ddr 

dt* 


Substituirt  man  diesen  Werth  für  ^  in  obiger  Gleichung,  und  setzt  nach 
Art.  3  (>  =  +  2^^^  •  — ,  wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gill, 
je  nachdem  das  Product  ce  positiv  oder  negativ  ist;  so  erhält  man 

dT ee[/. ^     ^^l^^A^I     ^ 

dr         rr  \  cc      dt*        cc' }         r      dr  ^ 

und  hieraus  endlich  folgenden  Ausdruck  der  Abstossungskrafl: 

dV ee'  / . 4       dr*        8r  n\ 

dr'~'r{r:^Q]      \  cc      dt*        cc'f^ 

WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  das  Producl  ee 
positiv' oder  negativ  ist.    Es  kann  dafür  auch  gesetzt  werden 

dr  /  ee'X      \  cc      dt*^^ccl]' 

Der  Ausdruck  der  elektrischen  Kraft  in  dieser  entwickelten  Form 
kann  nun  zur   leichteren  Ucbcrsicht  über  die  von   beiden   Theilchcn 
unter  den  verschiedensten  VerhUllnissen  aufeinander  ausgeübten  Kräfle 
dienen,  jedoch  ist  dabei  zu  beachten,  dass  in  dieser  Form  die  Kräfte 
nicht  nach  dem  Gesetze  des  Parellelogramms  componirt  werden  können  * ). 
Man  erkennt  z.  B.  daraus  unmittelbar,  dass  für  positive  Werthe  des 
Products  ce  diese  Kraft  unendlich  gross  sein  würde  nicht  blos  ftlrr=0, 
sondern  auch  für  r  =  (>;  erkennt  aber  zugleich  auch,  dass  in  Wirklich- 
keit der  letztere  Fall,  nämlich  wo  r==p  sei,  niemals  vorkomme,  weil, 
so  gross  auch  die  relative  Geschwindigkeit  der  Theilchcn  in  irgend  einer 
von  ()  um  eine  endliche  Grösse  verschiedenen  Entfernung  sein  möge, 
doch  niemals  r  =  (>  werden  könne. 


*)  Da  die  Compoticntcn  der  Bcschleuiiigunf;  hei  Kräften,  deren  Potential  von  den 
Geschwindigkeiten  der  heweglen  Punkte  ahhiingt,  durch  Ausdrücke  gegeben  sind. 
welche  die  Beschleunigungen  selbst  enthalten,  dergestalt,  dass  die  Werlhc  der  lejztc- 
ren  nur  durch  Auflösung  von  Gleichungen  erhalten  werden  können,  so  ist  nach 
einer  Bemerkung  Carl  Neumann\s  ins  Auge  zu  fassen,  dass  während  vor  jener 
Auflösung  die  Ausdrücke  der  Beschleunigungen  bei  gleichzeitiger  Wirkung  mehrerer 
Kräfte  nach  den  gewöhnlichen  Hegeln  componirt  werden  dürfen,  dici>e  letzlere  Eigen- 
schaft nach  Umformung  der  Ausdrücke  durch  Auflösung  der  Gleichungen  verloren 
geht.  Das  Unendlichwerden  der  Beschleunigungen  wird  dabei  durch  das  Verschwin- 
den der  Determinante  aus  den  Coefficienten  der  Beschleunigungen  in  den  einzelnen 
Gleichungen  charakterisirt.     Vergl.  Mathemat.  Annalen  Bd.  II,  S.  323  Anm. 
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Denn  weil  ee  positiv  ist,  ist  die  Kraft  für  r  >  (>  a  bs tossend  und 
ächsl,  während  r  abnimmt  und  dem  Grenzwerthe  q  sich  nähert,  ins 
n endliche,  woraus  einleuchtet,  dass  die  Annäherungsgeschwindig- 
^it,  die  wenn  auch  sehr  gross,  doch  nicht  unendlich  gewesen  war, 
ifgehoben  werden  müsse  von  dieser  ins  Unendliche  wachsenden  A  b  - 
tossungskraft,  noch  bevor  r  =  (>  geworden  ist ,  und  dass  sodann 
wieder  wachsen  werde.  Es  folgt  hieraus,  dass  in  diesem  Falle  nie- 
mals r  =  ()  werde,  sondern  dass  die  beiden  Theilchen  nothwendiger 
reise  stets  in  grösserer  Entfernung  als  (j  von  einander  bleiben  müssen. 

Für  r  <  p  ist  die  Kraft  anziehend  und  wächst,  während  r  zu- 
tnimt  und  dem  Grenzwerth  (>  sich  nähert,  ins  Unendliche,  woraus 
inleuchtet,  dass  die  Entfernungsgeschwindigkeit,  die  wenn  auch  sehr 
;ross,  doch  nicht  unendlich  gewesen  war,  von  der  ins  Unendliche 
.vachsenden  Anziehungskraft  aufgehoben  werden  müsse,  noch 
3evor  r  =  (>  geworden  sei,  und  dass  sodann  r  wieder  abnehmen  werde. 
Die  beiden  Tlieilchen  werden  also  in  diesem  Falle  stets  in  geringerer 
Enirernung  als  r  von  einander  bleiben. 

Sollte  eine  ähnliche  Beschränkung  der  Bewegung,  wie  für  zwei 
Theilchen,  welche  darin  bestand,  dass  sie  in  geringerer  Entfernung  als 
()  von  einander  immer  bleiben  mussten,  wenn  sie  einmal  darin  waren, 
auch  für  eine  grössere  Zahl  in  einem  eng  begrenzten  Räume  ein- 
geschlossener Theilchen  sich  ergeben,  welche  nämlich  darin  bestände, 
dass  alle  diese  Theilchen  immer  in  einem  gleich  begrenzten  Räume  zu- 
sammen bleiben  müssten;  so  würde  eine  solche  grössere  Zahl  von 
Theilchen,  ebenso  v^ie  jene  zwei,  zusammen  ein  Molekül  bilden,  und 
es  würden  auf  dieselbe  Weise  unter  geeigneten  Verhältnissen  auch  die 
ausserhalb  des  von  diesem  Moleküle  eingenommenen  Raumes  be- 
findlichen Theilchen  zu  Molekülen  vereinigt  sein  können.  Alle  diese 
Moleküle,  leuchtet  ein,  müssten  durch  Zwischenräume  mindestens 
von  der  Grösse  q  von  einander  geschieden  sein,  und  würden  sich  ein- 
ander wechselseitig  abstossen.  Es  würde  aber  weiterer  Untersuchung 
J>edürfen,  um  zu  entscheiden,  ob,  und  unter  welchen  Verhältnissen  ein 
System  solcher  Moleküle  in  stabilem  Gleichgewicht  verharren 
l^önnte,  und,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte,  nach  welchen  Gesetzen 
*'cine  Störungen  des  Gleichgewichts  fortgepflanzt  werden  würden ,  um 
d'e  Frage  zu  entscheiden,  ob  nicht  dem  Lichtäther  und  den  Licht- 
füllen im  Weltenraume  ein  stabiler  Aggregatzustand   solcher  von 
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elekirisehen  Tbeilcben  gebildelcD,  im  WelteDraume  verbreitelen  Mole- 
küle zu  Grunde  liegen  und  zur  Erklärung  dienen  könne.  — 

Mao  pflegt  diejenige  Kraft,  welcbe  zwei  elektrische  TheilcheD  e 
und  e  in  der  Entfernung  r  aufeinander  ausüben,  wenn  sie  in  relati- 
ver Ruhe  sich  befinden,  als  ihre  elektrostatische  Kraft  zu 
bezeichnen  und  dieselbe  nach  elektrostatischem   Gesetze  zu 

bestimmen,  nSfcmlich  =^.    In  relativer  Ruhe  befinden  sich  aber 

zwei  Theilchen,  wenn  ihre  relative  Geschwindigkeit  ^  =  0  ist.  AlsdaoD 

ergiebt  sich  aber  aus  dem  gefundenen  allgemeinen  Gesetze  der 
Abstossungskraft  zweier  elektrischen  Theilchen   die  Grösse  der  Kraß 

0  0^  0  0^  l  4  *•     V 

nicht  =  — ,  sondern  =-; r  •  |1  +  —/'|,  wo  f  der  von  der  Wechsei- 
rr'                            ♦*  *^TC.'      \  cc'  f^  ' 

Wirkung  der  beiden  Theilchen  unabhängige  Theil  ihrer  relativen 

Beschleunigung  ist,  d.  i.  die  Summe  derjenigen  Beschleunigung  =-, 

welche  von  der  relativen  Geschwindigkeit  a  in  einer  gegen  r  senkrecb- 
ten  Richtung,  welche  die  Theilchen  besitzen,  herrührt,  und  derjenigen 

Beschleunigung  =  — r  ^,    welche  von  der  Differenz  ^  der  auf  die 

Theilchen  e  und  e  ausgeübten  und  nach  r  zerlegten  äusseren  Kräfte 
herrührt,  wo  e  und  f '  die  Massen  der  beiden  Theilchen  bezeichnen. 

Aber  auch  dann,  wenn  die  beiden  Theilchen  sich  nicht  blos  in  re- 
lativer Ruhe  befinden,  sondern  auch  der  mit  f  bezeichnete,  von  ihrer 
Wechselwirkung;  unabhängige  Theil  ihrer  Beschleunigung  =  0  isl, 
ergiebt  sich   ihre  Abstossungskraft  noch  immer  verschieden  von  dem 

durch  das  elektrostatische  Gesetz  bestimmten  Werlhe  — :  sie 

rr 

ergiebt    sich    nllnilich    nach    dem    obigen    allgemeinen    Gesetze 


ee' 


Um  nach  diesem  allgemeinen  Gesetze  den  durch  dassla- 

tische  Gesetz  bestimmten  Werth       zu  erhalten,  darf  der  mit /1k?- 

zeichnete  Theil  der  Beschleunigung  nicht  =  0  sein,  sondern  muss  dew 
anderen  von  der  Wechselwirkung  der  beiden  Theilchen  abhängigen 

Theile,  nämlich  ---  •  ^  entgegengesetzt  gleich  sein,  d.  b. 

0 e  +  e'      tt'  —  qcc 

'  "~  £6'        rr    "^  Irr  ' 

Mit  diesem  Werthe  von  /'findet  man  nach  dem  allgemeinen  Gesel/e. 

(ir 

^venn  ^^  =  0  ist,  die  Grösse  der  Abstossungskraft: 
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_  1?:  _  _  ?«'_  .  (n-  *r  /i  =  ^»l-  .  U  :+.!]=.  ">1 

dr         r{r^Q)      \  er  '/  r{rT(>)     \  r]         rr  ' 

d.  i.  gleich  dem  durch  das  elektrostatische  Gesetz  bestimmten 
Werthe.  —  Wirkliches  statisches  Gleichgewicht  findet  also  zwiscBen  zwei 
in  relativer  Ruhe  befindlichen  Theilchen  nur  dann  statt,  wenn  die 
aus  ihrer  Wechselwirkung  resultirende  Beschleunigung  durch  die  von 
ihrer  Wechselwirkung  unabhängige  Beschleunigung  aurgehoben  wird. 

6. 

ßewegnngsgesetze  zweier  blos  durch  Wechselwirkung  getriebenen 

elektrischen  Theilchen. 

Die  Bewegungsgesetze  zweier  blos  durch  Wechselwirkung  getrie- 
lH3nen  elektrischen  Theilchen,  die  schon  in  den  Elektrodyn.  Maassbest. 
Bd.  X  dieser  Abhandlungen  entwickelt  worden  sind,  sollen  hier  nur  für 
den  Fall,  wo  diese  Theilchen  keine  relative  Bewegung  senkrecht  gegen 
ihre  Verbindungslinie  besitzen,  nllher  betrachtet  und  graphisch  dar- 
gestellt werden,  um  zur  Widerlegung  irriger  aus  dem  Grundgesetze  ge- 
zogenen Folgerungen  zu  dienen. 

Nach  Art.  3  war  das  allgemeine  Potential  zweier  elektri- 
schen Theilchen  c,  e  in  der  Entfernung  r  von  einander 

r    \  cc      dt^l^ 

WO  die  Abstossungskraft  beider  Theilchen,  wie  im  vorigen  Artikel 
bemerkt  worden,  durch  — ^^  dargestellt  wurde;  soll  aber  diese  Ab- 
stossungskraft durch  +  ^  dargestellt  werden,  so  ist  das  Potential 

^  r    \c*dt*        '/ 

ZU  setzen. 

Dieser  letztern  Beslimumng  gemüss  ergiebt  sich  die  Beschleunigung 

des  Theilchens  e  in  der  Richtung  r,  =  -  •  ^,  und  die  Beschleunigung  des 

Theilchens  e  in  der  entgegengesetzten  Richtung  =  p  •  j^ ,  wenn  *  und 

6'  die  Massen  der  Theilchen  e  und  c  bezeichnen,  woraus  die  relative 
Beschleunigung  beider  Theilchen  resultirt, 

ddr  l\  ^dV 

dt'  ~  \e  "*"  e'Jdr' 

Hieraus    ergiebt   sich   durch    Multiplication   mit  idr   die  Differential- 
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durch  deren  Inlegraiiop  zwischen  den  Grenzen  r^ssr^  und  r^sr,  wo  r, 
den  Werth  von  r  bezeichnet,  für  welchen  die  relative  Geschwindigkeit 

j^s=  0  ist,  erhalten  wird: 

oder,  wenn  ^  =  m  und  2  i-  -4-  pi=  + 1^  gesetzt  wird, 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  das  Producl  cc 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wird  zuni&chst  nun  der  Fall  betrachtet,  wo  ee  positiv  ist,  und 
drückt  man  die  Entfernungen  r  und  r»  in  Theilen  der  dem  TheilchcD- 
paare  zukommenden  Constanten  ()  aus,  so  erhält  man 

Sind  nun  für  ein  solches  Theilchenpaar  zu  irgend  einer  Zeit  die  Entfer- 
nung r  und  die  Geschwindigkeit  u  bestimmt,  so  ergiebt  sich  aus  obiger 
Gleichung 


''«~<-(1-r)tt*' 


Is^t  aber  auf  diese  Weise  für  das  betrachtete  Theilchenpaar,  welches  nur 
durch  Wechselwirkung  getrieben  sich  bewegt ,  die  tjntfernung  r„  be- 
stimmt, für  welche  u  =  0  ist,  so  können  nun  aus  folgender  Gleichung 

alle  zusammengehörigen  Wcrthe  von  r  und  u  für  den  nHmlichen  Werth 
von  fy  gefunden  werden,  wenn  darin  für  r  eine  Reihe  beliebiger  von 
r  =  0  bis  r  =  oo  wachsender  Werthe  gesetzt  wird. 

Eine  solche  Reihe  zusammengehöriger  Werthe  von  r  und  u  wird 
graphisch  durch  eine  Curve  dargestellt,  deren  Abscissen  und  Ordinaten 
die  zusammengehörigen  Werthe  von  r  und  u  darstellen. 

Der  Werth  von  Iq  kann  nun  aber  für  dasselbe  Theilchenpaar  zu 
verschiedenen  Zeiten  sehr  verschieden  sein,  wenn  dazwischen  ausser 
der  Wechselwirkung  äussere  Einwirkungen  stattgefunden  haben.  Für 
jeden  andern  Werth  von  ro  ergiebt  sich  aber,  nach  Beseitigung  der 
äussern  Einwirkung,  eine  andere  Reihe  zusammengehöriger  Werthe  von 
r  und  w,  welche  durch  eine  andere  Curve  graphisch  dargestellt  werden. 

Hiernach  erhält  man  für  ein  ganzes  System  'verschiedener  Werthe 
von  r„  folgende  nach  diesen  Werthen  geordnete  Zahlentafel  von  zu- 
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(lengehörigen  Werthen  von  r  und  u,  und  ein  entsprechendes  Curven- 
im,  welches  die  Figur  aur  beigefügter  Tafel  darstellt,  wobei  zu  bemer- 
st,  dass  in  dieser  graphischen  Darstellung  die  Werthe  von  r  der  folgen- 
Kahlentafel  als  Abscissen,  die  von  +u  als  Ordinaten  aufgetragen  sind, 
zwar  die  von  +u  als  positive  und  die  von  — u  als  negative, 
Unterscheidung  der  Entfernung  der  Theilchen  von  ihrer  A.n- 
erung.  Das  der  ersten  Abtheilung  der  Zahlentafel  entsprechende 
ensystem  erfüllt  den  Raum  AÄB B^  das  der  zweiten  d^n  Raum 
B^B,  der  auf  der  Seite  von  A^B^  ins  Unendliche  zu  erstrecken  ist. 


;he  von  u  =  yjzTr  (^  "^  7")'  ^^r Werthe  von  r  und  r^  zwischen  0  und  1 . 
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von  u  s=  1/ j:r7  (''  — 7-)?  ft*r  Werthe  von  r  und  r©  zwischen  1  und  c». 
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Die  nach  diesen  Zaiilenwerlhen  in  der  beigeOlgteD  Figor  geriebene 
graphische  Darstelhing  gewährt  nun  eine  klare  Einsicht  davon,  welche 
Bewandtniss  es  mit  dem  aus  der  Formel  sich  ergebenden  Resultate 
habe,  dass  nämlich  die  wechselseitige  Beschleunigung  zweier  Theilchei 
in  der  sogenannten  kritischen  Entfernung  p  unendlich  gross 
sei ,  was  vielseitige  Bedenken  gegen  das  dieser  Formel  zu  Grunde  0^ 
gende  allgemeine  Gesetz  der  elektrischen  Kraft  hervorgerufen  hat. 

Man  ersieht  nämlich  aus  dieser  gra|:)hischen  Darstellung,  dass  ii 
der  Entfernung  (j  zugleich  mit  der  unendlich  grossen  Beschleunigang  eia 
S|)rung  in  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Theilchen  von  —  rbis 
+  c,  oder  umgekehrt,  eintritt,  und  zwar  so  pIötzGch,  dass  wahremi 
desselben  die  Entfernung  (j  nicht  die  mindeste  Aenderung  erieidet. 

Die  Beschleunigung,  indem  sie  unendlich  gross  wird,  wechselt 
das  Vorzeichen,  und  in  Folge  davon  geht  die  Geschwindigkeit  im  selbi- 
gen Augenblicke,  ohne  allen  Zeitverlust,  von  — c  zu  -f-c  über,  oder 
umgekehrt.  Ehe  die  Entfernung  ()  die  kleinste  endliche  Aenderung  er- 
leiden kann,  hat  der  Uebergang  der  Geschwindigkeit  c  in  die  entgegen- 
gesetzte schon  stattgefunden. 

Obige  Formel  giebt  im  Grunde  nur  die  Beschreibung  einer  plütz- 
liehen  Zurückwerfung  der  Theilchon  von  einander,  im  Augenblicke,  wo 
sie  in  die  Knlfcrnung  (j  gelangen,  geradeso  wie  die  Formel  der  Mecha- 
nik für  zwei  zusanniienstossende  elastische  Kugeln,  die  ebenfalls  von 
einander  zurückgeworfen  werden,  und  zwar  desto  plötzlicher,  je  klei- 
ner die  Kugeln  und  je  grösser  ihr  ElaslicitUtscoefficient  ist.  Momen- 
tane Zurückwerfung  bildet  den  Grenzfall,  der  wirklich  zwar  nicht 
vorkonunl,  doch  nach  den  bisherigen  Principien  der  Mechanik  keines- 
wegs für  ungereimt  oder  absurd  erkliirt  wird.  Dass  endlich  nach  der 
Formel,  für  r=  (>,  die  Beschleunigimg  zwar  unendlich  gross  sein  würde, 
dass  aber  der  Fall  r  =  (j  ebenso  wcMiig  wirklich  vorkommt,  wie 
ein  elastischer  KörpcM-  mit  unendlich  grossem  Elasticit^Uscoenicienten, 
verdient  boscmdere  Beachluni'. 

Ferner  (»rsielit  man,  dass  die  (Jesammtlieit  aller  nach  der  angeführ- 
ten Fonni^l  (liirstellbaren  (lurven  zwim*  von  einander  ganz  getrennte 
Grijppc^u  bildet,  niimlic^h  erslens  eine*  Gruppe,  in  welcher  alle  Entfer- 
nuni^iMi  der  Theilchen  kleiner  als  (>,  und  zweitens  eine  Gruppe,  in  der 
sie  grössei*  als  ()  sind,  w(*lche  biMde  von  einander  dadurch  geschie- 
den   sind,    dass,    wie  oben  gezeigt  worden,  der  Fall,    wo  die  Ent- 
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rnung  ^q  wl*re,   gar  nicht  wirklich   vorkommt,  noch  vorkommen 
inn. 

Beide  Gruppen  zusammen  füllen  den  ganzen  Raum  für  alle  Ab- 
:  issenwerthe  von  r  =  0  bis  r  =  oo  und  für  alle  Ordinatenwerthe  von 
SS-  —  c  bis  ti  =  +  c  aus,  und  keine  dieser  Curven  gestattet  eine  Fort- 
Atzung  über  die  Grenzen  dieses  Raums  hinaus.  Es  folgt  hieraus ,  dass 
?vei  durch  blosse  Wechselwirkung  getriebene  elektrische  Theilchen, 
3ren  relative  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Augenblicke  nicht 
:össer  als  +  c  und  nicht  kleiner  als  —  c  ist,  stets  innerhalb  der  ange- 
3benen  Grenzen  bleiben*). 


7. 

[ektrische  Strahlung,  insbesondere  Reflexion  nnd  Zerstreuung 

der  Strahlen. 

Die  Bewegungen  zweier  blos  durch  Wechselwirkung  getriebenen 

sktrischen  Theilchen,  die  sich  in  Bewegung  gegen  einander  sowohl  in 

\v  sie  verbindenden  Geraden,  als  auch  senkrecht  darauf  befinden,  sind 

den  Elektrodyn.  Maassbest.  Bd.  X  dieser  Abhandlungen  betrachtet 

id  zu  ihrer  Bestimmung  folgende  Gleichungen  gefunden  worden : 


*)  Etwas  Anderes  wäre  es ,  wenn  der  bei  der  Definition  des  Arbeitsvermögens 
sgeschlossene  Fall  einträte,  dass  zwei  elektrische  Theilchen  schon  anfunglich  eine 
schwindigkeit  >•  +  c  oder  -<  —  c  besassen,  oder  wenn  die  beiden  Theilchen  nicht 
>s  durch  Wechselwirkung,  sondern  ausserdem  noch  durch  äussere  Einwirkung  ge- 
sben  sich  bewegten  und  dadurch  eine  solche  Geschwindigkeit,  entweder  >  +o 
er  *<  -*  c,  erhalten  hätten.  Gesetzt  ein  solcher  Fall  käme  wirklich  vor,  so  würden 
)  Bewegungen  zweier  solcher  Theilchen ,  wenn  sie  von  diesem  Augenblicke  an  blos 
roh  Wechselwirkung  getrieben  sich  weiter  bewegten ,  durch  ganz  andere  Curven 
rgestellt  werden,  welche  vom  Gebiete  des  oben  betrachteten  Curvensystems  ganz 
sgeschlossen  wären.  Alle  diese  andern  Curven  würden  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Stern  bilden,  welches  den  ganzen  übrigen  Raum  erfüllte.  Alle  Curven  dieser  zwei- 
I  Art  sind  in  der  beigefügten  Figur  durch  punktirte  Linien  dargestellt  worden, 
ich  diese  Bewegungsarten,  oder  die  sie  darstellenden  Curven ,  zerfallen  in  zwei  von 
lander  an  der  durch  die  kritische  Entfernung  f  bestimmten  Stelle  ganz  geschiedene 
tippen,  nämlich  eine  Gruppe,  in  welcher  alle  Entfernungen  der  Theilchen  stets 
»ner  als  ^,  und  in  eine  Gruppe,  in  welcher  sie  stets  grosser  als  ^  sind.  Ausserdem 
det  auch  hier  eine  vollkommene  Symmetrie  zwischen  den  Curvenarmen  mit  Or- 
laten  >  +  c  und  •<  —  c  statt.  Beide  Curvenarme  sind  ferner  bei  r  =  ß  mit  ein- 
der  verbunden  in  Folge  des  plötzlichen  Wechsels  der  Geschwindigkeit  von 
-  oo  zu  Iju  oo. 
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^  r 
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WO  r  die  Entfernung  beider  Theilchen  von  einander,  und  u  und  a  ihre 
relativen  Geschwindigkeiten  in  der  Richtung  von  r  und  senkrecht  dar- 
auf bezeichnen ;  ferner  bezeichnet  Tq  den  Werth  von  r,  für  welchen 
M  =  0  ist,  «0  den  Werth  von  a,  für  welchen  r  =  ro  ist,  endlich  ^  die 
von  der  Natur  und  den  Massen  e  und  €  der  beiden  Theilchen  e  und « 
abhängende  Constante 

WO  ()  positiv  oder  negativ  ist  wie  das  Product  ee.  —  Soll  p  die  Bedeu- 
tung einer  Entfernung  beider  Theilchen  von  einander  haben,  die  Dur 
positiv  sein  kann,  wie  r  und  r^,  so  ist 

+  /a  f +  e'   ff* 
—  ^    es'      cc 

ZU  setzen,  wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  das 
Product  ee  positiv  oder  negativ  ist.  Für  Gleichung  (1 .)  ist  dann  zu 
setzen 

cc         r^q    \     r  cc    —  rj' 

mit  derselben  Bestimmung  der  Vorzeichen.  —  Da  im  Folgenden  nur 
gleichartige  elektrische  Theilchen  betrachtet  werden  sollen,  so  wer- 
den stets  die  oberen  Vorzeichen  gelten.  —  Die  Gleichung  ra^^r^d^ 
ergiebt  «  =  0  für  r  =  oo,  bei  gegebenen  endlichen  Werlhen  von  r,^  und 
«0  9  womit  die  Existenz  einer  geradlinigen  Asymptote,  mit  welcher  die 
Bahn  im  Unendlichen  zusammenfallt,  verbunden  ist. 

Es  soll  nun  der  Fall  betrachtet  werden,   dass  zwei  gleiche  elek- 
trische Theilchen  c  und  e   aus  grosser  Entfernung  sich  einander  mit 
grosser,  aber  in  Folge  wechselseitiger  Abstossung  abnehmender,  Ge- 
schwindigkeit u  nahern,  deren  grösster  Wc^rth,  nUmlieh  für  r  =  oo,  iiiil 
w„  bezeichnet  werden  soll.     Der  Einfachheit  halber  soll  bei  dieser  rela- 
tiven Bewegung  e  als  ruhend  betrachtet  werden.     In  derselben  Bahn 
und  relativ  gegen  e  mit  gleicher  Geschwindigkeit  soll  dem  Theilchen  e» 
eine  Reihe  gleicher  Theilchen  e\  e" .  .  .  .  folgen,  in  solchen  Inter- 
vallen, dass  die  wechselseitigen  Störungen  derselben  nicht  berücksich- 
tigt zu  werden  brauchen. 

Aus  dem  oben  angeführten  Gesetze  Gleichung  (I.)  ergiebt  sich  der 
für  r  =  cx>  geltende  Werth  von  m,  nUmlich 
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•«„^c|/(^o^lj.  (3.) 

Da  nun  q  für  gleiche  Theilchen  gleich  ist,  und  auch  u»  als  gleich  ange- 
nommen worden  ist,  so  kann  eine  Verschiedenheit  nur  noch  in  Be- 
ziehung auf  den  Werth  von  r^  und  den  daraus  nach  Gleichung  (3.)  sich 
ergebenden  Werth  von  ao  stattfinden. 

Das  System  aller  dieser  Theilchen  heisse  ein  elektrischer 
Strahl,  und  die  Asymptote,  in  der  sich  die  Theilchen  befinden,  wenn 
sie  sehr  weit  von  e  entfernt  sind,  diene  zur  Bestimmung  der  Richtung 
des  Strahls. 

Wäre  für  alle  Theilchen  To  =  p  -^,  woraus  «0  =  0  folgte,  so  wür- 

den  sie  alle  sich  in  derselben  Geraden  fortbewegen  bis  zur  Entfernung 
fu,  worauf  sie  alle  wieder  in  derselben  Geraden  rückwärts  gehen  wür- 
den. Ist  «0  aber  von  Null  verschieden,  und  zwar,  zugleich  mit  r^,,  ver- 
schieden für  alle  Theilchen  e\  e" . . ,  für  welche  t/,,  gleich  ist,  für  alle 
aber  sehr  klein ;  so  wird  jedes  Theilchen,  wenn  r  sich  dem  Werthe  r^^ 
nähert,  von  jener  Asymptote  abweichen.  Der  Winkel ,  welchen  dann 
die  Gerade,  z.  B.  e  e,  in  Folge  dieser  Abweichung,  mit  der  Richtung  des 
Strahls  bildet,  werde  mit  (p  bezeichnet,  und  es  sei  y  =  y,j,  wenn  die 
abnehmende  Entfernung  ee  =  r„  geworden  ist,  wo  nämlich  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Richtung  ee,  =  0,  in  der  Richtung  senkrecht  dar- 
auf, ^  Uq  ist. 

Von  dem  Augenblicke  an,  wo  r  =  ro  geworden,  entfernen  sich  die 
beiden  Theilchen  e  und  e  wieder  von  einander,  und  ihre  Verbindungs- 
linie nähert  sich  einer  andern  Geraden,  die  mit  der  Richtung,  welche 
ee'  besass,  als  es  =ro  geworden,  ebenfalls  einen  Winkel  =%  bildet 
und  mit  der  Richtung  des  ursprünglichen  Strahls  den  Winkel  esSI^^, 
welcher  der  Reflexion sw  in  kel  heissen  soll.  Dieser  Reflexionswinkel 
ist  nun  aber  für  die  verschiedenen  Theilchenpaare  ee.  ee'...,  welche 
zu  demselben  Strahl  gehören,  sehr  verschieden,  nach  Verschiedenheit 

der  Werthe  von  a^  oder  ~,  woraus  sich  ergiebt,  dass  ein  solcher  re- 

fleciirter  Strahl  zugleich  auch  zerstreut  werde.  Diese  Zerstreuung 
elektrischer  Strahlen  soll  nun  nach  obigen  Gesetzen  näher  bestimmt 
werden. 

Zunächst  ergiobt  sich  aus  obigem  Gesetze  (2.)  das  Wachsthum  des 
mit  (p  bezeichneten  Winkels,  nämlich 

Abbacdl   d.  K.  S.  G«sell8ch.  i.  Wiss»ns<h.  XVIII.  45 


674  Wilhelm  Webeii, 

dip^^^'^dt.  (4.) 

Substituirt  man  ferner  in  Gleichung  (1.)  den  aus  Gleichung  (3.)  sich  er- 
gebenden Werth  von  a^  =  ti„2  _  £  |j2^  g^  erhält  man 

folglich,  wenn  r  bei  wachsendem  t  abnimmt. 
Hieraus  folgt 

(/y  =  V-od/=_?<>ro ärVirr-^r^) ^^ 

oder,  wenn  —^8  gesetzt  wird, 


r 

d 


'"v^* -('■»'■»- vH** 


(7.) 


woraus  man  sieht,  dass  g>  durch  elliptische  Functionen  darge- 
stellt werden  kann. 

Beschränkt  man  sich  nun  aber  auf  diejenigen  Fillle,  wo  der  Werth 

von  «„^  =  11,,^ — ^c^  und  demnach  auch  der  Werth  von  Irf^r^, — -^PM^» 

entweder  ganz  verschwindet  oder  doch  sehr  klein  ist,  so  reducirt 
sich  obige  Gleichung  im  ersteren  Falle  auf 

d^  =  +  l^..d.|/;^;  (8.: 

im  letztern  Falle,  wo  r^o  ^^hr  klein  sein  soll,  jedoch  ohne  ganz  zu  ver- 
schwinden, werde  ri^^^=irf^  —  ^Q=^ß  gesetzt  und  (i so  klein  angenom- 
men,  dass  in  Gleichung  (7.),  welche  durch  Einfuhrung  von  /9in 

übergeht,  (1  —  ißs)  für  den  Factor  y — - —  gesetzt  werden  kann,  wo- 
durch für  (7.)  folgende  Gleichung  erhalten  wird : 

d<P^'^{^-ifis)dsY\^^,  (9.^ 

woraus  sich  ergiebt,  wenn  S=1  —  ((>  +  ^o)*  +  P^«*^  gesetzt  wird, 

/■'»=^[/pl-tt-»+«')/^+i^<'/w] 
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Setzt  man  b^  —  {Q  +  r^)  und  css^r^,  so  erhält  man  durch  Ausfuhrung 
der  Integration  *) : 

'=[-+iO»+sriH-?,(h^-i)]^,iog(vS+.Kc+,-^)-i(f+-;(.+He)-?.)v 

woraus,   wenn    man   fn=z^^n=s-,    folglich    nach    Gleichung    (3.) 
^  =  V(1 — mn^)  setzt,  erhalten  wird: 


"•»'){^(^  -1^(1  _.„.))|/J,  ,ogl-±^+i  +^^(,  _„.„.)].(i  0 


*=o 


Hiemach  ist  folgende  Tafel  derWerthe  von  g)«,  für  verschiedene  Werthe 
von  m  und  n,  berechnet  worden : 


nsl 

«=s 

m  =  1 

0 

i 

0,9658 

i 

1,1269 

h 

1,1479 

0 

1 

1,2272 

0,7776 

i    1,2486 

0,9688 

f 

1 ,2629 

1,0690 

i 

1,2732 

1,1302 

0 

1,2500 

1,2500 

Es  ergiebt  sich  hieraus  für  alle  Theilchen  e\  e" ...  eines  eleklri- 
trischen  Strahls,  welche  sich  dem  Theilchen  e  aus  grosser  Entfernung 
mit  der  Geschwindigkeit  Uq  nähern,  dass  sie,  wenn  sie  bis  zur  Entfer- 
femung  r^  gelangt  sind,  umkehren  und  sich  von  e  wieder  entfernen, 
mit  einer  Geschwindigkeit,  die  in  grosser  Entfernung  bis  u^^  wieder 
wächst ;  dass  aber  die  beiden  Richtungen,  in  welchen  beide  Theilchen 
mit  der  Geschwindigkeit  ti,^  sich  erst  näherten  und  dann  entfernten. 


♦i   Nämlich 


Jsds 


tyc 


)■ 


'--lo,  (ys  +  .yc  +  ±-^ 


ys 


45» 
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einen  Winkel  i%  mit  einander  bilden,  der  für  die  verschiedenen  Paare 
nach  Verschiedenheit  des  Werths  von  r„  sehr  verschieden  ist. 

Die  Verschiedenheit  des  Winkels  2y„,  welcher  der  Reflexions- 
winkel genannt  worden  ist,  für  die  verschiedenen  Theilchenpaare  nach 
Verschiedenheit  des  Werths  von  r»,  bildet  das  nait  dem  Namen  der 
Zerstreuung  elektrischer  Strahlen  durch  Reflexion  bezeichnete  Faktum, 
und  das  gefundene  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Reflexionswinkels  2  9^, 
von  m  und  n  giebt  von  dieser  Zerstreuung  genaue  Bestimmung,  wenn 
man  beachtet,  dass  n  für  alle  Theilchen  eines  und  desselben  Strahls 

denselben  von  w„,  nach  der  Gleichung  n=  ^,  abhSingigen  Werth  besitzt; 
ferner  dass  m  für  jedes  Theilchenpaar  durch  die  3  Gleichungen  m  =  ^, 
«„2— -||^^2  —  £^2  uqJ  ^^^^.^-— ^,.^  nach  Elimination  von  r„  und  «o,  aus  der 

relativen  Geschwindigkeit  «  beider  Theilchen  in  der  Richtung  senkrecht 
auf  ihre  Verbindungslinie,  tilr  jede  beliebige  Entfernung  r  bestimmt 
werden  kann,  nämlich  durch  die  Gleichung: 


8. 

Anwendung  der  Theorie  der  Znrückwerfnng  nnd  Zerstreuung 

elektrischer  Strahlen  auf  Lichtäther  nnd  Gase  nach  der  Kr5nig- 

Cl an sins' seilen  Theorie  der  molecnlaren  Stosse. 

Die  ZurUckwerfung  und  Zerstreuung  elektrischer  Strahlen,  welche 
aus  elektrisch  gleichartigen  Theilchenpaaren  bestehen,  die  im  leeren 
Räume  mit  gleicher  Wurfgeschwindigkeil  sich  nliheru  oder  entfernen, 
fuhrt  zu  einem  ähnlichen  Aggregalzustand  des  ganzen  Systems  solcher 
im  leeren  Räume  befmdlichen  Theilchen,  als  in  der  Gastheorie  nach 
Krönig  und  Clausius  den  Gasen  zugeschrieben  wird,  blos  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  in  Wurfbewegung  boßndlichen  Theilchen  der 
Gase  ponderable  Theilchen  sind ,  während  jene  elektrischen  Theilchen 
als  imponderabel  bezeichnet  zu  werden  pflegen,  weil  die  Geltung  des 
allgememen  Gravitationsgesetzes  von  ihnen  bisher  wenigstens  nicht  be- 
wiesen ist.  Nur  nach  Mosotti's  Gravitationstheorie  (siehe  Zöllner. 
Wissenschaftliche  Abhandlungen.  Erster  Band.  Nr.  2.  Leipzig  1878  . 
wonach  alle  Gravitationskräfte  aus  elektrischen  Abstossungs-  nnd  An- 
zieh imgskrüften  resullircn,  würden  alle  Wechselwirkungen,  ponderabler 
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sowohl  als  elektrischer  Theilchen,  unter  gemeinsame  Bestimmungen  ge- 
fasst  werden,  indem  jedes  ponderable  Theilchen  hienaeh  ein  elektri- 
sches Doppeltheilchen  (gleich  einem  Doppelsterne)  wäre,  nämlich 
ein  positiv  und  ein  negativ  elektrisches  Theilchen,  die  sich  um  einander 
drehten. 

Nach  dieser  Mosotti'schen  Vorstellung  ponderabler  Theilchen  er- 
giebt  sich  von  selbst,  dass,  wenn  diese  Theilchen  sich  im  leeren  Raum 
in  Wurfbewegung  befinden,  wie  nach  der  Krönig-Clausius'schen 
Gastheorie  bei  den  Gasen  angenommen  wird;  so  würden  aus  den  Ge- 
setzen der  elektrischen  Wechselwirkung  für  diese  im  leeren  Raum  in 
Wurfbewegung  heUndlicheu  ponderabicn  Theilchen  ähnliche  Zurück- 
werfungs-  und  Zerstreuungsgesetze  sich  ergeben,  als  im  vorigen  Artikel 
für  gleichartige  elektrische  in  Wurfbewegung  befindliche  Theilchen  ge- 
Tiinden  worden  sind,  wie  leicht  erkannt  wird,  wenn  man  beachtet,  dass 
jene  Gesetze  vorzugsweise  für  Paare  von  gleichartigen  Theilchen  gelten, 
die  sich  bei  ihrer  relativen  Wurfljewegung  bis  auf  eine  Entfernung  r^ 
nähern,  die  ^  zur  unteren  Grenze  hat.  Denn  zwei  ponderable  Molecule 
enthalten  zwei  Paare  gleichartig  elektrischer  Theilchen,  und  für  jedes 
dieser  beiden  Paare  giebt  es  eine  Entfernung  (>,  bis  zu  welcher  die 
Theilchen  des  Paares  nicht  gelangen  können,  weil  ihre  Abstossungs- 
krafl  unendlich  werden  würde,  was  nur  dadurch  verhindert  wird,  dass 
die  beiden  Theilchen  durch  die  immer  schneller  wachsende  Abstossungs- 
kraft  zum  Stillstand  gebracht  werden,  und  zwar  bevor  sie  zur  Entfer- 
nung ^  gelangen,  worauf  sie  durch  die  in  Folge  ihrer  Wechselwirkung 
fortdauernde  Abstossungskraft  sich  wieder  ebenso  von  einander  entfer- 
nen, als  sie  sich  vorher  genähert  hatten. 

Es  lassen  sich  hienaeh  die  im  vorigen  Artikel  gefundenen  Gesetze 
der  Zurückwerfung  und  Zerstreuung  für  Strahlen  gleichartig  elektrischer 
Theilchen  auch  auf  Strahlen  ponderabler.  nach  Mosotti's  Vorstellung 
zusammengesetzter,  Molecule  übertragen.  Und  sind  nun  diese  ponde- 
rabeln  Molecule  Gasmolecule,  so  wird  dadurch  ein  Aggregatzustand  des 
Gases  gebildet,  welcher  dem  nach  der  Krönig-Clausius'sc'en  Theo- 
rie den  Gasen  zugeschriebenen  Aggregatzustande  ganz  entspricht,  ohne 
dass  es  nöthig  wäre,  diesen  ponderablen  Gasmoleculen  mit  Krön  ig 
eine  besondere  Form  und  Elasticität,  oder  mit  Clausius  und  Maxwell 
besondere,  einer  höheren  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportio- 
nale Abstossuugskräfte  zuzuschreii)en. 
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Giebt  es  aber  einen  Raum ,  z.  B.  den  Weltraum,  worin  keine  pon- 
derabeln  Molecule  sich  befinden ;  so  leuchtet  doch  die  Möglichkeit  eio, 
dass  sich  in  diesem  Räume  die  Theilcben  eines  der  beiden  Bestandlheile 
dieser  ponderabeln  Molecule,  d.  h.  entweder  die  positiv  oder  die  o^a- 
tiv  elektrischen  Theilchen,  befinden,  die  in  Wurfbewegung  ebenfalls 
einen  Körper  von  besonderem  Aggregatzustand  bilden  wurden,  der 
aber,  weil  er  nur  aus  gleichartig  elektrischen  Theilcben  bestände,  nichl 
als  ponderabler  Körper  bezeichnet  werden  durfte,  sondern  als  imponde- 
rabler  Aether,  fUr  den  aber  ebenfalls  die  von  Maxwell  (Philos. 
Transact.  1867)  fUr  dynamische  Medien  entwickelten  Bewegungs- 
gesetze,  namentlich  die  mit  den  Verbreitungsgesetzen  der  Lichtwellen 
übereinstimmenden  Gesetze  der  Wellenverbreitung  gelten  wUrdeo. 
Eine  solche  Vorstellung  von  einem  Raum  erfüllenden  Medium,  be- 
stehend aus  wechselseitig  sich  abstossenden  Theilcben,  scheint  ohne 
feste  Raumbegrenzung  nur  unter  Voraussetzung  einer  ganz  unbegrenz- 
ten Erstreckung  ins  Unendliche  möglich  zu  sein ;  jedoch  scheint  eine  Be- 
schränkung eines  solchen  Mediums  auf  einen  endlichen  Raum  ohne  feste 
Begrenzung  nach  Mosotti  dadurch  ermöglicht,  dass  dieses  Medium 
einen  Mosotti* sehen  ponderabeln  Körper  umgäbe,  welcher  auf  dasselbe 
anziehend  wirken,  und  es  dadurch  zusammenhalten  wUrde. 


9. 

Bewegungsgesetze  zweier  durch  Wechselwirkung  nnd  äussere 
Einwirkung  getriebenen  elektrischen  Theilcheu. 

Es  soll  nur  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  die  äussere 
Einwirkung  auf  das  Theilcben  e  in  einer  constanten  Kraft  nach  Richtunj; 
der  verlängerten  Geraden  ee  besteht,  welche,  mit  der  Summe  f -♦- '« 
der  eigenen  Masse  des  Theilchens  e  und  der  damit  fest  verbundenen 
ponderabelen  Masse  dividirt,  den  Quotienten  g  giebt.  —  Die  äussere 
Einwirkung  auf  das  andere  Theilcben  e  besiehe  in  einer  Kraft,  welche 
der  aus  der  Wechselwirkung  von  e  und  e  resultirenden  auf  c'  wir- 
kenden Kraft  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Das  Potential  Vder  beiden  Theilcben  c  und  e  in  der  Entfernung 
r  ist  nach  Art.  5,  wenn  man  unter  V  diejenige  Function  versteht,  deren 

Diflferentialquotient  —  die  Abstossungskraft  beider  Theilchen  dar- 
stellt, 
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^  r    \c*dt*      /'/• 

Hieraus  folgt  nun  die  Beschleunigung  durch  Wechselwir- 
kung des  Theilchens  e  nach  r,  =  -4-z  '  i-^  und  die  des  Theilchens  e' 

in  entgegengesetzter  Richtung  =  ^  .  ~ ,  woraus  die  relative  Beschleu- 
nigung beider  Theilchen  durch  Wechselwirkung  resultirt: 

Hiezu  kommt  die  Beschleunigung  durch  äussere  Einwirkung, 
welche  für  e  in  der  Richtung  r^  ^=  g  ist,  und  für  e\  in  derselben  Rich- 
tung, =  ^  .  — ,  woraus  die  relative  Beschleunigung  beider  Theil- 
chen durch  äussere  Einwirkung  resultirt: 

±      dV 

Die  ganze  relative  Beschleunigung  ergiebt  sich  hieraus : 

ddr   __  _| IT-t. 

dt*    """  e  +  m     dr         *^' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2  dr^  so  erhält  man 

^dr     ddr         _^     dV^  ^      , 

^dt      dt  6  +  m     dr^^^^^^^^ 

und  hieraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  r  =s  r^  und  r  =  r, 
wo  fo  den  Werth  von  r  zur  Zeit,  wo  jj  =  0  ist,  bezeichnet : 


d 

d 


i;-rbi['-f(ra.-<)  +  7f] +  «"('-'••)• 


Bezeichnet  man  -j-,  mit  ti,  und  beachtet,  dass  H =  a  =  |^  -—-7  cc 

ist,  so  erhält  man 

und  hieraus 

....  _  ±  (a4-m)(64-6^)      \ro         r/  ^  cc  ^  »^ 

Setzt  man  nun  T-r^Tr~—r.  =  p\  so  ergiebt  sich : 

für  positive  Werthe  von  ee\     Mti=  ^-  (1  —  fj  (1  +  ^  .  ^) ,    (1 .) 

für  negative  Werthe  von  ee\   uu  =  ^  (1  —  ^J  (l  -  ?f  .  ^») ,  (2.) 
oder,  wenn  r  und  r^  in  Theilen  von  p'  ausgedrückt  werden : 

für  positive  Werthe  von  ee\    uu=  ^  (^ ""  r)  *  (^  "*"  "TT  '  ^^^  '  (^^ 

für  negative  Werthe  von  ee\  uu=j^^  U  —  L\.  i\ iL .  rroj .  (4.) 


680  Wilhelm  Weber, 

Es  ergeben  sich  hieraus,  wie  man  sieht,  wenn  g  =  0  gesetzt  wird,  die 
Art.  6  gefundenen  Gleichungen  für  zwei  blos  durch  Wechselwir- 
kung getriebene  Theilchen;  wenn  dagegen  *  oder  *'  =  0  gesetzt  wird, 
wo  (j  =^0  wird,  erhält  man  aus  (1.)  und  (2.) 

uucc=  g  =  2j(r  — ro), 
d.  i.  das  Fallgesetz,  worin  (r  —  r^)  den  Fallraum  bezeichnet. 

Die  graphische  Darstellung  dieser  Bewegungsarten  eines  elektri- 
schen Theilchenpaars  durch  Wechselwirkung  und  äussere  Ein- 
wirkung ergiebt  sich  leicht  für  positive  Werthe  von  ee  aus  der  in  der 
Figur  zu  S.  669  gegebenen  graphischen  Darstellung  der  Bewegungsarten 
eines  Theilchenpaars  durch  Wechselwirkung  allein,  ohne  äussere 
Einwirkung;  es  brauchen  in  obiger  Figur,  bei  unveränderten  Abscisr 
sen  r,  alle  Ordinaten  +  u  der  durch  einen  bestimmten  Werlh  der  Con- 

stante  gegebenen  Curve,  nur  im  Verhältniss  von  1  : 1/  M  -f-  -^  ro  rl  ver- 

grössert  zu  werden,  um  diejenige  Curve  zu  erhalten,  welche  die 
Bewegungen  des  Theilchenpaais  unter  den  angegebenen  äussern 
Einwirkungen  darstellt,   wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  fo  und  r  in 

Theilen  von  (/,  statt  von  p,  dargestellt  sind,  und  dass  p' :  p  =  -— -, :  6  -♦-  w, 

d.  i.  nahezu  =  f  :  m,  für  kleine  Werthe  von  f,  sich  verhält. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  auch  bei  äusserer  Einwirkung  wie 
die  oben  angegebene,  für  eine  bestimmte  Entfernung  (/  gleich- 
artiger Theilchen  von  einander,  ihre  relative  Beschleunigung  durch 
Wechselwirkung  zwar  nach  der  Formel  unendlich  gross  sein  würde: 
dass  aber  diese  Entfernung  ^'  niemals  eintreten  könne,  aus  dem  im  vo- 
rigen Artikel  angeführten  Grunde,  der  auch  hier  stattfindet.  Denn 
sollte  der  Fall,  wo  die  Entfernung  der  Theilchen  =(j'  wäre,  wirklich 
eintreten;  so  müsste  er  eintreten,  entweder  indem  beide  Theile  sich 
einander  näherten  oder  von  einander  entfernten.  Findet  nun  wäh- 
rend der  Annäherung  Abstossung,  während  der  Entfernung  An- 
ziehung statt,  und  wächst  jene  Abstossung  und  diese  Anziehung  nach 
dem  angeführten  Gesetz  in  der  Art,  dass  sie  für  die  Entfernung  ()'  un- 
endlich werden  würde;  so  werden  die  Theilchen  in  keinem  von  bei- 
den Fällen  bis  zur  Entfernung  (/  gelangen,  sondern  zum  Stillstand  und 
zur  Umkehr  gebracht  werden,  ehe  sie  dahin  gelangt  sind.  Dies  findet 
nach  unserm  Gesetze  statt  und  es  leuchtet  daraus  der  Grund  ein,  warum 
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der  Fall  anendlicher  Beschleunigung  nach  diesem  Gesetz  wirklich  nie- 
mals eintreten  kann. 

Es  bietet  also  auch  der  in  diesem  Artikel  erörterte  Fall  der  Ver- 
bindung von  Wechselwirkung  mit   äusserer  Einwirkung  keinen 
Grund  dar  zu  Bedenken  gegen  das  aufgestellte  Gesetz,  und  es  ist  daher 
gar  nicht  nöthig,  zur  Vertheidigung  dieses  Gesetzes  in  der  Annahme  Zu- 
flucht zu  suchen,  dass,  weil  ^  und  (j'  Moleculardistanzen  seien,  beson- 
dere  Molecularkrdfte    noch    in  Betracht  kommen  können,   durch 
vvelche  der  Fall   unendlicher  Beschleunigung  in  den  Molecularentfcr- 
nungen  q  oder  ^'  beseitigt  würde. 

Es  bleiben  übrigens  die  Entfernungen  ^  und  ^' stets  Molecularentfer- 
nuDgen,  weil  nämlich,  wenn  auch  durch  Vergrössernng  der  auf  einander 
wirkenden  elektrischen  Massen  ()  vergrössert  werden  kann,  doch  wenig- 
stens eine  von  den  beiden  auf  einander  wirkenden  elektrischen  Massen 
ao  eine  ponderable  Masse  gebunden  sein  wird,  welche  mit  ihr  fort- 
bewegt werden  muss,  wie  in  dem  eben  betrachteten  Falle,  wodurch 
eine  Verkleinerung  von  ()  eintritt,  im  Verhältniss  der  ganzen  Masse 
«  +  m  zur  elektrischen  ^,  wo  m  eine  ponderable  Masse  bezeichnet,  ge- 
gen vvelche  6  verschwindet. 

Der  in  diesem  Artikel  betrachtete  Fall  zweier  durch  Wechselwir- 
kung und  äussere  Einwirkung  getriebenen  elektrischen  Theilchen  ist 
der  nämliche,  auf  welchen  sich  der  von  Helmholtz  erhobene  Einwand 
bezog,  welchen  Neu  mann  in  seiner  Abhandlung,  S.  91  ff.  dieses  Ban- 
des, einer  nähern  Prüfung  unterworfen  hat. 

Neu  mann  erblickte  S.  9S  in  dem  von  Helmholtz  gerügten  »ab- 
surden  Resultate  unendlicher  Beschleunigung«^)  in  der  sogenannten 
kritischen  Entfernung,  ein  neues  Argument  dafür,  dass  mein  elektrisches 
Grundgesetz  (ähnlich  wie  das  Newton'sche)  für  ausserordentlich  kleine 
Entfernungen  einer  gewissen  ModiKcation  bedürfe;  erhob  indessen 
selbst  den  Einwand  dagegen,  dass  jener  Fall  unendlicher  Beschleunigung 
sich  so  einrichten  lasse,  dass  nur  grosse  Entfernungen  in  Betracht  kä- 
men, welche  eine  Modification  des  Resultats  durch  Molecularkräfte  aus- 
schlössen. 


*)  Eine  unendliche  Beschleunigung  kommt  bei  Betrachtung  zusammcn- 
stossender  Körper  häufig  vor  und  wird  in  der  Mechanik  nicht  als  absurd  betrachtet, 
sondern  als  G  rc  n  z  f a  1 1  bei  wachsender  Elasticiläl .  Kommt  dieser  G  r c  n  z  f  a  1 1  niemals 
vor,  so  gilt  das  nUmlicho  auch  von  obigem  Falle,  wie  sogleich  gezeigt  werden  wird. 
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Von  diesen  Fällen,  wo  nur  grosse  Werthe  als  kritische  Entfer- 
nungen in  Betracht  kämen,  sei  nur,  bemerkt  Neumann,  die  Wirk- 
lichkeit oder  Realisirbarkeit  nicht  nachgewiesen,  ohne  welche 
diese  Fälle  nicht  als  Conlrole  eines  physikalischen  Gesetzes  benutzt 
werden  könnten,  und  der  von  Helmholtz  erhobene  Einwand  wttrde 
ernstliche  Bedeutung  nicht  früher  gewinnen,  als  bis  dieser  Nach- 
weis geliefert  worden  sei. 

Dagegen  ist  nun  in  diesem  und  im  vorigen  Artikel  der  Beweis  ge- 
liefert worden,  dass  die  Möglichkeit  des  Falls,  in  welchem  nach 
Helmholtz  das  »absurde  Resultat  unendlicher  Beschleunigung«  stattfin- 
den würde,  dadurch  ganz  ausgeschlossen  werde,  dass  die  beiden 
Theilchen,  ehe  sie  zur  kritischen  Entfernung  gelangen  können,  sich  der- 
selben vorher  genähert  haben  müssen,  entweder  aus  kleinerer  oder 
aus  grösserer  Entfernung;  dass  sie  aber  wegen  der,  bei  der  Annähe- 
rung, ins  Unendliche  wachsenden  Beschleunigung  rückwärts,  d.  i. 
Verlangsamung,  welche  stattBndet,  sowohl  wenn  die  Theilchen  aus 
kleinerer  als  auch  wenn  sie  aus  grösserer  Entfernung  der  kritischen 
Entfernung  nahen,  zur  kritischen  Entfernung  niemals  gelangen 
können,  woraus  folgt,  dass  das  von  Helmholtz  gerügte  »absurde 
Resultat  unendlicher  Beschleunigung«  gar  nicht  existirt,  und  dass 
nur  ein  von  Helmholtz  begangener  und  bisher  nicht  widerlegter  Irr- 
thum  dazu  geführt  hat.  —  Auf  die  Grösse  der  kritischen  Entfernung 
kommt  übrigens  hiebei  gar  nichts  an.  — 

Doch  sollen  in  den  beiden  nächsten  Artikeln  noch  ein  Paar  Fälle 
näher  erörtert  werden ,  in  denen  man  eine  sehr  bedeutende  Vergrösse- 
rung  der  sogenannten  kritischen  Entfernung  erreichen  zu  können  ge- 
glaubt hat,  und  welche  durch  die  daran  geknüpften  Folgerungen  beson- 
deres Interesse  auf  sich  gezogen  haben. 

10. 

Bewegungsgesetze  eines  in  elektrischer  Hohlkugel  ein- 
geschlossenen, durch  elektrische  Wechselwirkung  und  äussere 
Einwirkung  getriebenen  Elektricitätstheilchens. 

In  diesen  Abhandlungen  hat  S.  103 — 106  dieses  Bandes  C.  Neu- 
mann  folgenden  Fall  besonders  hervorgehoben  und  erörtert: 

»Es  sei  gegeben  eine  gleichmässig  mit  Elektricität  belegte  und  k^i 
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aufgestellte  Kugelschaale  (vom  Radius  u).  Iiu  lanern  dieser  Schaale 
befinde  sich  ein  mit  Elektricität  belegter,  um  seine  fest  aufgestellte  ho- 
ri2K)ntale  Axe  drehbarer  Cylinder  (dessen  Radius  ss  a  und  dessen  Träg- 
heitsmoment ^  9)1  sei).  Auf  diesen  Cylinder  sei  ein  Faden  aufgewickelt, 
und  das  freie  Ende  dieses  Fadens  mit  einem  Gewicht  Hg  beschwert.  — 
Es  soll  die  Bewegung,  welche  der  Cylinder  unter  der  Einwirkung  der 
elektrischen  Kugelschaale  einerseits  und  unter  der  Einwirkung  des  Ge- 
wichts Mg  andererseits  annehmen  wird,  näher  untersucht  werden.« 

»Dabei  soll  vorausgesetzt  sein,  dass  der  Cylinder  mit  der  in  ihm 
vorhandenen  elektrischen  Materie  starr  und  unlöslich  verbunden 
sei,  und  dass  Gleiches  auch  stattfinde  bei  der  Kugelschaale.« 

Neu  mann  ist  für  diesen  Fall,  wenn  dabei  die  elektrischen  La- 
dungen des  Cylinders  und  der  Kugelschaale  constant  angenommen 
werden,  schliesslich  Seite  106  zu  folgender  Gleichung  gelangt: 

L»'»'  =  Mga&  +  Const., 
oder,  nach  l  diflerentiirt, 

wo  &  den  Drehungswinkel,  i/  die  Drehungsgeschwindigkeit  und  ^"  die 
Drehungsbeschleunigung  des  Cylinders  bezeichnet,  und,  wenn  H  die 
Dichtigkeit  der  Elektricität  auf  der  Kugelschale  und  2'e  die  Ladung  der 
Cylinderober fläche  bezeichnet, 

w  Afaa4-9R        KnaH >  aale 

i  See 

gesetzt  und  constant  angenommen  ist. 

Neu  mann  hat  hieran  nun  folgenden  Ausspruch  geknüpft:  »Ist  die 
Constante  L  =  pos.,  so  wird  das  angehängte  Gewicht  Mg  mit  be- 
schleunigter Geschwindigkeit  sinken.  Ist  Lss  0,  so  entsteht  eine  un- 
endlich grosse  Beschleunigung.  Ist  endlich  L  =  neg.,  so  wird  jenes 
Gewicht  mit  beschleunigter  Geschwindigkeit  gehoben  werden.  In 
diesem  letztern  Falle  könnte,  falls  man  den  Faden  unendlich  lang  an- 
nimmt, das  Gewicht  unendlich  hoch  emporgehoben,  also  unendlich 
grosse  Arbeit  geleistet  werden.« 

»Untersucht  man  aber,  ob  die  Fälle  L  =  0  und  L  =  neg.  wirklich 
eintreten  können,  so  stösst  man  auf  dieselben  Schwierigkeiten  wie 
früher.« 

Von  diesen  hier  von  Neumann  angedeuteten  Schwierigkeiten 
mögen    folgende    zwei    besonders    hervorgehoben    werden,    nämlich 
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erstens  diejenige,  welche  von  den  durch  die  Natur  der  Körper  den 
elektrischen  Scheidungskräflen  gesetzten  Schranken  herrühren,  zwei- 
tens die  mit  der  Annahme  eines  constanten  Werths  von  Lver- 
bundenen  Schwierigkeiten,  welche  darin  bestehen,  dass  mit  dieser 
Annahme  die  Voraussetzung  bestimmter  unveränderlicher 
Ladungen  der  Kugel  und  des  Cylinders  verbunden  ist. 

1)  Schwierigkeiten,  wekhe  von  den  durch  die  Natur  der  Körper  dei 
elelitrischen  Scheidungskräften  gesetzten  Schranken  herrfilireiL 

Bezeichnet  man  die  Elektricitdt  des  Cylinders  und  der  Kugelschaale 
kurz  mit  e  und  e  (statt  mit  ^e  und  infi^U),  und  setzt  das  Trägheits- 
moment des  Cylinders  ^=imaä^  so  ist 

folglich  ist  für  L  =  0 

ee  =si -ja  cc[M+  m) [ 

2  6' 

Nun  ist  —  die  zur  Ladung  e  einer  Kugelschaale  erforderliche 
Scheidungskraft*);    die   Grösse   dieser   Scheidungskraft  ist 

*)  Die  von  einer  mit  der  Elektricität  e  gleichförmig  belebten  Kugelschaale  vom 
Halbmesser  o  auf  einen  ausserhalb  befindlichen  linearen  Leiter  von  unbegrenzter 
Länge  /,  welcher  in  der  Verlängerung  eines  Kadius  liegt ,  ausgeübte  Scheidungskraft 
ist   die  Differenz  der  auf  die  in  jeder  Längeneinheit  des  Leiters  befindliche  Einheil 

r' 

I     dj- 

positiver    Elektricität    ausgeübten    A  b  s  t  o  s  s  u  n  g  s  k  r  a  f  t    =  e?'  1  : z ,  und  der 

auf  die  in  jeder  Längeneinheit  befindliche  Einheit  negativer  Elektricität  ausgeübten 

r' 

Anziehungskra  f  t  =»  —  e'  \  , j ;    folglich 


2  c' 


woraus  sich  bei  unbegrenztem  Werthe  von  /die  Scheidungskraft  =  —  ergiebt, 
wie  oben  angegeben  worden  ist. 

Ist  in  diesem  Leiter  eine  Säule  eingeschaltet ,  durch  welche  die  Kugelladung  uü- 
veräudert  erhalten  wird,  so  wird  dadurch  bewiesen,  dass  die  von  der  Kugelladuni; 
und  die  von  der  Säule  auf  den  Leiter  ausgeübten  Scheidungskräfle  entgegengesetzt 
gleich   sind,   wodurch  auch  die  Scheidungskraft  der  Säule  bestinmil  wird,   nämlich 


a 
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aber  beschränkt  und  hängt  von  den  in  der  Natur  vorhandenen  Schei- 
dungsniitteln  ab;  denn  bei  aller  Mannichfaltigkeit  dieser  Mittel  giebt 
es  doch  kein  Mittel  für  unendlich  grosse  Scheidungskräfte. 
Soll  nun  L  =  0  sein,  so  niuss  nach  obiger  Gleichung 

-  =  3cc  . , 

oder  es  muss,  da  c  s=  439450 . 1 0^  ist, 

-  '  TFnrT^  =  289670.  10>«  sein.  — 

«        8  (Jif  -!-  m) 

Es  wird  schwer  halten,  einen  mit  fester  Drehungsaxe  versehenen  gela- 
denen Cylinder  darzustellen,  dessen  Ladung  e,  nach  absolutem 
Maasse,  grösser  wäre  als  die  in  Milligrammen  ausgedrückte  ponde- 
rable  Masse  2m;  fügt  man  aber  zu  2m  noch  die  doppelte  Masse  des 

Gewichts  =2i(f  hinzu,  so  kann  sicher  ttu^t — :  s's  echter  Bruch  an- 

genommen  werden,  woraus  folgt,  dass  zur  Ladung  der  Kugelschaale, 
wenn  L  =s  0  werden  sollte,  eine  Scheidungskrafl  erforderlich  wäre,  die 

nach  mechanischem  Maasse  =  —  >  289670.  1 0^*  sein  mUsste, 

d.  i.  eine  Scheidungskraft,  welche  die  grösste  von  den  in  den  Elektro- 
dyn.  Maassbest.  Bd.  V  dieser  Abhandlungen  S.  243 — 250  gemessenen, 

nämlich  =2^1^=1108,  mindestens 261  Trillionen  Mal  überträfe. 

Dass  es  uns  noch  unbekannte  Körper  in  der  Natur  gebe ,  welche  die 
Möglichkeit  so  grosser  Scheidungskräfle  gev\  ährten,  darf  mit  Recht  be- 
zweifelt werden.    Eine  Yergrösserung  der  beiden  Coefßcienten  jj^ 


e 
m 


Es  leuchtet  ferner  aber  ein,  dass,  wenn  die  Kugelschaale  noch  nicht  geladen 
wäre,  sie  durch  die  Säule  geladen  werden  würde,  und  dass  diese  Liadung  wachsen 
würde,   bis  sie  =  e  geworden  wäre,  bei  einem  Kugelhalbmesser  =  a,  d.  h.  bis  die 

Scheidungskraft  d  er  Kugelladung  =  —   geworden  wäre   und   die   Schei- 
dungskraft der  Säule  aufhöbe. 

Ferner  folgt  hieraus,  dass  zwei  Kugeln  mit  den  Ladungen  e  und  ne,  deren 
Halbmesser  a  und  na  sind,   deren  Potentiale  folglich  für  alle  Punkte  im  Innern, 

nämlich   —  und   --  ,    einander  gleich  sind,  leitend  verbunden  sein  können,  ohne  dass 

irgend  ein  Theil  der  Ladung  von  der  einen  Kugel  zur  andern  überginge,  in  Ueberein- 
Stimmung  mit  dem  Satze,  dass  bei  Gleichheit  der  Potentiale  im  Innern  zweier  Lei- 
ter kein  Uebergang  der  Elektricität  bei  leitender  Verbindung  der  Leiter  statttinde.  — 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  obige  Scheidungskräfte  in  mechanischem 

Maasse  ausgedrückt  sind  und  mit  455370.  tO    = --—  zu  multiplictren  sind,    um 

sie  in  magnetischem  Maasse  ausgedrückt  zu  erhalten. 
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und  —  um  das  1 0-  oder  1 0Ofache  würde  gar  nicht  in  Betracht  koromeo; 

ist  in  der  Natur  der  Körper  nicht  die  Möglichkeit  gegeben,  das 
Product  dieser  beiden  Coefffcieten  viele  Trillionen  Mal  zu  vergrOsseni, 
so  bleibt  die  Darstellung  des  Falls  L  =  0  immer  unmöglich. 

Ware  aber  auch  in  der  Natur  der  Körper  die  Möglichkeit  so  grosser 
Sclreidungskrafle  gegeben,  so  würden  doch  auch  mit  diesen  Scheidui^- 
krüflen  die  geforderten  Ladungen  nicht  zu  eßectuiren  sein,  weil  kein 
Isolator  existirt,  welcher  fest  genug  wäre,  um  den  Expansivkräflen 
solcher  Ladungen  zu  widerstehen,  welche  stärker  wie  Pulverladungeo 
explodiren  und  Alles  zerstören  würden. 

Gäbe  es  endlich  aber  auch  so  feste  und  vollkommene  Isolatoren, 
welche  selbst  den  Ungeheuern  Expansivkräflen  solcher  Ladungen  zo 
widerstehen  vermöchten,  und  könnte  auch  demnach  die  Kugelladung 
bis  zu  der  geforderten  Grösse  gebracht  werden,  so  würde  zwar  alsdann 
L  =  0  werden,  aber  die  Beschleunigung  ^"  würde  auch  dann  nicht 
unendlich  werden,  auch  nicht  nach  dem  der  obigen  Rechnung  zu 
Grunde  liegenden  Gesetze,  wie  im  folgenden  Artikel  nachgewiesen  wer- 
den soll. 

11. 

Fortsetzung. 

2)  Schwierigkeiten,  welche  mit  der  Annahme  eines  constanten  Wertbs 

von  L  Terbunden  sind. 

Abgesehen  von  dem  im  vorigen  Artikel  erörterten  Zweifel,  ob,  bei 
den  durch  die  Natur  der  Körper  den  elektrischen  Schei- 
dungskraften  gesetzten  Schranken,  L  =  0  werden  könne,  bleibl 
noch  die  Frage  zu  erörtern  übrig,  ob  das  für  L  =  0  genau  beslimnile 
Product  der  beiden  Ladungen  e  und  e  constant  erhalten  werden 
könne,  was  angenommen  werden  muss,  wenn  L  constant  und  zwar 
=  0  sein  soll.  Es  fragt  sich  ferner,  welchen  Einfluss  es  haben  würde, 
wenn  eine  der  beiden  Ladungen  veränderlich  wäre. 

Der  Wertli  von  L  hängt  von  den  Ladungen  e  und  e  des  Cylinders 
und  der  Kugelschaale  ab,  und  zwar  kommt  es,  wenn  der  Werlh  von 
L  =  0  constant  sein  soll,  nicht  blos  auf  die  Grösse  der  Ladungen 
e  und  e  an,  sondern  auch  auf  die  Art  der  Herstellung  eines  i?enaii 
bestimmten  Werlhes. 
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W^re  auch  die  eine  von  beiden  Ladungen,  nämlich  die  Cylinder- 
ladung  e,  constant  gegeben,  so  müsste  doch  die  Ladung  der  Kugel- 
schaale  e'  veränderlich  bleiben,  um  durch  ihr  allmUhligesWachsthum 
dahin  zu  gelangen,  dass  L  =  0  würde.  Die  Ladung  e  würde  aber  auch 
dann  nicht  plötzlich  aufhören  sich  zu  ändern,  un)  von  nun  an  voll- 
kommen constant  zu  bleiben,  sondern  sie  würde  ohne  Zweifel  inner- 
halb gewisser  Grenzen  immer  schwanken,  weil  die  Herstellung  der  ge- 
forderten Ladung  mit  absoluter  Genauigkeit  gar  nicht  möglich 
ist,  sondern  nur  innerhalb  gewisser  weiterer  oder  engerer  Grenzen. 
Die  Ladung  e  würde  folglich  stets  als  eine  Function  der  Zeit  zu  betrach- 
ten sein,  welche  für  irgend  einen  kürzeren  Zeitraum  durch  e  =sp  +  qt 
dargestellt  werden  kann. 

Für  diesen  Fall,  wo  e'  variabel  ist,  gilt  nun  die  von  Neu- 
mann S.  105  dieses  Bandes  aufgestellte  Gleichung,  nämlich: 

wo  T^^f^'aa»'&\  P=-^  •  fla*'*' +  Const.  und  [/=  — ,  was 
also  mit  ^  zugleich  sich  ändert. 

(mg    t^  _.  ü  ii*     \ 

— 2 Tacd  ^^ »  s^  erhält 

man  L»'&'  =  Mga»  —  { (p  +  ?0  +  Const., 

oder,  nach  t  differentiirt, 

woraus  für  LssO  folgt  entweder  #"s=oo  oder  (wenn  &"  nicht  un- 
endlich ist),  »'  —  -iP- . 

Diese  Alternative  wird  nun  entschieden,  wenn  man  beachtet,  dass 
L  mit  der  Zeit  l  variirt.  Man  i*echne  die  Zeit  /  von  dem  Augenblicke 
an,  wo  nach  der  Gleichung  e  ^sp  +  qt  L  =  0  sein  würde,  woraus  folgt 

M  +  m  ^^^     ep 
2  dacc' 

Es  ist  alsdann  nach  Verlauf  des  Zeitelements  d 

8  acc         ' 

folglich,  wenn  dieser  Werth  für  L  in  obiger  Gleichung  gesetzt  wird, 
Da  nun  für  L  =s  0  und  /  =  0  bei  endlichem  Werthe  von  ^" 


*'  = 


eq 


Mgaa 

gefunden  worden  ist,  und  der  Werth  von  ^y  für  /  =  d,  wenn  d  ver- 
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schwindend   klein   ist,   nicht  merklich  verschieden  ist  von  dem 
Werthe  von  *"  für  /  =  0,  so  ergiebt  sich : 

iL»"  =:  -  ^aa  -  »"  =  Mga  -'-^  .^1^  =  0, 

iacc  ^f  a  eq  ' 

wonach  ^"  =  0  isl. 

Dieser  Werth  //'  =  0  gilt  nun,  so  klein  auch  q  sein  möge,  er  gilt 
folglich  auch  noch,  wenn  9  =  0  ist. 

Man  sieht  hieraus,  wenn  der  Fall,  dass  L  =  0  sei,  nur  der  lebcr- 
gang  isl  von  kleineren  VVerthen  zu  grösseren  oder  umgekehrt,  dassdie 
Beschleunigung  d^'  für  L  =  0  keineswegs  unendlich,  sondern  =0  ist, 
wodurch  alle  von  der  behaupteten  unendlichen  Beschleuni- 
gung hergenommenen  Einwände  beseitigt  werden. 


12. 

Schluss. 

Schon  bevor  N  e  u  m  a  n  n  den  im  vorigen  Artikel  betrachteten  Fall 
bemerkt  und  untersucht  hatte,  war  von  Helmholtz  die  Aufmerksam- 
keit auf  einen  ähnlichen  Fall  gerichtet  worden,  wo  nämlich  ein  elektri- 
scher Massenpunkt  6  im  Innern  einer  elektrischen  Kugelflächesich 
befindet,  und  es  war  von  ihm  das  überraschend  einfache  Resultat  ^e- 
funden  worden,  dass  die  Compononlen  der  von  der  elektri- 
schen Kugol  fläche  auf  ^  ausgeübten  Kraft  den  Beschleu- 
nigungen ci",  y\  z\  mit  einem  constanten  Factor  multi- 
plic  irt ,  gleich  seien. 

Es  war  ferner  von  Helmholtz  (Borchardt's  Journal,  Bd.  7o 
aus  dem  tii  iindgesetze  der  elektrischen  Wirkung  die  Gleichung  der  1«^ 
bendigen  Kraft  entwickelt  worden,  die  sich  für  den  Kall  blos  eines 
beweglichen  Massenpunkls  /i  mit  dem  elektrischen  Quantum  e  in  einem 
Kaume  ergiebt,  w(»lch(M'  von  (»iner  gleichmassig  n)it  Elektricität  belebten 
Kugeloberlladie  vom  Halbmesser  H  begrenzt  ist,  nämlich  die  Gleichung: 

}(/, -3^. //..')  </y-V+ 6  =  0-), 

WO  t  (Ins  Quantum  Elektricität  auf  der  Flächeneinheit  der  Kugelober- 

■'    Der  Factor   von   ^qq   in   obiger  Gleichung   isl    nicht    j/ii  —  -7-^  Ä  ^  r ) .  >^ if 

\  See  I 

Helmholtz  angegeben,    sondern    lu  —  — —  Bff']  .   Vergl.  Neninann.  §  3  und' 
seiner  Abhandlung  in  diesem  Bande. 
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fläche,  q  die  Geschwindigkeit  des  Massenpunkts  fi  in  seiner  Bahn  «,  also 
g s=  ^*,  und  V das  Potential  der  nicht  elektrischen  Kräfte  bezeich- 
net.    Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  durch  DiiTerentation  nach  s: 

dg         /S/r      D      '        ^9    .    ^^'\         A 

WO  -r —  •  Ree  •  ö^-  die  auf  //  in  Richluns;  der  Bahn  s  wirkende  elek- 

3cc  '  ds  ^  ^ 

Irische  Krall,  und  ^  die  auf  fi  in  derselben  Richtung  wirkende 
nicht  elektrische  Kraft  ist. 

Da  nun  ?  =  ^  die  Geschwindigkeit  des  Punkts  fi  in  seiner  Bahn  s 

bezeichnet  und  q  ~  =  j.  =  -^  die  Beschleunigung  von  //  in  seiner 
Bahn  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  aus  obiger  Gleichung  gefundene,  auf 
u  wirkende  elektrische  Kraft  -^  -Rtt  -  q /  das  Product  dieser 
Beschleunignng  g^  multiplicirt  mit  dem  constanten  Factor  ^  -Reh 

ist,  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  angeführten  Resultate. 

Ist  nun  die  auf /r  wirkende  elektrische  Kraft  der  Beschleuni- 
gung q  ~  des  Punkts  ft  proportional,  auf  welchen  zwei  Kräfte  wirken, 
nämlich  ausser  der  angegebenen  elektrischen  Kraft  j^ •  Ret    qj^^t 

die  nicht  elektrische  Kraft  — ;  so  leuchtet  ein,  dass  a  —  durch  Di- 

d« '  '  *  ds 

Vision  der  Summe  dieser  beiden  Kräfte  mit  //  erhalten  wird,  nämlich: 

9CC 

woraus  gefunden  wird 


A  -i R^^   '  Q  T^'^T' 

dq  Zcc  ^  ds        ds 


JL    ^' 
d(/  jti     ds 

"ds  »  h       %n 


I —  .    il  6  6 

Substituirt  man  diesen  Werth  für  q^^  im  Ausdrucke  der  auf  //  wirken- 
den elektrischen  Kraft,  so  erhält  man  einen  von  der  Beschleunigung 
unabhängigen  Ausdruck  dieser  Kratl,  nämlich 

•   ilf* 

-z —    nee  -q-^ssz -r- » 

ii  —  -z —  •  iiet 

•^  See 

woraus  man  leicht  erkennt,  dass  diese  elektrische  Kraft  in  der  Bahn 
8  nach  derselben  Seite  gerichtet  ist,  wie  die  nicht  elektrische  Kraft 

^y ,  SO  lange  als  j^  •  Ree'  </i  ist;  dass  sie  aber  die  entgegengesetzte 

Abhandl.  d.  K.  S.  QeseUsch.  d.  Wissensch.  XVUI.  ^6 
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Richtung  hat,  sobald  als  ^7^  •  Ih^'  >  ^iwird.  Während  aber  j^  Äf  *', 

indem  es  wächst,  =//  wird,  wächst  gleichzeitig  die  elektrische 
Kraft  stetig  bis  +  cx>,  springt  alsdann  plötzlich  über  von  +  00  zu  —  cx>, 

und  wächst  mit  y^  •  Rf(^\  was  >  /i  geworden,  wieder  stetig  von  —  00 

bis  ZU  0.    Wenn  dagegen  j^  •  it 6 f',    indem    es    abnimmt,    =/i 

wird,  nimmt  gleichzeitig  die  elektrische  Kraft  stetig  bis  — cx>  ab, 
springt  alsdann  plötzlich  von  —  00  zu  +  00,  und  nimmt,    nachdem 

-—  •  Hfi^'  <  /f  geworden,  wieder  stetig  ab,  von  +  00  bis  zu  0. 


Sowohl  das  Wachsthum  einer  solchen  Kraft  ins  Unendliche,  als 
auch  der  Wechsel  ihrer  Richtung,  im  Augenblicke,  wo  sie  unendlich 
gross  geworden  ist ,  könnte  nun  wohl  als  eine  Verletzung  der  in  der 
Natur  sonst  herrschenden  Stetigkeit  erscheinen  und  zur  Bestreitung  all- 
gemeiner Gültigkeit  des  Gesetzes,  woraus  solche  Stetigkeitsverlelzungen 
gefolgert  werden,  angeführt  werden.  Indessen  lässt  sich  leicht  bewei- 
sen, dass  aus  jenem  Gesetze  diese  Folgerungen  mit  Recht  gar  nicht  ge- 
zogen werden  können,  weil  nämlich  diese  Folgerungen  noch  an  ganz 
unerfüllbare  Bedingungen  geknüpft  sind ,  wie  schon  in  PoggendorflTs 
Annalen  Bd.  156,  Seite  29  bemerkt  worden*),  was  einer  nähern  Nach- 
Weisung  zu  bedürfen  scheint,  die  hier  schliesslich  noch  gegeben  wer- 
den soll. 

Die  Beschleunigung  von  fi  durch  die  oben  angeführte  elektri- 
sche und  nicht  elektrische  Kraft  hat  sich  aus  der  von  Helra- 
holtz  aus  dem  Grundgesetze  der  elektrischen  Wirkung  abgeleiteten 
Gleichung  eri?eben,  nämlich : 

dV 
dq  ds 

U  —    - —  •  litt 

^  3cc 


^  ds  87r 


*)  Es  lieissl  :in  clor  angoführlen  Slolle  :  Ein  solcher  Spning  in  der  G  rosse  und 
Kidilung  der  elektrischen  Kraft,  niinilich  von  -I- 00  7ai  — 00,  tritt  wirklich  nach 
dem  Gesetze  gar  nicht  ein.  weil  nämlich  die  Masse  ju  mit  ihrer  Ladung  c,  in  Folge 
der  immer  wachsenden  Beschleunigung,  gar  nicht  im  Innern  des  Kugelraums  so  lange 

8  TT 

verweilen  kann,  his  -— -  •  Hf('  =  ^  geworden  ist,  sondern  schon  früher  bis  an  die 

ö  c  c 

vom  festen  Isolator  gebildete  KugeloberllUche  getrieben  w^orden  sein  müsste, 
durch  deren  Widerstand  Ruhe  wiederhergestellt  worden  wäre,  und  die  in  der  Rech- 
nung >orausgesetzten  Verhältnisse  gar  nicht  mehr  stattfanden. 
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wo  die  Beschleunigung  von  ^,  statt  mit  q  ^^ ,  auch  mit  -^  oder  ^- /  be- 
zeichnet werden  kann. 

Diese  Beschleunigung  ist  unendlich  gross,  wenn  der  Werth  von 
*'  ^^  Itbb  *^*'  "^^^  Bestimmung  dieses  Werths  von  «',  welcher  mit  tj 
bezeichnet  werden  soll,  setzt  hiernach  voraus,  dass  der  Werth  von  £ 
schon  vorher  bestimmt  sei.  Es  könnte  zwar  scheinen,  dass  auch  um- 
gekehrt i;  vorher  bestimmt  werden  könnte,  indem  die  Bestimmung  von 
f  abhängig  von  der  Kenntniss  von  ?!  gemacht  würde;  indess  leuchtet 
ein,  dass,  nachdem  die  Kugelschaale  geladen  und  tj  bestimmt  worden 
wäre,  keine  Ladung  im  Innern  der  Kugel,  also  auch  nicht  die  Ladung  e 
des  Theilchens  /i,  mehr  vorgetiommen  werden  könnte. 

Ist  also  die  Ladung  e  des  Theilchens  ^  im  Innern  der  Kugel  gege- 
ben, so  kann  die  Ladung  der  Kugeloberfläche,  bei  welcher  die  Kraft 
unendlich  wird,  voraus  berechnet  werden,  nämlich  für  jede  Flächen- 
einheit, wie  schon  angegeben  worden  ist, 

es  würde  aber  die  wirkliche  Herstellung  dieser  Ladung  noth wendig 
mit  einem  all  mahl  igen  Wachsthum  der  Ladung  von  e  =0  bis  i-'  =^7] 
verbunden  sein. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  die  Zeit,  wo  h  =  //  geworden 
ist,  mit  ^=0,  und  die  Zeit,  wo  *'  =  0  war,  mit  1=  —  0,  Setzt  man 
nun  ferner  das  Wachsthum  der  Ladung  e  der  Zeit  proportional,  nämlich 

und  nimmt  man,  zur  Vereinfachung  drr  Betrachtung,  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  zum  Anfangspunkt  der  Bahn  «,  wo  das  Theilchen  //  zur  Zeit 
ts=  —  Ö  (d.  i.  zur  Zeit,  wo  f'  =  0  ist)  sich  in  Ruhe  befindet,  also  mit 
«'  =  0  zugleich  auch  «  =  0  und  r/=  0  ist,  und  nimmt  man  endlich  die 

dV 

auf  ^  wirkende  nicht  elektrische  Kraft  —  =:tt  constant  an; 
so  ergiebt  sich  aus  der  angeführten  Gleichung,  nämlich  aus 

dV 
dq  ds 

U  -r Mi  6  6 

•^  3  er 

nach  den  Substitutionen  t-'  =  7j  (I  +  ^) ,  /'  =  -3—;  •  '^^-'z  nnd  ^-  =  a^ 


I  aß     dt 

tt  (/  =  —      •  —  . 


46 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  kann  geschrieben  werden : 


aß 


Hieraus  folgt,  da  qi  =  0  für  /  =  —  Ö  ist,  c«  =  ^ . 

Substituirt  man  diesen  Werth  ftlr  c^  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung, und  setzt  ^  für  9,  so  erhalt  man 


aß 


tt 


aßß 


folglich 


d^  =  --.log^.rf/. 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

Da  nun  «  =  0  für  ( =  —  d  ist,  so  ergiebt  sich  C  == 

Die  beiden  gefundenen  Formeln,  welche,  wenn  die  auf  /#  wirkende 

nicht  elektrische  Kraft  a  =  g/n  gesetzt  wird ,  geschrieben  werden 

können : 

aß     ,       u 

lassen  sich  nun  leicht  in  tabellarischer  Uebersicht  auf  folgende  Weise 
darstellen,  worin  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  be- 
zeichnet: 


ß 


s 


gßß 


e 
r, 


;=(-:) 


—  e 


—  i 


—  1 


0 
1  — 3e-* 


0 


—  1 


—  K 


0 

1 


0 


C50 


3ß 


—  4 


1  I 

1  -e*     I 


2 

1 

0 

-1 
-2 


1  +  t^-* 
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Man  sieht  aus  dieser  Uebersicht,  dass  das  Theilchen  /i,  welches 
durch  die  von  der  nicht  elektrischen  Kraft  herrührenden  Beschleu- 
nigung g  in  der  Zeit  Ö  den  Weg  ig 0  0  zurückgelegt  haben  würde, 
unter  Mitwirkung  der  elektrischen  Kraft  den  doppelten  Weg  macht, 
und,  während  es  ohne  elektrische  Kraft  die  Geschwindigkeit  gO  erreicht 
hätte,  mit  elektrischer  Kraft  zu  unendlicher  Geschwindigkeit  gelangt.   . 

Mit  dieser  erlangten  unendlich  grossen  Geschwindigkeit  legt  es 
aber  nicht  das  kleinste  endliche  Wegelement  zurück,  in  Folge  davon, 
dass  die  unendlich  gross  gewordene  positive  Beschleunigung  plötz- 
lich in  unendlich  grosse  negative  Beschleunigung  umschlägt,  und  dass 
in  Folge  davon  die  Geschwindigkeiten  gleich  lange  vor  und  nach  die- 
sem Augenblicke  einander  gleich  sind,  wonach  also  die  Geschwindigkeit 
q  zur  Zeit  1  =  +  0  (d.  i.  nach  Verlauf  des  Zeitraums  2d  vom  Beginn 
der  Bewegung  an  gerechnet)  gleich  der  am  Anfang  zur  Zeit  1=^  —  ö, 
nämlich  q  =  0  ist,  wobei  der  Weg  s^  wenn  die  Kugelschaale  gross  ge- 
nug ist,  dass  s  darin  Platz  findet,  auch  wieder  um  g 00  zugenommen 
haben  würde,  also  8  =  ig 00  geworden  wäre.  Die  Ladung  «'  würde 
dabei  bis  S!  //  gestiegen  sein.  Es  würde  aber  von  nun  an,  bei  fortgesetz- 
tem Wachsthun)  der  Zeit  und  der  Ladung,  die  Entfernung  8  des  Theil- 
chens  fv  vom  Kugelmittelpunkte  schnell  wieder  abnehmen  bis  zu  «  =:  0, 
und  darauf  negativ  werden  bis  zu  «  =  —  Ä,  wo  das  Theilchen  /i  gegen 
die  Kugelschaale  stossen  würde ,  zur  Zeit  /,  welche  aus  der  Gleichung 

—  RzrzgOOl]  +-jh  — i  '^8^/     bestimmt  werden  kann,    und  mit 

der  Geschwindigkeit  g,  die,  nachdem  l  bestimmt  worden ,  =  ^  log  r-^ 
gefunden  wird. 

Es  ist  bisher,  wie  schon  bemerkt,  angenommen  worden ,  dass  der 
Kugelhalbmesser  R  grösser  sei  als  der  Maximum- Werth  fgOO^  welchen 
8  zur  Zeit  i=z  +  0  erreicht.  Wäre  R  kleiner,  so  leuchtet  von  selbst  ein, 
dass  das  Theilchen  //  früher  gegen  die  Kugelschaale  stossen  würde, 
nämlich  in  dem  Augenblicke,  wo  8=R  geworden  wäre,  zur  Zeit  <, 

welche  aus  der  Gleichung  R  =  gOO  |  ^  +-f  (<  —  i  '^Ss^)]    bestimmt 
werden  könnte. 

Es  soll  nun  aber  kein  fortwährendes  Wachsthum  der  elektrischen 
Ladung  betrachtet  werden,  sondern  der  Fall,  wo  die  Ladung,  nachdem 
sie  den  Werth  7j  etwas  überstiegen  hat,  constant  bleibt.    Es  werde 

z.  B.  diese  constante  Ladung  6'  =  iyH  +-j  angenommen,  wobei /f  die 
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Geschwindigkeit  qzi^igO  l)esitzt  und  in  der  EnlfernuDg  «  =  h  -|-  -U^^ 
vom  KugelniiUel|mDktc  sich  tiefmdct. 

Setzt  man  demnach  in  der  Helm  hol  tz'schen  Gleichuoi; 

dV 

dq  d9 

di  "~  ^tT     ~^     ,' 

u  —  r —  •  nee 
den  Werlh  ij  il  +^)  für  e\  also 


dt  8^    »        /i    .     *  \' 


dV  8  n' 

und  setzt  hierin  wieder  wie  früher  .-  =  a  und Ref]^=u\  so  er- 

ds  Icr  •         «^  ' 

halt  man  die  Differentialgleichung 


aee 


und  durch  Integration  derselben 

Wird  nun  die  Zeit  von  dem  Augenblicke  an  gerechnet,  wo  «'  =  jj  (1  +-) 

geworden  war,  so  ist  für  /  =  0  nler  Werlh  von  q  =i  2gß  schon  oben 
gefunden  worden,  folglich,  wie  oben  a  =  gii  gesetzt, 

also 

q  =  iqO  —  eeijt, 
oder 

woraus  durch  Integralion 

s  =  tgtil  —  'lgii  +  C\ 
Nun  war,  wenn  die  Zeil  voii  dem  Augenblicke  an  gerechnet  wird,  ^^o 
f '  =  t^  1 1  -f-     I  gewonhin  war,  für  /  =  0  der  Werlh  von  6*  =  M  +  ~)  ?** 
gefunden  worden,  folglich 

also 

Diese  Formel  nebst  der  vorhergehenden 

q  =  "igO  —  eegi 
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lassen  sich  nun  ebenfalls  leicht  so  übersichtlich ,  wie  die  früheren  For- 
meln für  s  und  9,  tabellarisch  darstellen,  wie  folgt: 


( 

s 

f/ 

£' 

0 

goe 

90 

'; 

0 

1 

3 
ee 

2 

«H-;, 

1 

3 

3 

ee 

ee 

t 

—  i'f 

ee 

2 

•t 

0 

8 
ee 

i^ee- 

2 

—  2er 

1  +  ' 

Diese  Tafel  hlsst  sich  leicht  weiter  fortsetzen ;  man  ersieht  aber 


20 


schon    hieraus,    dass  von   t=—   an,  nachdem  die  Ladung  constant 

geworden,  die  Entfernung  8  des  Theilchens  fi  vom  Kugelmittelpunklo 
abnimmt  und  sehr  bald  negativ  wird,  bis  endlich  das  Theilchen  /#, 
wenn  «=  —  R  geworden,  gegen  die  Kugelschaale  stösst,  zur  Zeit  t 
und  mit  der  Geschwindigkeit  </,  vyelche  aus  den  beiden  Gleichungen 


-ü  =  (H-l).9Öö 


ee 


q  ssigO  —  eegt 
beslimmt  werden  können. 

Man  sieht  aus  dieser  Darstellung  des  ganzen  Processes  in  seinem 
Zusammenhange,  dass  keine  von  den  »  ungereimten  oder  absur- 
den «  Consequenzen ,  durch  welche  11  e  1  m  h  o  1 1 z  das  aufgestellte 
Grundgesetz  hat  widerlegen  wollen,  wirklich  eintritt. 

Zwar  ist  hiebei  noch  nicht  der  Hei  mhol  tz'sche  Einwand  (A) 
in  Borchardt's  Journal,  Bd.  72  S.  61  und  Bd.  75  S.  38  erörtert  worden, 
der  in  der  Behauptung  besteht,  dass  das  aufgestellte  Grundgesetz  der 
elektrischen  Wirkung,  oder  vielmehr  die  aus  diesem  Gesetz  entspringen- 
den Kirch  ho  ff 'sehen  Diflerentialgleichungen,  zu  einer  labilen  Gleich- 
gewichtslage der  elektrischen  Materie,  respective  zu  einer  Bewegung 
dieser  Materie  hinführe,  deren  Geschwindigkeit  mit  der  Zeit  ins  Unend- 
liche wachse.  Aber  es  hat  Neu  mann  schon  in  den  Ber.  d.  K.  S.  Ges. 
Oct.  1871  S.  477  nachgewiesen,  dass  die  Kirchhoffschen  DilTeren- 
tialgleichungen,  ausser  auf  jenem  Grundgesetze,  noch  auf  mancherlei 
andern  accessorischen  Voraussetzungen  beruhen ,  und  dass  also  jenes 
Gesetz  durch  ein  gegen  diese  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen 
erhobenes  Bedenken  nicht  erschüttert  werden  könne. 
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Nach  dieser  schon  von  Neu  mann  gegebenen  Berichtigung,  für 
welche   besonders   auf  die   von   Neumann    in    seiner   Abhandlung' 
S.  128 — 149  dieses  Bandes  gegebenen  näheren  ErCirteruugen  zu  \(t- 
vveisen  ist,  bedarf  es  keiner  weitern  Erörterung  dieses  Einwands,  die, 
da  sie    hauptsachlich   doch  nur  jene  accessori sehen    Voraussctzun;'en 
betrefTen  würde,  ganz  ausserhalb  der  der  vorliegenden  AbhundluDgi'f- 
setzten  ScAuanken  liegen  würde. 


Drucj^  vun  Breitkopf  uud  Uartel  iu  Leipzig. 
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